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Resumo

Este trabalho propoe investigar objetos compactos na gravidade teleparalela modificada.
Esta gravidade consiste na mudanca da lagrangiana do Equivalente Teleparalelo da Re-
latividade Geral acoplando parametros livres nos invariantes quadraticos que compoem a
lagrangiana. A partir das equacgoes de campo encontradas pela variacao da acao, verifi-
camos como tais parametros modificam e impactam objetos e eventos astrofisicos, como

estrelas de néutrons e ondas gravitacionais.



Abstract

This work proposes to investigate compact objects in modified teleparallel gravity. This
gravity consists of changing the Lagrangian of the Teleparallel Equivalent of General
Relativity by coupling free parameters in the quadratic invariants that make up the La-
grangian. From the field equations found by varying the action, we examine how these
parameters modify and impact astrophysical objects and events, such as neutron stars

and gravitational waves.
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1 Introducao

No comego do século XX, Einstein publica Zur Elektrodynamik bewegter Korper (Sobre
a Eletrodinamica dos Corpos em Movimento), esse trabalho d4 inicio a Relatividade Espe-
cial (RE), ou Relatividade Restrita. Como consequéncia desse trabalho, ele publicaria no
mesmo ano Ist die Tragheit eines Korpers von seinem Energieinhalt abhdngig? (A Inér-
cia de um Corpo Depende da sua Quantidade de Energia?), de onde a férmula £ = mc?
derivaria. Ele escreve em seu trabalho “se um corpo libera uma energia L na forma de
radiagdo, sua massa diminui de L/V?”'. Com tais trabalhos, Einstein introduziu na Fi-
sica a quebra dos conceitos absolutos de espaco e de tempo, portanto, o espaco e tempo
passam a ser relativos. Seu trabalho considerava apenas sistemas inerciais, e em anos
posteriores, Einstein e Grossmann tentam formular uma generalizacao da relatividade es-
pecial, que, por erro de célculo nao chegam a relacionar o espago-tempo com a matéria
e energia. Contudo, a ideia da for¢a gravitacional ser uma manifestagao da curvatura do
espaco-tempo estava concretizada e Einstein, que discutira suas ideias com o matematico
David Hilbert, corrigiu o seu erro encontrando as equacgoes corretas, isso ocorreu poucos
dias apos Hilbert ter encontrado-as de modo independente, via variagao da integral de
acao com a lagrangiana. Em 1916, é publicado o trabalho Die Grundlage der allgemeinen
Relativititstheorie (Os Fundamentos da Teoria da Relatividade Geral), nesse trabalho,
Einstein ja incorpora o procedimento via variacao da integral de acao para encontrar as
equagoes de campo (EINSTEIN, 1905a; EINSTEIN, 1905b; EINSTEIN, 2017; BOHM, 2015;
HAWKING, 2012; THORNE, 1994; EINSTEIN, 1916a).

Ainda nesse trabalho de 1916, Einstein propoe que a gravidade de um objeto massivo
desviaria a luz, calculando para o caso do Sol um valor de 1,7”. Esse resultado foi posto a
prova por duas expedicoes. As expedicoes lideradas por Andrew Crommelin e Arthur Ed-
dington em Ilha do Principe e em Sobral (Ceard/Brasil) confirmaram a teoria de Einstein
em 1919. No fim daquele ano, J. J. Thomson, como presidente da Royal Society expressa
a grandeza da Relatividade Geral dizendo “Esse é o resultado mais importante na teoria
da gravitacao desde os dias de Newton”(EINSTEIN, 1916a; LENZI et al., 2019).

Assim, Einstein constréi uma teoria gravitacional que consegue explicar problemas da

2

IEinstein ndo escreve £ = mc? em seu trabalho. A sua notacdo no trabalho é: L = Energia e V =

Velocidade da Luz
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Fisica do inicio do Séc. XX. Ela possibilitou a idealizacao de objetos astrofisicos com-
pactos, como os buracos negros e estrelas de neutrons, e ainda propoe a existéncia de
ondas gravitacionais, no artigo Ndherungsweise Integration der Feldgleichungender Gra-
vitation.(Integragao aproximada das Equagoes de Campo da Gravitagao) e em mais énfase
no artigo On Gravitational Waves publicado com Nathan Rosen. Além disso, as equagoes
de Einstein nos apresentam uma estrutura interessante, que é a relagao entre geometria do
espago-tempo e matéria, ou seja, temos de um lado a parte geométrica e de outro lado, a
parte de contetido de matéria. Essa estrutura e o calculo das equacoes de campo, via mé-
todo de Hilbert, possibilitaram ao longo do tltimo século diversas modificagdes(SABBATA,
1985; WEINBERG, 1972; EINSTEIN, 1916b; EINSTEIN; ROSEN, 1937).

Algumas modificagoes sdo mais conhecidas, como é o caso das teorias f (R), onde R é
o escalar de curvatura. Elas sao construidas dentro da variedade riemanniana e consistem
numa modificagdo do argumento da integral de agdo. A variacao que origina a RG é dada

por
88 =9 {—zi /d‘*x\/—gR} =0,
K

e para o caso das teorias f (R) se dd através da seguinte variagao

5S = 6{—i/d4x\/—_gf(R)} =0,

onde um caso conhecido é o modelo de Starobinsky, que toma a forma f (R) = R+ aR?.
Apesar do sucesso que a RG obteve na explicacao de problemas da Fisica no séc. XX, ob-
servacoes astronomicas levam fisicos a questionarem se a RG nao ¢ a teoria gravitacional
final como apresentada por Einstein. O estudo da cosmologia mostra que ela claudica em
explicar o universo primordial e o universo recente, além, do problema relacionado a rota-
¢ao de curvas de galaxia. Ainda, a falta de sucesso na quantizacao da RG corrobora com
o questionamentos desses fisicos. Uma modificacao que tenta explicar alguns desses ques-
tionamentos se encontra no chamado “setor escuro”, que consiste em uma modificacao no
lado direito das equagoes de Einstein, ou seja, o conteudo de matéria e energia(SOTIRIOU;
FARAONI, 2010; GIRONES et al., 2010; NAF; JETZER, 2011; CAPOZZIELLO; TSUJIKAWA,
2008; CHIBA et al., 2007; STAROBINSKY, 1980; UTIYAMA; DEWITT, 1962; STELLE, 1977;
HOOFT; VELTMAN, 1974; WOODARD, 2015; RYDEN, 2003).

Portanto, temos acima dois tipos de abordagens de modificacao da RG. A segunda
delas nos da o modelo padrao da cosmologia, também conhecido como Modelo ACDM,
onde o A representa a energia escura e CDM ¢ a sigla para Cold Dark Matter (Matéria
Escura Fria). Por outro lado, o primeiro tipo de modificagao nos leva a intimeros modelos.
O modelo mencionado anteriormente, o de Starobinsky, é construido na variedade rieman-

niana, porém, pode-se construir modelos em distintas variedades, elas serao brevemente
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apresentadas no Capitulo II (Geometria). Uma variedade de interesse é a de Weitzenbock,
onde é possivel construir uma teoria equivalente a Relatividade Geral, que é chamada de
Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (TEGR).? Essa teoria reproduz os mes-
mos resultados da RG, que serdo abordados no Capitulo III (Equivalente Teleparalelo da
Relatividade Geral) em mais detalhes. Entretanto, uma vez que ele reproduz os mesmos
resultados da RG, ele também possui os mesmos problemas mencionados no paragrafo
anterior, o que nos motiva a modificar o TEGR a nivel de lagrangiana e estudar as con-
sequéncias dessas mudangas(RYDEN, 2003; D’'INVERNO, 1992; SABBATA, 1985; BERTONE;
HOOPER, 2018; BAHAMONDE et al., 2023; HEISENBERG, 2023; KRSSAK, 2024; MALUF;
ROCHA-NETO, 2001; MALUF, 2013; ARCOS; PEREIRA, 2004; PIMENTEL et al., 2003; CAT et
al., 2016; CAPOZZIELLO et al., 2022).

A lagrangiana do TEGR é construida com trés termos muiltiplicados por trés constan-
tes distintas bem definidas, a saber —1/4, —1/2, 1, que sdo encontradas pela manipulagao
do tensor de Riemann na variedade de Weitzenbock. Portanto, é possivel generalizar essa
lagrangiana, de modo que as constantes nao sejam definidas a priori. Em outras palavras,
é possivel construir uma lagrangiana onde o TEGR é um caso especifico de um modelo
mais geral, que denominamos de gravidade teleparalela modificada (MTG), nesta situ-
acao a lagrangiana que é usada na integral de acao é modificada acoplando parametros
livres, este procedimento ¢é explorado no Capitulo IV (Gravidade Teleparalela Modificada)
(BAHAMONDE et al., 2023; HEISENBERG, 2023; JIMENEZ et al., 2020; KRSSAK, 2024; MA-
LUF; ROCHA-NETO, 2001; MALUF, 2013; ARCOS; PEREIRA, 2004; PIMENTEL et al., 2003;
CAI et al., 2016; CAPOZZIELLO et al., 2022; HAYASHI; SHIRAFUJI, 1979).

Assim, para compreendermos melhor esse modelo é essencial analisarmos o impacto
dessa modificacao nos resultados conhecidos da RG, e um passo natural a ser seguido é
o estudo de objetos compactos. Um objeto compacto de particular interesse é a estrela
de néutrons, e trés trabalhos merecem ser mencionados aqui por importancia histérica.
O primeiro deles é o trabalho de Landau, On the Theory on Stars, em que ele introduz a
ideia da compressao da massa pela gravidade. O segundo é o Remarks on Super-Novae
and Cosmic Rays de W. Baade e F. Zwicky, onde eles sugerem a ideia que as estrelas
de néutrons sao uma etapa posterior a supernovas, e por ultimo On Massive Neutron
Cores de Oppenheimer e Volkoff, trabalho que origina a denominada equagao de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV). Esta ultima, a equacao de conservagao da massa e uma
equagao de estado (EoS.?) sdo essenciais para descrever relagoes de massa-raio de uma
estrela de néutrons. Enquanto a TOV relaciona a pressao em fun¢ao do raio, temos que
uma EoS relaciona a pressao com a densidade de energia no interior da estrela (LANDAU,
1932; BAADE; ZWICKY, 1934; OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939).

2A abreviacdo TEGR vem de Teleparallel Equivalent of General Relativity. Usamos essa abreviacao
por ser consagrada na literatura.
3 Abreviagao de Equation of State
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Um tipo de EoS ¢ a politrépica, que é um modo simplificado de descrever essa relacao,
onde é costume definir a pressao como uma fun¢ao da densidade elevada a uma poténcia,
p = Kp', onde p é a pressdao, K é uma constante, p é a densidade de massae I' = 1+1/n,
sendo n o indice politrépico(HORVATH, 2022; CARVALHO et al., 2015; ILIJIC; SOSSICH, 2018;
KPADONOU et al., 2016).

Uma EoS politropica é 1til, pois permite solugoes de forma analitica de modelos simpli-
ficados, porém, para estrelas reais é necessario usar EoS realisticas, que sao mais complexas
e levam em consideracao as propriedades fisicas reais da matéria nuclear sob condicoes ex-
tremas, como as que existem no interior das estrelas de néutrons. Para o caso dessas FEoS,
que se baseiam os modelos relativisticos de campo médio (RMF), possuimos na literatura
diversas parametrizacoes que descrevem o interior das estrelas, dentre essas parametri-
zagoes ha algumas de nosso interesse, como a FSUGold2 e Z271v6. Além dessas, temos
ainda a parametrizacao NL3, que nos permite estudar possiveis efeitos da matéria escura
nas estrelas de néutrons. No Capitulo IV as lagrangianas associadas a essas EoS serao
apresentadas(RING PETER ; SCHUCK, 1980; DUTRA et al., 2016; WALECKA, 1974; LI et al.,
2008a; CHEN; PIEKAREWICZ, 2014a; DUTRA et al., 2014; LALAZISSIS et al., 2009).

Com as parametrizacoes das EoS, teremos todo o arcabougo para o estudo dos objetos
compactos no contexto da MTG. Com isso, podemos analisar os impactos que os parame-
tros livres possuem nas massas maximas e nos raios das estrelas de néutrons. Podemos,
ainda, entender o efeito deles na solucao de onda gravitacional. Dito isso, relato como a
estrutura do trabalho esta disposta. No Capitulo 11, discutimos as estruturas das varieda-
des onde as teorias gravitacionais sao construidas. No Capitulo III, discutimos o TEGR e
mostramos como ele recupera os resultados previstos da RG. No Capitulo IV, discutimos a
modificagao ocorrida no TEGR, que resulta na MTG e todos os impactos dos parametros
livres nesse modelo dentro do contexto de estrelas de néutrons. Além disso, nos apéndices
ha um complemento do Capitulo III, mostrando outros resultados que o TEGR recupera

da RG e, também, um estudo prévio das ondas gravitacionais no contexto da MTG.



2 Geometria

A RG mostra uma relagao entre geometria do espago-tempo e a matéria e energia, nas
palavras de John Wheeler “o espaco-tempo diz a matéria como se mover; a matéria diz ao
espaco-tempo como se curvar’. Essa relacao da RG permitiu que intimeras teorias gravi-
tacionais surgissem. O desenvolvimento a partir da integral de acao possibilitou modificar
a parte geométrica da teoria gravitacional, o que aflorou uma avenida de possibilidades a
serem investigadas. Caracteristicas peculiares de cada geometria nos permitem agrupé-las
em categorias chamadas variedades (manifolds). Na se¢ao abaixo, faremos um resumo das
variedades existentes, explorando, em particular, a conexao em cada uma delas. Na se¢ao

(77), apresentaremos melhor a variedade de nosso interesse, a de Weitzenbock.!

2.1 Variedades

Como dito, as teorias gravitacionais possuem caracteristicas diferentes. Algumas teo-
rias possuem particularidades em comum entre si, e podemos classifica-las de acordo com
a presenca ou nao de determinados tensores, como os tensores de curvatura, torcao e o
tensor de nao-metricidade. Para relembrar, a RG possui apenas o tensor de curvatura em
sua construgao.(SABBATA, 1985)

Agora, tomemos os tensores citados

Tensor de nao-metricidade = N,,,
Torgao =15, (2.1)
Curvatura = R,,!
onde o tensor de nao-metricidade é definido por N,,, = V ,g,., ou seja, quando o postulado
da metricidade ¢é respeitado teremos V,g,, = 0 = N,,, = 0. Assim, de acordo com as

relacoes acima, teremos diferentes variedades para quando os diferentes tensores forem

nulos, quando impusermos um determinado tensor nulo, cairemos em uma outra variedade

'Em alguns momentos, por abuso de linguagem, o leitor se deparara apenas com o termo Weitzenbock
designando Variedade de Weitzenbock. Porém, nao havera duvidas que nao estaremos nos referindo ao
austriaco Roland Weitzenbock, falecido trés meses apés Albert Einstein.
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] Variedades \ Ny =0 \ T"‘V“ =0 \ Rayf =0
Afim - - -
Riemann-Cartan v - -
Riemann v v -
Weitzenbock v - v
Minkowski v v v
Weyl - v -
Teleparalela - - v
Teleparalela Simétrica - v v

TABELA 2.1 — O quadro sintetiza as caracretisticas de cada variedade em fungdo dos tensores de nao-
metricidade, torcao e de curvatura

mais restrita. Para exemplificar a afirmacao anterior, tomemos a variedade mais geral

possivel, a variedade afim, dizemos isso pois esta variedade nao possui nenhum tensor
. . o , . .

acima nulo, ou seja, Ny, # 0,79, # 0, R, f # 0. Porém, quando a variedade respeita

o postulado da metricidade, a variedade afim é restringida, e esta restricao da origem a

variedade de Riemann-Cartan. Em um abuso de linguagem:

Variedade Afim + Postulado da metricidade = Variedade de Riemann-Cartan .

Da Variedade de Riemann-Cartan, encontramos com duas condigoes possiveis: torc¢ao
nula ou curvatura nula. A imposicao de uma destas caracteristicas, nos leva a uma outra

variedade, uma esquematica pode ser melhor compreendida:

) ) Torcao nula = Variedade de Riemann
Variedade de Riemann-Cartan +

Curvatura nula = Variedade de Weitzenbock

Uma observacao importante é que se tomarmos na Variedade de Riemann a curvatura

nula, ou se tomarmos em Weitzenbock a tor¢ao nula, cairemos em outra variedade,

Variedade de Riemann + Curvatura nula = Variedade de Minkowski

Variedade de Weitzenbdck + Tor¢ao nula = Variedade de Minkowski

Existem outras variedades, que estao esquematizadas na Tabela 2.1.

As variedades descritas na Tabela 2.1 sao classificadas de acordo com o tensor de
nao-metricidade, de torcao e de curvatura. Porém, existe outro objeto importante de
ser analisado nestas variedades, que é a conexao. Os tensores de torcao e de curvatura
dependem intrinsecamente da conexao. Portanto, devemos entender o que acontece com

a conexao em cada uma dessas variedades.
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2.1.1 Conexao

Ao tomarmos o transporte paralelo de um vetor v no espago-tempo percorrendo um
caminho de a até b e comparando com o vetor calculado no ponto b, ou seja, v’, teremos,
em regra geral, uma diferenca entre esses vetores. O que nos permite conectar esses
vetores é a quantidade conexao. Apresentaremos a seguir as conexoes nas variedades que
ja4 mencionamos no quadro acima. No inicio da se¢do, apresentamos na Eq. (2.1) alguns
objetos de interesse. Em especial, com a torcao e com o postulado de nao metricidade é
possivel tomarmos uma soma desses objetos em uma ciclicidade de indices. Essas somas

podem ser definidas como contorcao e o tensor de disformagcao, ou seja,

1
B8 — B B B
K,"’ = 3 (TW ~-T,5,-T W) , (2.2)
e7
1
B — B B B
v, = 3 (NW - N, —N W) . (2.3)

Dada essas defini¢oes juntamente com os simbolos de Christoffel, previamente definidos
na Eq. (3), podemos construir quase todas as conexdes das variedades apresentadas.
Portanto, passamos a apresenta-las.(SABBATA, 1985)

2.1.1.1 Conexao na variedade afim
A conexao mais geral é dada pela conexao na variedade afim, ela é expressa por

- ﬁy} — Kwﬁ — Vwﬁ. (2.4)

%

Nessa conexao ha a presenca da contorcao, disformacao e dos simbolos de Christoffel.

2.1.1.2 Riemann-Cartan

Nesta variedade, o postulado da metricidade é respeitada e, portanto, temos uma
modificacao na conexao. Assim, teremos que o tensor de disformacao, apresentada pela
Eq. (2.3) é nulo. Logo, encontramos que a conexao na variedade de Riemann-Cartan ¢é
dada por:

r,={0}-K,", (2.5)

temos que a conexao em Riemann-Cartan é dada pelos simbolos de Christoffel, {fw}, e

pelo tensor de contorcao, K /wﬂ .
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2.1.1.3 Variedade de Riemann

O termo de contor¢ao [Eq. (2.2)] apresentado na Eq. (2.5) estd intimamente relaci-
onado a torcao do espaco-tempo, por ser construido a partir de torc¢oes, portanto, numa
variedade onde nao hé tor¢ao, este termo ¢é nulo, e este é o caso da variedade de Riemann,
assim a conexao nesta variedade é dada por

B _ B
e, ={n}- (2.6)
A variedade de Riemann ¢é a variedade onde a RG ¢é construida. Logo, a conexao na RG

pode ser entendida apenas como os simbolos de Christoffel.

2.1.1.4 Variedade de Weitzenbock

Para o caso onde ha tor¢ao e nao ha curvatura, temos a mesma situagao da variedade
de Riemann-Cartan[Cf. Eq.(2.5)],

rfu = fﬂ} — wa. (2.7)

Neste caso, que é a variedade de interesse, temos que a curvatura ¢é nula, ou seja, teremos

que R,,," (I') = 0, enfatizamos que esse objeto é diferente de R, " ({}), os dois objetos

avy avp

sao iguais apenas na variedade riemanniana.

2.1.1.5 Variedade Teleparalela

Veremos mais adiante que o TEGR nasce na variedade de Weitzenbock, porém, ela é
um caso de uma teoria mais geral dada pelo Equivalente Teleparalelo Geral da Relativi-
dade Geral, GTEGR. Nesta variedade, a conexao toma a seguinte forma(HEISENBERG,
2023)

B —_ I8 _ B _ B
FMV_ ;w} K/U’ Vuv :

2.1.1.6 Variedade Teleparalela Simétrica

Ao olharamos a Tabela construida com os tensores de curvatura, torcao e de nao-
metricidade, percebemos que a variedade Teleparalela Simétrica nao possui torcao e ape-
nas o tensor de nao-metricidade, assim é esperado que sua conexao nao tenha o termo
de contorgao e apenas o termo de distor¢ao e os simbolos de Christoffel (KRSSAK, 2024;
HEISENBERG, 2023).
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8 _ [8 8
wa— W}_VW :

2.1.1.7 Variedade de Weyl

A dltima conexao a ser apresentada é a de Weyl

o = {0} + guWr =W, — 52‘W1,,

onde o objeto W é o campo de Weyl (SCHOLZ, 2011).

2.2 Variedade de Weitzenbock

Para compreender a variedade de Weitzenbock ¢é necessario um conhecimento prévio
do formalismo de tetradas. Esse estudo prévio em certa medida é geral, nao restringindo-
se a Weitzenbock, porém, mais adiante neste trabalho, estaremos imersos na variedade
de nosso interesse. Portanto, é necessario entender que uma tetrada é o objeto que faz
uma ponte entre o espaco-tempo de mundo e um espago tangente, pois, dado um ponto
no espaco-tempo de mundo, podemos ter um conjunto de quatro vetores ortonormais
geram um espaco-tempo tangente a esse ponto. Essa estrutura ficara ainda mais claro
no final desta Secao. Com isso, quando fixamos o indice 1 do objeto e?, teremos uma
representagao de um vetor no espago tangente.(WEINBERG, 1972; POMPEIA et al., 2003;
SABBATA, 1985)

Da ortonormalidade da tetrada seguem as seguintes relacgoes:

g,UVeauebV = Nab

voa b _ ab
gueyey_n

— b
g,U,V - Tlabeaﬂe v

b (2.9)
gHV = 77a ea'ueby

Da relagao acima, temos que a escolha de um conjunto de tetradas determina univoca-

mente uma métrica, ja o inverso nao é verdadeiro.?

2Varios conjuntos de tetradas podem determinar a mesma métrica. Pois, hd infinitas tetradas que,
sob transformagoes de Lorentz, definem uma métrica. Segue dois exemplos dessas possibilidades:

Gap = Naperel
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Apresentemos algumas propriedades das tetradas. Para isso, vamos considerar que
o objeto B,B, ¢ um tensor de mundo, ou seja, no espaco-tempo curvo. Conseguimos

correlaciond-lo com um objeto no espaco tangente usando a Eq. (2.9) como segue:

B,B" = ¢" (B,B,) = n"e,'e,” (B.B,)
= 0" [(e,*By) ()’ By)] = n**B.By = B,B".

Assim, percebemos que a tetrada cumpre aqui a sua funcao de correlacionar o espaco

tangente com o espaco curvo, como é expresso abaixo:?

Da relacao de contragao direta explicita acima, podemos usar a seguinte generalizagao:
Top.p= eaaebﬁ...erpTab,_T ) (2.11)

De um modo geral, a relagao (2.11) permite-nos usar as tetradas para converter objetos

do espago-tempo curvo para o espaco tangente e vice-versa.

Um passo natural do nosso estudo é o comportamento da derivada espago-temporal
de um vetor A®. E facil lembrar que do estudo desse objeto é introduzido a conexao na
RG, a fim de obtermos um objeto no qual sua transformacao por coordenadas gerais se
comporte como um tensor. Lembrando que da Eq. (2.9), a métrica ¢é invariante, g, = Gy
se tomarmos a transformagao

a

la
e’, e,

sendo

la __ Aa b
eH—Abeu,

onde A% ¢é a transformacao de Lorentz. Porém, aqui, faremos uma transformagao de
Lorentz sobre a derivada, ou seja, (9,A4% (z))'. A sua transformacao nio nos d4 um vetor,
mesmo que o indice que estamos utilizando na derivada seja o grego, ou seja, a derivada faz
referéncia apenas a variedade espaco-temporal. Entretanto, a transformacao de Lorentz
depende do ponto do espago-tempo, e como vimos, a tetrada conecta os espagos curvo e
tangente por um ponto definido. Assim, para definirmos uma derivada espago-temporal,
no espaco tangente, que seja covariante por transformagoes de Lorentz, faz-se necessario

a introducao de uma conexao. Esta, por sua vez, é chamada de conexao de spin, e a

Jap = Nea€oe

3Nessa frase foi usado uma notacao mais informal. Tomamos a escrita “espaco” para designar “espaco-
tempo” . Ao longo da tese, havera momentos que as duas formas se intercambiarao.
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derivada covariante é dada pela forma
D, A" = 9,A" + w, %A, (2.12)

e a conexao de spin tem a sua lei de transformagao dada por

@, = A% (@) Ay (@) 2,7, (2) = A% (@) 0,47, (2)] | (2.13)

garantindo a covariancia da derivada. A Eq. (2.12) é a derivada covariante total para
o objeto no espacgo-tempo tangente, ou seja, com indices latinos apenas. Na derivada
covariante total mista aparece um objeto extra. Além da conexao de spin, teremos a

conexao ['; logo a derivada total é

= a — a a Ab a
VA, =0,A% + @, A", — T A% (2.14)

por outro lado, observa-se que a Eq. (2.14) pode ser escrita de dois modos ainda, substi-
tuindo a Eq. (2.12):

v a — a B a

V,A*, =DA%, - T, A%,

ou ainda,

w a a a b
VA =V, AL 4w, A

A derivada total acima possui a conexao de spin. Porém, em Weitzenbock nds impomos
o que é conhecido como paralelismo absoluto, que estabelece que a tetrada e, deve ser
transportada paralelamente ao longo da variedade espaco-temporal. Esse conceito nos
leva a (MALUF, 2013)

Ve, = 0pe, —Th e =0, (2.15)

aliado a essa condicao, temos que a derivada total da tetrada também deve ser nula, o

que nos leva a uma conexao de spin nula. Da relagao 2.15 encontramos que

o o a
Iy, =e 0

(2.16)

L
Essa conexao, em termos das tetradas, é a conexao de Weitzenbock, e caracteriza-se por

apresentar a parte antissimétrica da conexao nao nula

Toy=To, =0, = e, (0ue®, — 0ue”,) (2.17)
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e € esse objeto que chamamos de torcao, ou seja,

T, =¢e" (0,€"

L — Oue’,) (2.18)
Como vimos na Eq. (2.7), a conexdo de Weitzenbock é escrita termos dos simbolos de
Christoffel e pelo termos de contorgao, que por sua vez é uma combinacao de torgoes. Por

conseguinte, os simbolos de Christoffel podem ser escritos como

{ZV} =", +K,". (2.19)

Dada a Eq. (2.19), podemos reconstruir o tensor de Riemann. Porém, lembramos que na
variedade de Weitzenbock nao temos curvatura. Faz-se necesséario ressaltar que o tensor
de Riemann escrito em fungado da conexao de Weitzenbock é nulo, ou seja, R(I') = 0, o
que nao implica que a estrutura do tensor de Riemann escrito em funcao do simbolos de
Christoffel (R ({})) seja nulo. Assim, vamos tomar a forma do tensor de Riemann escrito

em funcao dos simbolos de Christoffel,

Rawp ({}) = 0a {gu} — 0, {gu} + {5u} {Zﬁ} - {gu} {Zﬁ} ) (2‘20)
substituindo a Eq. (2.19) em (2.20), temos termos que se agrupam na estrutura da
derivada covariante para o termo de contor¢ao, ou seja,

s rgAwa, (2.21)

1%

— A A
V.K,, =0,K,, — FUVKA#” -I5,K

porém, é facil verificar que ha falta de um termo para que a estrutura acima se encontre
efetivamente. Assim, com a devida manipulacao, via soma e subtracao de termos, pode-
mos encontrar uma equacao que é dependente da derivada covariante da contorgao, de
termos quadraticos da contorcao, e um termo do tipo torcao-contorcao, que se origina da
manipula¢ao mencionada, onde se usa a Eq. (2.17). Além desses, percebemos que aparece

uma estrutura do tensor de Riemann em funcao da conexao de Weitzenbock, ou seja,

Roa/p,p ({}) = VOCKl/,U,p - VVKap,p + (aarzp/p, - aVFgu + Fff\p,rg/\ - Fi\w]‘—‘lli/\)
+ K, 'K, — KK, )+ T K, "

v, 17D VA

o tensor de Riemann em funcao da conexao, expressa pelos parénteses acima, é nulo, e

portanto temos que

R, ({}) =V.K, -V, K, '+ K, 'K,*— K, )K" +T,,K,/. (2.22)

1%
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Finalmente, apresenta-se na equacao acima o tensor de Riemann de interesse. Por com-
pleteza, passamos a apresentar o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, para isso basta

a contragao interna de indices. Assim, o tensor de Ricci é
RVM ({}) = Rauua ({}) = vaKyua_vVKaua_‘_Ka)\aKuuA_KauAKV/\a—{—T)\aVK)\ua : (223)
Por fim, o escalar de curvatura
R({}) = ¢"Ruu ({}) = VaK",* = VK + K\ K" — K MR+ TP MK

Multiplicando a expressao acima por y/—g¢g, e renomeando indices, ¢ possivel tomarmos
expansao da derivada covariante. Com isso, obteremos uma derivada ordinaria aplicada

a combinacao de contorgoes, que com o devido uso da regra de Leibniz, encontramos

\% _gR ({}) = aﬂ [V —g (I(aoz‘u - Ka#a)} - (I(O[oz‘u - Kaua) 8# V—4g (224)
+ v _grﬁp (Kaap - Kapa> + v _gKa)\aK“,u)\ (225)
— V=gK KN+ =gT K, (2.26)

Usando a definicao da contorgao, a contracao interna de indices apresentada na equa-
¢ao anterior nos permite simplificar a estrutura. Essa simplificacdo nos leva ao nosso

equivalente do escalar de curvatura, dado por

1 (63 o 1 QL 1 (63
— \/___gau [V=g (K" — K ,')] — 7 BT p — 57 P ey + THT, . (2.27)

O primeiro termo da Eq. (2.27) acima é um termo de superficie, logo, a nivel de equagao

R ({})

de campo, apenas os trés termos seguintes sao relevantes. Podemos reescrever a Eq. (2.27)

Ccomo
R{})=B+T, (2.28)
onde )
B=—0,|v—g(K*!'—K/M!)|, 2.29
T [V=y( )] (2.29)
‘ 1 1
T= —ZT‘WTW — §T°‘5“T5au +TT, . (2.30)

A variagao da Eq. (2.30) nos fornece a equagao de campo do TEGR.

E interessante lembrar que as teorias teleparalelas sao teorias gravitacionais por in-
variancia de gauge para grupos de translagdo. No trabalho (ASSENCIO et al., 2023) foi
demonstrado que a invariancia de gauge se preserva mesmo com termos de ordem supe-

rior a nivel de Lagrangiana. Mas aqui, nao exploraremos tal nivel.
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Tomemos dois sistemas de coordenadas diferentes, o primeiro representado por {u*}
e um outro sendo cartesiano {2}, onde podemos mapear os pontos em qualquer sistema,

ou seja, ut (z%) <> % (ut). Assim, podemos construir um objeto definido como
he, = 0x°/out. (2.31)
A transformacao global de translacao para os campos é dado por
2% — 2" ="+, 6P = 050,07, (2.32)
onde ¢? (u) 6 um campo com B = 1,2, ..., N. Usando as Egs. (2.31) e (2.32) teremos que

W, = 0’ [our = he, + 0,¢€°. (2.33)

Com isso, postulemos que a integral abaixo, numa regiao {2 do espago-tempo, é inva-

riante sob transformacao infinitesimal

S— /Q 'ulyr [67 (u), 0,67 (u) 17, A%,] | (2.34)

onde A¢, é chamado de potencial de gauge, sendo sua variacdo dada por 0A°, = O,

Assim, pela invariancia de S e com o auxilio das Egs. (2.31), (2.32) e (2.33) teremos

0Ly . 4  OLy B 0Ly . 4 0Ly  OLuy
= ([ EM9,04 + 2 5 9,04 ) e + [ 2L 9, d “ =0,
Lo (aq>A 0, + aaucpAa“a“ )e + (aauq)Aaa + ohe " e B, =0

Pela indepéndencia dos d,e” e €, teremos ainda

oLy . . 0Ll | OLy
X
90,07 a0 oha,

:07

a solugao dessa equagao implica na dependéncia do £y com A?,. Isso ocorre para
A_ A a A
D,®" = 0,9" — A%,0,97, (2.35)

e, =h", — A", (2.36)

w

Aqui é importante explicar a Eq.(2.36), seu lado esquerdo é o termo que usualmente
¢ chamado de tetrada, a qual todo este trabalho se refere, porém, ele é constituido de

dois outro objetos. O termo h®,, chamada de parte holonoma da tetrada, relaciona os

/147
sistemas de coordenadas cartesiano e o sistema curvilineo geral, o sistema de coordenadas
do espago-tempo de mundo. J& o objeto A, que é denominado de parte nao-holonoma da

tetrada estd intrinsecamente ligada a deformagao do espago-tempo, ou seja, é responsavel
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por descrever a gravitacao.

E possivel ainda, reescrever a Eq. (2.35) usando a Eq. (2.36) para o caso de um campo

vetorial de modo a obtermos uma estrutura conhecida, vejamos

e D@ = 0," + e, 0" 0. (2.37)

O lado direito da Eq.(2.37) acima nos lembra a estrutura da derivada covariante, de onde
podemos relacionar e observar que o objeto que acompanha o vetor ®” ¢ a estrutura da

conexao de Weitzenbock, que se apresenta na Eq. (2.16).



3 Equivalente Teleparalelo da
Relatividade (Geral

A variagao do escalar de curvatura na variedade riemanniana em relagdo ao tensor
métrico (campo fundamental) nos leva a equagao de campo da RG. No caso do TEGR,
temos uma mudanga em se tratar do campo fundamental, que agora ¢ a tetrada, e“,. Com
os comentarios feitos no final da secao anterior, podemos dizer que a variacao do escalar
de curvatura em relagao a tetrada nos leva a equacao de campo do TEGR. Porém, a Eq.
(2.29) pode ser previamente descartada sem efeitos, pois se trata apenas de um termo
de superficie. Tomando a lagrangiana sem esse termo implica que a lagrangiana é dada
apenas pelas componentes de torcao, que é equivalente ao termo de escalar de curvatura,
de onde provém que os resultados da RG e do TEGR sao equivalentes. Ainda, é valido
mencionar sobre a trindade geométrica da gravidade, além do TEGR, a RG possui um
outro equivalente, chamado de Equivalente Simétrico Teleparalelo da Relatividade Geral,
STEGR, que reproduz os mesmos resultados da RG(JIMENEZ et al., 2020). No contexto
do TEGR, a lagrangiana a ser variada é dada pela Eq. (2.30) tomando que \/—g = e,
assim

L= —%e (-iT“ﬂﬂTaﬁu — %TW“TM + T”TM) : (3.1)

O célculo da variacao pode ser feita termo a termo na Eq. (3.1), contudo, podemos
reescrevé-la a fim de facilitar a variacdo, como feito na Eq. (3.2). Porém, antes de passar-
mos para o calculo em si, devemos fazer uma consideragao a respeito da lagrangiana, que
é o fato de que os objetos que a compoem sao os Unicos invariantes quadraticos possiveis
de serem construidos com a torcao. Em outras palavras, todas as outras combinacoes
invariantes quadraticas da torcao nos levam a essas trés combinacoes especificas presentes

na Eq. (3.1), a menos de um fator negativo.

Podemos manipular a lagrangiana (3.1) colocando uma combinac¢ao da torgao em

evidéncia, com isso a integral de acao se torna
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1

Sp=——
T 2)(

1 1
dxe <—Zg“pg‘”gga — 5(52529’” + 525590“) To‘pUTﬁw + S, (3.2)

o termo S, origina o conteiudo de matéria, cuja variacao é dada por

0Sy, = /ed%éeaﬂTa“,

onde L sr
T#H=-—"". (3.3)
ede’,
Dada que a extremizacao da agao é
0STt =0,

e com as variagoes apresentadas no Apéndice, conseguimos finalmente encontrar a equagao

de campo expressa abaixo

0, (4(35pr> +4eSHT, ;) — ee}SWpT“”p = —2XeeprAp, (3.4)
onde ) .
SHP — T (Tul/p 4 TR TMW) + 3 (gupTV _ ngTP) ) (3'5)

Observa-se que a Eq. (3.4) é a equacao de campo do Equivalente Teleparalelo da Rela-
tividade Geral desacoplada do tensor de energia-momento. Para corroborar com o nome

do TEGR e confirmar o que foi comentado, apresentaremos solugoes conhecidas da RG.

3.1 Equacao de Forca

Elemento de linha é dado por

ds® = g, datda” . (3.6)

O procedimento para encontrarmos a equacao da Geodésica na RG, passa pela minimi-

zacao da raiz quadrada do elemento de linha, ou seja,

5/ds_0, (3.7)

onde caimos na equacao de Euler-Lagrange



CAPITULO 3. EQUIVALENTE TELEPARALELO DA RELATIVIDADE GERAL 33

d OF (y) OF (y)

- =0 3.8
ds Ozr oxP ’ (3.8)
com
F(y) = y* = gua"i”, (3.9)
onde ¥ = d;—:. Isso nos levard a
A\ 1 Ap e
T+ 59 (augpv + OvGpu — apg;w) e’ =0, (3.10)

o termo em chaves é identificado como os simbolos de Christoffel, ou seja,

{;w} = (OuGpw + OuGpu — Opgpuw) - (3.11)

Assim, a Eq. (3.10) é reescrita como

i+ {, it =0. (3.12)

A expressao acima é a equacao da geodésica, e como vimos é proveniente da extremi-
zagao do termo ds. Porém, temos ainda, a curva autoparalela que é definida por um vetor
b transportado ao longo dela via transporte paralelo, esta curva é o caminho mais “reto”
entre dois pontos no espaco-tempo. Para o caso da RG, temos que ambas as equacgoes se
coincidem, ou seja, obtemos a Eq. (3.12), expressas com os simbolos de Christoffel. Para
o caso do TEGR, essa situacao nao é verdadeira. Contudo, para descrever o movimento
de particulas no TEGR a expressao a ser usada é equivalente a geodésica, que é a equagao

de forca, dada por

e S g (O (3.13)

Ela ¢é encontrada tomando a substituicio da Eq. (2.19), {},} = T'), + K,,*, na Eq.
(3.12). Observamos que a estrutura acima ¢é ligeiramente dlferente da geodésica, porém,

o seu resultado é o mesmo.

3.2 Objetos Compactos

Um tltimo estudo que podemos fazer sobre o TEGR é a solucao de Schwarzschild.
Para isso, consideramos um campo gravitacional estatico e isotropico produzido por uma
massa esférica e estatica. Isso nos permite descrever a geometria dos espaco-tempo fora
da fonte, a solucao de Schwarzschild. Sob a ética das caracteristicas mencionadas do

objeto, implica-se em uma tetrada como abaixo, mas nesta situacao temos nove graus de
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liberdade representados pelos parametros gq, g1, 92, 93, 94, G5, 96, 7 € g8

90 0 0 0
0 gisinfcos¢ gyrcosfcos¢p —grrsinfsing
0 gosinfsing gsrcosfsing  ggrsinf cos ¢

0 gz cos b —ggr sin 6 0

Porém, uma analise a mais percebemos que o elemento de linha dessa tetrada é dada por

ds® = godt* + [—gf sin? f cos® ¢ — g3 sin® ¢ sin® @ — g3 cos® 0} dr’+
+ [1? (—gi cos® ¢ cos® 0 — g3 sin® ¢ cos® 0 — gg sin” )] db”
+ [7“2 (—g? sin? ¢ — gg cos? qb) sin? 0} do?
+2r [—g1g4 cos® ¢ — gag5 sin® ¢ + g396) sinf cos 0 drdf
+ 2r (9197 — g2gs) sin ¢ sin® @ cos ¢ drde
72 (gag7 — g59s) (cos (2¢ — 26) — cos (2¢ + 20)) d6do

+ 2
8
Com isso, temos que

4
[—gisin® 0 cos® ¢ — g3 sin® ¢sin® 6 — g5 cos® 0] dr? — C.,.dr?
+ [r? (—g3 cos? ¢ cos? 0 — g2 sin® pcos? O — g2 sin® 0) | d§*> —  Cyr?dh?
+ [r? (—g?sin® ¢ — g2 cos® ¢) sin® 6] d¢* — Cyr? sin? Odg?
+2r [—g191 c0s® ¢ — gags sin® ¢ + g3ge| sin 6 cos 0 drdf — 0
+2r (9197 — g2gs) sin ¢ sin” 6 cos ¢ drdgp — 0
+9 |:T‘2(g4g7*g598)((308 (28¢>729)7cos (2¢+20))] d@d(b N 0

\

Com C,, Cy, Cy parametros auxiliares a serem definidos, dependentes apenas dos parame-

tros go, g1, ---, gs- E necessdrio que para o termo de dr® tenhamos g7 = g5 = g3, pois

—g7 sin® 0 cos® ¢— g5 sin® ¢ sin® O — g3 cos® @ = —gi sin® f (cos2 ¢ + sin? ¢) —gicos’ = —g°

Logo, podemos identificar o C, = —g?. O mesmo raciocinio é vélido para o caso do df?
assim g7 = g2 = g2. Vamos identificar como Cp = —gj. Para o termo de d¢?, temos
Cy, = —g2, onde g2 = ¢g2. Com isso em mente, temos que os parametros dos termos

cruzados ficam com a seguinte forma

—g191 €082 ¢ — g2g5Sin® @ + gsgs = —g194 €082 ¢ — g1gasin® @ + giga
9197 — G298 = 9197 — 9197
9497 — G598 = 9497 — 9497
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ou seja, os termos se anulam. Porém, a simetria esférica sé é garantida quando temos o
angulo sélido, logo, podemos renomear os parametros Cyp = Cy = 1, assim, dos oito graus
de liberdade anteriores, ficamos apenas com dois graus, a saber: gg e g1, sendo os termos

Yoo € 711 da expressao (3.14). Assim, tomamos a tetrada

Yoo 0 0 0
“ 0 ~pisinfcos¢ rcosfcosp —rsinfsing
e, = o . . (3.14)
0 ~vp1sinflsing rcosfsing rsinfcos ¢
0 ~11 cos 6 —rsind 0

com./goo = Y0 € +/—9g11 = 711 € a contracao das tetradas nos d4 uma delta, ou seja,

a
I

e 711 que formaliza a solugao de Schwarzschild, precisamos fazer mais uma consideragao

e e,/ = df. Antes de prosseguir com o nosso estudo para encontrar os valores de 7o
com a tetrada acima. A Eq. 3.14 é considerada uma boa tetrada. O estudo de boas
e mas tetradas foi desenvolvido devido a nao invariancia sob transformacoes locais de
Lorentz, o que implica que a tetrada desempenha um papel importante em modelos que
sao generalizagdes do TEGR, do tipo f(7'). Com Mas para ela ser considerada uma boa

tetrada é necessario que ela estabelega a alguns critérios, o primeiro é que
a b
Guv = MNab€ Me v

seja satisfeito. A outra é que e, seja solucao das equagoes de campo de f(T), onde a

n
fungao f (T') pode ser escolhida arbitrariamente.(TAMANINT; BOHMER, 2012; TAMANINT;

BOHMER, 2015)

Agora, tomemos as equacoes de campo desacopladas do tensor energia momento, ou

seja, tomemos o lado direito da Eq. (3.4) como nulo:

Oy (4e8,7) + 465" Ty, — e}y, T = 0,

Quando substituimos a tetrada (3.14) e sua inversa na equagao de campo, encontramos

as equacoes na auséncia de matéria:

2vur + 7~ =0
27607 + Y00 — Yoovs =0 (3.15)
Yoo V11" — Voo Y11” + YooV11 — Yoo Y11 = 0.

Dada as equacoes acima, podemos manipula-las. Das duas primeiras equagoes encontra-

mos duas relacoes importantes, a primeira delas provém da manipulacao conjunta das

equacoes, e ¢é
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1
Y= — -
Yoo

Da segunda equacao do conjunto e com a relagao previamente encontrada, temos também

/ c
Yoo = 4/1——,
T

onde conseguimos correlacionar o fator ¢ = 2m. Assim, conseguimos reescrever apropria-

que

damente os valores de 717 e de 7y, como sendo

2m 1
Yoo =A\/l—— e ymi=—.
r Yoo
Porém, se nao estamos interessados em solugoes no vacuo, precisamos tomar a Eq.
(3.4) e usaremos o tensor de energia momento de fluido perfeito, ou seja, T’\p = diag (p, —p, —p, —p) -,
com o uso da tetrada (3.14) nos levard novamente a um conjunto de trés equagoes, que
diferem do conjunto (3.15) apenas pelos termos de densidade, p, na primeira equagao na

Eq. (3.16) e pelos termos de pressao, p, como apresentado do conjunto abaixo

27”711 + 7%1 — Y11= valprz
20 + Y00 — Yoort1 = XYooV 1 . (3.16)
Yoo Vi1" — Yoo y11T + YooVin — VooVl = —XYo0Var DT

Concomitantemente, acoplamos ao conjunto a equacao provinda da conservacao do tensor

energia momento, expressa por

1
p=—{@+p) —p0- (3.17)
Yoo

Porém, temos que esse novo conjunto de quatro equacoes nao sao independentes, pois
se tomarmos a derivada em relacao a r da segunda equacao, substituindo a Eq. (3.17)
e usando as duas primeiras equagoes do conjunto (3.16) é possivel encontrar a terceira

equacao do conjunto, assim construimos um novo conjunto de equacoes dado por

27“%1 + 7%1 — Y11= X’Vig’1p7“2
200 + Yoo — Yo0Vh = XYoo VT Pre - (3.18)
P =—0@+pr) =

Yoo
As equagoes (3.18) foram construidas partindo de uma lagrangiana com parametros bem
definidos, o que nao acontece na Secao 4.2. Entretanto, sabemos que a solucao das

equacoes de campo no exterior de um objeto é dada pela solucao de Schwarzschild, ou
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1 / 2m
Yoo = — =4/l ——.
Y11 r

Para o caso interior da estrela, a solucao de Schwarzschild nao é valida, mas na su-

seja,

perficie da estrela, devemos reavé-la, pelo limite de continuidade. Ou seja, as relagoes
apresentadas em (3.2), onde teremos os valores de 7oy em fungao do raio no superficie da
estrela, ou seja, Yoo(7p), além de termos p(r,) = 0 e p(r,) = 0. Contudo, para modelar
o interior da estrela a densidade e a pressao nao sao nulas e é necessario encontramos
uma relagao de equilibrio entre essas grandezas. Para isso comeg¢amos com a mudanga de

varidvel

1 2
S =1-=
T

1 T.
onde pela devida manipulacao, chegaremos em

: (3.19)

Vi 4 290 — i1 = 29

Comparando a expressao acima com a primeira equacao de (3.18), encontramos que

1
u = 5)(,07’2, (3.20)

onde a equacao acima representa a taxa de variacao de massa acumulada em relacao ao
raio. Tomando a combinagao das duas iltimas equagoes de (3.18) é possivel encontrar a

equacao abaixo

T
Y (p+p)  Th

e resgatando a mudanca de variavel expressa por (3.19), e isolando a derivada da pressao,

encotraremos a equacao de equilibrio hidrostatico para objetos simétricos, estaticos e

esféricos. Em homenagem, ela é chamada de equacao de TOV(Tolman-Oppenheimer-

Volkoff), e é apresentada abaixo:

/ ptp L
=——| = . 21
b r2 — 2ur (QXPr * u) (3:21)

Para encontrar uma solu¢do para o conjunto de equagao dados por (3.20) e (3.21) é
necessario mais uma equacao que relacione as variaveis p e p, essa nova expressao ¢ a

chamada equagao de estado.



4 Gravidade Teleparalela Modificada

O nosso estudo segue por uma modificagao na lagrangiana do TEGR. Esta modificacao
consiste na inclusdo de parametros livres na Eq. (3.1), chamados de f;, 2 e (3, como
expresso pela Eq. (4.1).

1
L = _Ee ( B TaﬁuTaﬂu B2 TQBHTBW + BsTHT, ) (4'1)
A modificacao implica que no limite em que os parametros tendem a unidade, nés recupe-
ramos o TEGR. A insercao dos parametros tem o intuito de generalizar a lagrangiana do
TEGR, que é composta pelos trés invariantes quadraticos possiveis de serem construidos
com a torgdo. Em outras palavras, a lagrangiana (4.1) é a forma mais geral possivel de
ser construida com os trés invariantes quadraticos da torcao. Podemos, ainda, redefinir a

lagrangiana, 4.1, como

1 v
L=——¢ (T) , (4.2)
2x
CcCOo1m
T=- i LB 5 52 2P + BT, (4.3)

A redefini¢ao acima, Eq.(4.2) é util para diferenciarmos a notagao usual do escalar torgao,

que é definido na literatura apenas como 7.

Com a nova lagrangiana definida na Eq.(4.1), seguimos para o processo de extremi-
zacao, da mesma forma como foi feito na Secao 3. Embora o procedimento permaneca
0 mesmo, a introducao dos parametros livres 3y, 82 e 3 adiciona uma liberdade ao sis-
tema. No entanto, como mostramos a seguir, essa generalizacao nao altera a estrutura da

equacao de campo.
0y (463, + 46TV T, g, — 63, T = ~2eef T, (4.4)

a estrutura é exatamente a mesma que a encontrada na Eq. (3.4), porém, teremos uma
modificacao no objeto S, que passa a ser reescrito como Y. Essa modificacao foi o preco

pago pela introducao dos parametros livres i, B2 e f3. A modificacao se da pelo apa-
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recimento dos parametros e pela separacao dos primeiros termos de torcao no objeto S.
Mais uma vez, observamos que quando os parametros tendem a unidade, o fator 1/4 fica
em evidéncia nos primeiros trés termos e assim a Eq. (3.5) é recuperada. Eis a definigdo

deste novo objeto:

Y - %TW/P + % (TVHe — TP 4 % (ghPT" — g™ TP) . (4.5)

Com isso, podemos entender que o TEGR é o limite da Gravidade Teleparalela Modificada

(MTG) quando os parametros sao 5 = 82 = B3 = 1. Reforcamos que neste limite temos

Eluz/p ﬂlzﬂéiﬂB:l Suyp )

Portanto, o TEGR é um caso especifico da MTG, assim todos os resultados encontrados

no TEGR também sao encontrados na MTG, quando os parametros tendem a unidade.

A Eq. (4.4) ndo estd em sua forma tensorial. Portanto, por completude de nosso
estudo mostramos essa forma, onde faz-se o uso da definicao da derivada covariante e que
dpe =T'7 e. Isso nos levard a uma equagao em que a tetrada estard explicita no lado direito
da expressao, como em (4.4). Com o intuito de simplificagdo dessa estrutura, poderemos
reescrever o lado esquerdo de modo que a tetrada torna-se evidente. Assim, por cancela-
mento de termos, com renomeacoes de indices e usando propriedades de antissimetria, é

permitido escrevermos a equagao de campo como
54 0T~ is e psever, o e - L 4
vp ko T2 op § K po + pkp T Z K~ prp - _§X K ( 6)

A Eq. (4.6) é a forma tensorial da equagao de campo da gravidade teleparalela modificada.

4.1 Nova Relatividade Geral

A MTG possui um andlogo conhecido que é a Nova Relatividade Geral(NGR), que
também é uma teoria construida na variedade de Weitzenbock, esta foi a primeira modi-
ficagado do TEGR proposta na literatura (BAHAMONDE et al., 2023). A NGR possui uma

lagrangiana que difere da MTG por ser construida pelas decomposigoes irredutiveis da

torcao
tyw = % (Do + Tynw) + % (GuAvu + Gupva) — %g)\uvu
b, = TAAM
L

6
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A torcao pode ser construida utilizando as trés componentes acima, as quais damos os
nomes de decomposigao tensorial ao objeto ty,,', de decomposicao vetorial ao v,, e de

decomposicao axial ao objeto a,. Com eles, a torcao pode ser construida como

2 1
T)\w/ = g (t)\;w - t)\l/,u) + § (g)\,uvu + g/\l/vu) + E)\/u/pap .

Com essas informagoes, podemos introduzir a forma da lagrangiana da NGR, que é dada
por

A
Lngr = alf)\w,f 4 G/QU#UM + agaua“ + ag,
onde aq, as, ag sao parametros livres e ag ¢ um termo de constante cosmologica.

Com essas combinacoes escalares das decomposicoes da torcao podemos reconstruir a

lagrangiana. Usando que
Tvec = U,un#; Tam‘ = a,ua'ua ,-Tten = t)\,u,ut)\'uy ) (47)

temos,
Lngr - vvechec + UaaciTaaci + Utenﬂen ) (48)

onde negligenciamos o termo cosmoldgico da equagao. Com o intuito de relacionarmos,
mais diretamente, a MTG com a NGR é necessario analisarmos a integral de agao (4.8) a
luz das componentes apresentadas na Eq. (4.7). Assim, passamos a entender os objetos
de (4.7). Primeiro, tomamos a contragao da parte tensorial da decomposigao irredutivel
apresentada abaixo,

1 1 1
t)\lwt/\wj = §T/\/WT)\/W + iT/\lWT,u)\u - iTuTV

Para o caso a,a", temos

o o 0 9
8 oy 8 o)
ooy o8 oy
o 0 05 0

afy _
€ po€ PN =

que nos leva a sucessivas combinagoes de deltas que devem ser aplicados a combinacao de

torgao dada pela Eq. (4.7) em sua forma T,,;. Tal combinacao, respeitando os indices,

1A decomposicdo tensorial possui as seguintes propriedades

1)t>\,u.l/ = tu)w
2)guyt)\pu =0= g)\ut,u)\u
3)75)\;“/ +tur Htoa, =0
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nos leva a
(e} vV po vV po vo
€pvpor€” Byve Topy =21T""T,,, —41T7"1,,,

Portanto, a lagrangiana equivalente se torna

1 1 1 axi
Lngr = Uten (ETAWTAW + §T)\IWTM/\V _ §TVTV) +Vpee (TMT“) _’_1)1_8 (TupaTVpU o QTVO'pTo_Vp)

ou

Uten Vaxi Auv Uten 2Ua:m' Auv Vten v
Ln,:(— —)T“TV _ Zari ) pywep (vec——>TyT.
g 2 T8 A“*(2 18) pxw U 2

Lembrando da Eq. (4.1), temos que

2Vq2i
ﬁl = _2/0ten - Sm

2Vq24
52 = —Vten + vgu

_ v
B3 = Uyec — tgn

Assim, temos que nessas teorias hd uma relagdo. Na préxima secao, veremos que ha um

vinculo na MTG para objetos compactos dado pela Eq. (4.10).

4.2 Objetos Compactos na MTG

O conjunto de equagoes encontradas na Secao 3.2, [Eq.(3.18)], foi obtido a partir
da lagrangiana (4.1) com os parametros livres iguais a unidade. Nesta segao, conforme
apresentado na referéncia (VILHENA et al., 2023a), vamos construir as nossas equagoes com
os parametros livres (1, B2 e f3. O processo de obtencao dessas equagoes é igual ao que
acontece na Segao 3.2. Portanto, a partir da equagao de campo (4.4) da MTG, usaremos a
tetrada para objetos esfericamente simétricos e estaticos. A aplicacao da tetrada FEq.(3.14)
também nos levara a um conjunto de trés equacoes. Essas, por sua vez, serao adaptadas

devido a presenca dos parametros livres. Assim, temos uma releitura do conjunto (3.18)
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para

,
XVipr? = 26371y + B3 — 5 (B2 + B1) 1
+ (28— B = B1) | Hanyr® + Byar? — By — oy — o+ Lo

Y00 4750 700 2700

—XY00Y51P7? = B3 (27607 — Yo0Vi1 + Yo0) (4.9)
+ (205 — B2 — 1) [76207"2 - %7007121 + %700]
= X007 0T = B3 (YooY — Yoo YT + YooYir — Yoo V11)
12
+ (285 — B2 = B1) | 5700701 + P+ 5 (700711 — 760’711)}

\

Percebemos na Eq. (4.9), que a segunda linha de cada expressao desaparece se aplicarmos

o vinculo

203 — P — 1 =0. (4.10)

Destaca-se que a solugao de Schwarszchild sé é solucao de fato para a equagao de
campo da MTG quando a relacao acima é aplicada. Ainda, é interessante observar que
esse vinculo, na NGR, é expresso pelas relagoes dos parametros, vye. € Ugen, OU S€ja, O
parametro relacionado ao termo axial da decomposicao da torcao torna-se efetivamente

livre e nao vinculado. O que encontramos para NGR é dado pela relacao abaixo
Uyec T Vten = 0. (411)

Com o vinculo da Eq. (4.10), percebemos que todas as equagoes de (4.9) se reduzem de
modo significativo, além de obtermos que elas se tornam dependentes apenas do parametro

B3. Como explicitamos abaixo

XV = B 2y + 735 — 1)
—X700Y1 P = B3 (29607 — YooV + Yo0) ~ (4.12)
—XY007510r = B3 (Yoo 11" — Yooy + YooVir — Voo V11)

Porém, a imposicao do vinculo até aqui é opcional, o que ja nao acontece quando no
conjunto (4.9) inserimos a lei de conservagao. Opostamente ao que foi feito na Segao
3.2, onde encontramos que a terceira equacao do conjunto inserindo a lei de conservagcao,

podemos fazer o caminho inverso e encontrar a lei de conservacao a partir do conjunto de
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trés equagoes ja encontradas. Esse processo inverso nos leva a

1
X7 [oor + Y0 (p + )] =
7/2711
+ (205 — B2 — P1) [76207117” + 76/07607117’2 + 400%0 r— 76%7117”2]
1%, 2, Yoo 2 Yoo Yoo 2
+ (205 — B2 — {——7’7“ + =Yoo 11T — r— Yoo V11T 4.13
( ’ ? 1) 2 Y00 1 80 0o 2700 4700 00T ( )

Na Eq.(4.13) observamos que s6 encontramos a lei de conservacao conhecida da Eq. (3.17)
se o vinculo expresso pela Eq. (4.10) for aplicado. Através dele teremos que o termo entre
colchetes do lado esquerdo da equacao deve ser zero e assim com uma manipulagao simples
obtemos a Eq. (3.17). Logo, s6 temos que a lei de conservagao é respeitada quando a Eq.
(4.10) ¢ aplicada e com isso, o conjunto que obtemos ¢ a Eq. (4.12). Este conjunto de

equagao nos permite uma nova redefini¢cao, dada por

c= X
B’

com essa nova redefinigao, o conjunto (4.12) passa a ser

XVipr? =27y + 95 —
—XY00 VP = 290" — YooV + Yoo -

/

p =—(p+r) =0

700

ja utilizando, e respeitando, a lei de conservacao. O procedimento a seguir é o mesmo
ja feito, com a diferenga que temos uma redefinigdo y, assim sendo as equagoes (3.20) e

(3.21) obtidas na Segao 3.2 sdo reescritas como

u = 5)‘(,07“2, (4.14)
e7
p+p (1_
p = _(7’2——2(1”)’) (ixpr?’ + u) . (4.15)

Portanto, quando (3 tende a 1, o termo x tende a y. Ademais, (5 tendendo a 1,
nos recuperamos a equacao de TOV, além de recuperarmos todos os resultados previstos
na RG, a nivel de simetricidade esférica. Além disso, observamos que a renormalizacao
do , pela definicao 4.2, ou seja, pela incorporacao do parametro (3 pode ser lida como
uma renormalizacao da propria constante da gravitacao universal. Esta renormalizacao
da constante implica no aumento e diminui¢ao da massa do objeto compacto, uma vez que

valores menores de GG nos mostra valores maiores de massa maxima de objetos compactos.
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4.2.1 Equacao de Estado e Lagrangiana do modelo RMF

Para encontrarmos relacoes de massa-raio para estrelas de néutrons, além das Egs.
(4.14) e (4.15) apresentadas na se¢ao anterior, é necessario usarmos uma EoS. Como
mencionado anteriormente, essa equacao estabelece relacoes entre pressao e densidade no
interior dessas estrelas. O interior de tais objetos nao é plenamente conhecido, porém, as
propriedades da matéria nuclear podem ser descritas por versoes de modelos relativisticos
e nao relativisticos. Os primeiros modelos tem a versao mais simples dada por Walecka,
em uma aproximacao conhecida como Relativistica de Campo Médio (RMF). Apesar
de descrever bem determinadas propriedades da matéria nuclear, o modelo nao obtém
sucesso na descricao da incompressibilidade e massa efetiva. Com o intuito de sanar tal
empecilho, foi desenvolvida a versao Walecka nao linear, que considera termos de ordem
cubica e quartica de autointeracao do campo mesonico escalar, essa versao € utilizada neste
trabalho. Cabe ressaltar que as interagoes nucleon-nucleon sao descritas por parametros
ajustados a partir de observaveis da matéria nuclear na saturagao, como por exemplo,
energia de ligagao. A combinacao desses ajustes define diferentes parametrizagoes da EoS,
como as apresentadas nas subsecoes seguintes. A densidade lagrangiana que descreve o
modelo de Walecka nao linear (DUTRA et al., 2014; LI et al., 2008b), levando em consideragao

os léptons (elétron e mion), é dada por

A B 1
+ =(8"00,0 — mZa®) — 503 - ZU4 — ZLFWFW
1 C 1o =0 1 .
+ émiwuw“ + Z(giwuw’”)2 — ZBWBW + §mzpuﬁ”

. 1 1 .
+ gag?,apuﬁ” (a2 + 50/2900) + §aggiggwuw“puﬁ”

2 o 1 !
+ 9og,0wW,wW" | a1 + §a1gao

+ Y D70 — )i, (4.16)

l=e,n

onde a massa de repouso do nucleon é M, e as massas dos mésons sao Mg, My, € M.
F. = 0w, — 0w, e BNV = 0,Py — OupPy — 9p(Pu X py). Além disso, a primeira linha
representa a parte cinética dos nucleons e interacao entre nucleons e mésons, a segunda
e terceira linha sao termos livre e de auto-interagao entre os mésons, a quarta e quinta
sao termos que levam em conta as interagoes cruzadas entre os campos de méson, e por
fim, o tltimo termo da Eq.(4.16) representa a parte dos léptons, com [ = e(u) para o

elétron (muion). Com as equagoes de FEuler-Lagrange e a aproximacao de campo médio
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para os campos, encontramos as equagoes para pressao e energia (DUTRA et al., 2014),

dadas respectivamente por

]_
2 4 2,2 2, .2\2
p —mioc° — —0° — —0Oo _|_ —m-w + g w )

9 3 4 2 Z<

ol gy0 0hgyo
+ 9o glow] <a1 +— ) + 90950 Do (3) <a2 + 22 )

1 5, 1 2 2-2 —M4
-+ §mpp0( ) + 20(3 gwgpw0p0(3) + kl” T ]_2;'2

1 M= dk k*
A 4.17
el (2 + m2) 12" (4.17)

com
kepn k4

= dk 4.18
Prin = 67r2 0 (k2 + (M*)?)1/2 (4.18)

B 1 C
o+ Dottt iy

122A
3 4 2 4

p= §m00 + =

1 Gy _ 1
+ guwop — mf,p3<3) S 204393;92W§P8( 3)

2

2
o ga _ 3900
gogwo-wo (al +— ) - gogiap?)(ii) (aQ + = >
4

2

He 1 i

4P 4 5+ dk (K 4+ m2)'?, (4.19)
0

42

onde

kr
pn ’y p,n

bn = 53 K2 (k% 4 (M) Y2 dk. (4.20)
m

Neste trabalho, usamos a massa do muon m, = 105,7 MeV, elétrons sem massa e
momento k. As quantidades p}.' Eq. (4.18), e ', Eq. (4.20), sdo os termos cinéticos
para pressao e densidade de energia, respectivamente. Os indices p, n representam prétons
(p) e néutrons (n), kp,,, ¢ o momento de Fermi e v é o fator de degenerescéncia (y = 2 para
matéria assimétrica). A massa efetiva do nucleon é M* = M —g,0. Além disso, o sistema

é submetido a neutralidade de carga e ao equilibrio quimico, condi¢oes representadas por

Ny — Ne = Ny, 4.21
P p

fin = ftp = He, (4.22)

onde pre = (3w?ne)"®, ny, = [(u2 —m?)*?]/(37%) e p = pe. As densidades de elétrons
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e de muons sao denotadas por n. e n,. Nas subsecoes a seguir, nés usamos um codigo
construido com a linguagem Fortran para efetuarmos a andlise numérica. Nesta analise,
¢ necessario a entrada de dados para obtermos a solugao do conjunto de equagoes, tais
dados correlacionam a densidade de energia e pressao de um sistema. Assim, usamos as
tabelas provenientes das parametrizagoes das equagcoes de estado, que sao explicadas nas

subsecoes abaixo.

4.2.1.1 Parametrizacao FSUGold2 e Z271v6

Nesta subsecao, as parametrizacoes usadas sao do tipo o3 + o* + wi+ termos cru-
zados (DUTRA et al., 2014), conhecidas como FSUGold2 (CHEN; PIEKAREWICZ, 2014b) e
Z271v6 (HOROWITZ; PIEKAREWICZ, 2002), tais parametrizagoes foram utilizadas com o
intuito de estabelecer as relagoes massa-raio para objetos compactos, como estrelas de
néutrons, relacoes de massa-raio. Para isso, é necessario solucionar as equagoes numeri-

camente.

As figuras 4.1 e 4.2 mostram as relagoes massa-raio em funcao do parametro (s,
onde ressaltamos que o valor de 83 = 1 é a curva equivalente aos resultados da TEGR,
ou seja, € a curva que encontrariamos para o caso da RG. Na Fig. 4.1, observamos cinco
curvas referentes a parametrizacao Z271v6. A curva inferior correspondente a 83 = 0,8,
apresenta massa maxima em torno de 1,43M, enquanto a curva superior, com (3 = 1,2,

atinge cerca de 1, 75M,.

25— 17—

(TEGR)

0.5

0 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
8 10 12 14 16 18 20

R (km)

FIGURA 4.1 — Diagrama massa-raio para a parametrizagao Z271v6 com diferentes valores de (3.

A Fig. 4.2, mostra o mesmo comportamento para a parametrizacao FSUGold2, com
massas variando de 1,85M para 83 = 0,8 até 2, 27M,, para 3 = 1,2.

Como ja mencionado nos graficos anteriores, o valor 3 = 1 recupera o valor da RG,
permitindo compreender o impacto desse parametro sobre as propriedaddes dos observa-
veis dos objetos compactos. Na figura 4.3 mostramos como a massa varia em funcao do 3

no intervalo de [0, 86; 2, 76] para as duas parametrizacoes utilizadas. Em ambos os casos,
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FIGURA 4.2 — Diagrama massa-raio para a parametrizacdo FSUGold2 com diferentes valores de Ss.

valores maiores de 3 implica em valores maiores para as massas maximas. Ja na figura
4.4 percebemos que o raio e o nosso parametro livre também sao correlacionados. O raio
aumenta com valores maiores para 3 em ambas EoS. Este incremento no raio é esperado,
uma vez que massa e raio sao correlacionados. O intervalo de 3 = 0,86 a $3 = 2,76 nos
mostra o raio variando de 9,76 km a 17,49 km para Z271v6 e de 11,23 km a 20,11 km
para FSUGold2.

35—

— FSUGold2
— Z271v6

P25

M/M

R B R SR B
0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8

FIGURA 4.3 — Massa méxima em func¢ao do 3 para as parametrizagoes FSUGold2 e Z271v6.

Um passo natural de nossa analise é comparar os resultados com os dados observacio-
nais (ABBOTT et al., 2020b; MILLER et al., 2021; RILEY et al., 2021; FONSECA et al., 2021),
onde podemos assimilar a importancia do 3. Na figura 4.5, comparamos os resultados
obtidos para FSUGold2 e Z271v6 com os dados observacionais disponiveis, incluindo as
missdes NICER (RILEY et al., 2019; MILLER et al., 2019; RILEY et al., 2021; MILLER et al.,
2021), e dos eventos de ondas gravitacionais GW170817, GW190425 e GW190814 (AB-
BOTT et al., 2017; ABBOTT et al., 2018; ABBOTT et al., 2020a; ABBOTT et al., 2020b). O gré-
fico mostra que para FSUGold2, por exemplo, os valores de (3 compativeis com os dados
variam entre 0,43 e 2,17. Para Z271v6, o intervalo de valores para (3 é 0,58 < 33 < 2,79-

sendo, portanto, valores superiores aos obtidos no caso da EoS FSUGold2.



CAPITULO 4. GRAVIDADE TELEPARALELA MODIFICADA 48

20FF  — ESUGold2
— 72716

10 —

PRI RS S S RS S A R SR SRS R S —!
0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8

B
FIGURA 4.4 — Raio em fungédo do f3 para as parametrizagoes FSUGold2 e Z271v6.

’ Eventos \ FSUGold2 \ 7271v6 ‘

GW190814 1,48 < 83 < 1,66 | 2,48 < (33 <2,79

PSR J0952-0607 1,10< (335<1,45 | 1,85 < 33 < 2,44

PSR J0704+6620 0,93 <(3<1,06 | 1,57 < fB3<1,80
ContornoPSR J07044-6620 | 0,82 < 83 < 2,17 | 1,36 < (83 < 2,79
GW170817 0,43 < p3<0,92 [ 0,58 <f3<1,19

PSR J0030+0451 0,50 < B3<1,33(10,64<53<1,72
GW190425 0,71 < p3<1,25 10,59 <3 <1,64

TABELA 4.1 — A tabela mostra os intervalos de 83 que acomodam os dados observacionais dos eventos
astrofisicos

E importante discutir os eventos observacionais mais detalhadamente. O evento
GW190814 foi uma detecgao de ondas gravitacionais de dois objetos, sendo um BH de
23,25+ 1,05M e um outro objeto de massa entre 2,58 + 0, 08 M, este ultimo se debate
se ¢ um BH de pequena massa ou uma NS de grande massa, por isso, apresentado aqui. O
objeto PSR J0952-0607 é um pulsar de um sistema binario com massa de 2,35+0, 17M),
considerada a NS mais massiva confirmada. Ja4 PSR J07044-6620 é uma NS com valores
de massa 2,08 + 0,07M,,, onde a faixa horizontal vermelha apresenta apenas os valores
da massa dessa NS, ja o contorno também apresenta os valores para o raio desta NS, ava-
liada em 12, 393:32 km. O evento GW170817 foi uma fusao de duas NS com massa total
calculada de 2, 82’:8:3;. O PSR J0030+0451 é uma NS com massa 1, 34f8ﬁgM@ e com raio
12, 71t};}3 km. Por fim, o evento GW190425, que foi produzido por uma binaria de objetos
compactos de massa total 3, 4J_r8€M®, apesar das massas serem compativeis com estrelas
néutrons, nao se pode descartar que um destes seja um BH. (ABBOTT et al., 2017; ABBOTT
et al., 2018; ABBOTT et al., 2020b; ABBOTT et al., 2020a; ROMANI et al., 2022; FONSECA et
al., 2021; RILEY et al., 2021; MILLER et al., 2021). Detalhados os eventos, passamos para
a analise da tabela 4.1, onde apresentamos os intervalos separados por eventos. A tabela

apresenta os valores minimos de maximos de (3 possiveis para os eventos selecionados.
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Os valores de 33 fora deste intervalo nos dizem que para a respectiva parametrizacao, a
MTG nao comporta os dados observacionais. Assim, para o candidato a NS do evento
GW190814 com a parametrizacao FSUGold2, os valores de (53 que acomodam o objeto
compacto como NS estao entre 1,48 < 33 < 1, 66.

3 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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FIGURA 4.5 — Diagrama massa-raio construido para FSUGold2 em azul e Z271v6 em preto para
diferentes valores de 3. Os contornos estao relacionados aos dados da missao NICER, a saber,
PSRJ0030+0451(RILEY et al., 2019; MILLER et al., 2019) e PSRJ07404+6620(RILEY et al., 2021; MILLER et
al., 2021), o evento GW170817 (ABBOTT et al., 2017; ABBOTT et al., 2018), e 0 evento GW190425 (AB-
BOTT et al., 2020a), todos eles com 90% de nivel de confianga. As linhas horizontais vermelhas estao
relacionadas ao PSRJ0740+6620(FONSECA et al., 2021). As linhas horizontais marrons estao relacionadas
ao PSRJ0952-0607(ROMANI et al., 2022). As linhas horizontais violetas referem-se as restri¢oes observa-
cionais recentes sobre a massa da estrela de néutrons GW190814 (ABBOTT et al., 2020b).

4.2.1.2 Parametrizacao NL3*

Apesar de grande parte das teorias gravitacionais alternativas ser motivada como uma
alternativa do setor escuro, como mencionado na introducgao deste trabalho, é importante
destacar que o estudo conjunto de ambos conceitos nao é excludente. Eles podem ser
complementares. Esta subsecao se dedica a mostrar essa complementariedade com base
no estudo (VILHENA et al., 2023b).Para isso, usaremos uma parametrizagdo denominada
NL3*, que é um modelo compativel com algumas propriedades das estrelas de néutrons
(LALAZISSIS et al., 2009; CARLSON et al., 2023). A densidade lagrangiana utilizada nesse
caso, Lyap, ¢ dada pela Eq. (4.16) com C' = «a; = o} =0(i = 1,2, 3).

Considerando a matéria escura (DM), uma possibilidade de acoplamento com a ma-
téria comum provém do setor de Higgs. Neste cenario, propoe-se que particulas de DM

e nucleons interajam simultaneamente via bdsons de Higgs. Esta estrutura tem sido
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explorada recentemente em diversos estudos teéricos (DAS et al., 2022; DAS et al., 2022;
PANOTOPOULOS; LOPES, 2017; DAS et al., 2019; QUDDUS et al., 2020; DAS et al., 2020; DAS
et al., 2021a; DAS et al., 2021b; DAS et al., 2021b; DAS et al., 2021a; KUMAR et al., 2022;
LOURENCO et al., 2022a; LOURENCO et al., 2022b: DUTRA et al., 2022; DENGLER et al.,
2022; GIANGRANDI et al., 2022; KARKEVANDI et al., 2022; SHAKERI; KARKEVANDI, 2022).

Nesse caso, todo o sistema, ou seja a contribui¢cao hadronica e a contribuicao da DM,

¢ descrito pela seguinte densidade lagrangiana

, 1
Aﬁziawﬁu—ﬂghﬂ%%xx+EQWM%h—nﬁW)

+

M _
f%hl/ﬂﬁ + £HAD7 (4.23)

onde o campo de Dirac x representa o férmion escuro de massa M, = 200 GeV, e o
campo escalar h é o boson de Higgs com massa m;, = 125 GeV. A forga da interacao
Higgs-nucleon é regulada pela quantidade fM,,. /v, sendo v = 246 GeV o valor esperado
do vacuo de Higgs. O acoplamento particula escura de Higgs é controlado pela constante
¢. Para a lagrangiana dada pela Eq. (4.23) é possivel construirmos as principais equagoes
de estado do sistema hadronico com conteido de DM, a saber, densidade de energia e
pressao, p e p. Essas equagoes sao equivalentes as Eqgs. (4.19) e (4.17), com os parametros
C = o; = o) = 0, adicionando a contribui¢ao do conteido de DM proveniente da Eq.
(4.23) que s@o

le\/I

2h2 F
por = —h %l/HW+mW%, (4.24)
0

2 272

DM
k F

k*dk
(k2 + M;2)1/2

272
mih ¥
=— + 4.25
PoMm 9 6#2/0 ( )

onde, My = M, — &h. Assim, tendo os parametros de entrada, conseguimos plotar os
diagramas massa-raio para analisarmos como as propriedades das estrelas de néutrons
se comportam com o aumento da contribuicao da matéria escura no sistema. Para isso,
faremos duas abordagens. A primeira, tomamos alguns valores fixos de com valores fixos

B3, onde encontramos a Fig. 4.6.

A partir da Fig. 4.6, é possivel verificar que a massa maxima da estrela de néutrons
diminui quando se inclui mais conteido de matéria escura no sistema, para todos os
valores de (33 apresentados. Esta caracteristica é observada mesmo para o caso de 53 =1
(Fig. 4.6b) essa estrutura é encontrada na literatura recente [como em (PANOTOPOULOS;
LOPES, 2017; DAS et al., 2019; QUDDUS et al., 2020; DAS et al., 2020; DAS et al., 2021b; DAS et
al., 2021b; DAS et al., 2021a)]. Uma vez que o conteido de DM, dada pela sua contribui¢ao
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FIGURA 4.6 — Diagramas massa-raio construidos a partir da parametrizagiao NL3* para diferentes valores
de kPM e B3, nomeadamente (a) B3 = 0,82, (b) B3 = 1,00, e (c) B3 = 1,18. Os contornos estao
relacionados com os dados da missdo NICER, nomeadamente, PSR J0030+0451 (RILEY et al., 2019;
MILLER et al., 2019) e PSR J0740+6620 (RILEY et al., 2021; MILLER et al., 2021), o evento GW170817
(ABBOTT et al., 2017; ABBOTT et al., 2018) e o evento GW190425 (ABBOTT et al., 2020a), todos eles
com um nivel de confianca de 90%. As linhas horizontais vermelhas (castanhas) estéo relacionadas com
PSR J074046620 (FONSECA et al., 2021) (PSR J095240607 (ROMANI et al., 2022)). A recente restri¢ao
observacional na massa da estrela de néutrons, GW190814 (ABBOTT et al.,, 2020b), é mostrada como
linhas horizontais violetas.

na EoS, coopera na suavizac¢ao na EoS final. Assim, encontramos valores de massa maxima
menores do que os encontrados quando apenas consideradas as parametrizacoes da secao
anterior. Consequentemente, os raios, em relacao as massas maximas, das estrelas de
néutrons diminuem com k3" e havera um limite natural para esta quantidade para permitir

o acordo entre os perfis massa-raio e os dados astrofisicos observacionais recentes.

Além disso, ao analisar o efeito do 83 # 1 na relagoes de massa-raio, reparamos que um
aumento de 3 induz um aumento tanto na massa como no raio das estrelas de néutrons.
Esse comportamento, que também foi encontrada na se¢ao anterior, pode ser identificado

mais facilmente na Fig. 4.7.
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FIGURA 4.7 — Diagramas massa-raio construidos a partir da parametrizagao NL3* para diferentes valores
de B3 e ERM, nomeadamente (a) kRM = 0 (nenhum DM incluido), (b) kpM = 0,02 GeV, e (c) kpM =
0,04 GeV,e (d) k2M = 0,06 GeV. Os contornos sao os mesmos que os exibidos na Fig 4.6.
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TABELA 4.2 — Valores min e max da estrela de néutrons de 33 para diferentes contribuigdes de DM.

Eventos 53 Max (Mg) | Rumax (km) | Ryy (km) | Ryg (km)
min max | min maxX min max min max | min max
kDM
GW190814 0.82 0.93 | 250 2.67 12.02 12.79 13.35 14.22|13.34 14.21
PSR J0952-0607 0.62 0.83 | 2.18 2.52 10.45 12.09 11.60 13.43|11.56 13.42
Linhas PSR J07044-6620 | 0.53 0.61 | 2.01 2.16 9.65 10.36 10.70 11.50(10.63 11.46
Elipses PSR J0704+6620| 0.54 1.94 | 2.03 3.85 9.75 18.48 10.81 20.61|10.75 20.57
GW170817 0.36 0.83 | 1.66 2.52 7.96 12.09 8.71 13.43| 7.34 13.42
PSR J0030+4-0451 0.45 1.17 [1.857 2.99 &8.89 14.35 9.83 15.96| 9.71 15.95
GW190425 0.56 1.10 [ 2.07 290 9.93 13.91 11.02 15.47|10.95 15.47
KM = 0.02 (GeV)
GW190814 0.84 096 | 2.50 2.67 11.88 12.70 12.99 13.86(13.02 13.90
PSR J0952-0607 0.64 0.85]2.18 2.51 10.37 11.95 11.37 13.05|11.37 13.10
Linhas PSR J0704+6620 | 0.54 0.62 | 2.00 2.15 9.53 10.21 10.45 11.19/10.42 11.19
Elipses PSR J0704+-6620| 0.56 2.11 | 2.04 3.96 9.70 18.85 10.64 20.32(10.62 20.39
GW170817 0.39 090 | 1.70 2.58 8.09 12.29 8.83 13.43| 7.22 13.48
PSR J0030+4-0451 0.49 1.27 191 3.07 9.07 14.61 9.96 15.87| 9.89 15.94
GW190425 0.59 1.19]2.09 297 9.95 14.14 10.93 15.38(10.91 15.43
KM = 0.04 (GeV)
GW190814 1.01 1.15 | 2.,51 2.68 11.66 12.44 12.17 12.90|12.33 13.07
PSR J0952-0607 0.76 1.02 | 2.18 252 10.12 11.71 10.70 12.23|10.80 12.38
Linhas PSR J0704+6620 {0.650 0.750| 2.01 2.16 9.35 10.05 9.95 10.64|10.01 10.73
Elipses PSR J0704+6620| 0.70 2.94 | 2.09 4.28 9.71 19.90 10.30 19.74]10.38 19.97
GW170817 0.52 1.26 | 1.80 2.80 &8.37 13.03 8.95 13.45| 8.93 13.63
PSR J0030+4-0451 0.68 1.75 (206 3.30 9.57 15.36 10.16 15.60|10.24 15.80
GW190425 0.77 1.64 | 219 3.20 10.18 14.86 10.76 15.15|10.87 15.34
ERM = 0.06 (GeV)
GW190814 142 1.62 | 2.50 2.67 11.36 12.12 11.41 12.07|11.63 12.31
PSR J0952-0607 1.08 1.45]2.18 2.53 991 11.48 10.15 11.52|10.33 11.74
Linhas PSR J0704+4-6620 | 0.92 1.05 | 2.01 2.15 9.14 9.76 9.47 10.03| 9.60 10.20
Elipses PSR J0704+6620| 1.04 4.86 | 2.14 4.63 9.71 21.02 9.99 19.34[10.16 19.68
GW170817 0.76 2.09 | 1.83 3.03 831 13.77 8.69 13.46| 8.76 13.73
PSR J00304-0451 1.12 2.89 | 2.22 3.57 10.09 16.20 10.31 15.45/10.49 15.76
GW190425 1.19 2.70 | 229 3.45 10.40 15.66 10.59 15.00]10.78 15.31
ERM = 0.08 (GeV)
GW190814 2.19 250 | 250 2.67 11.16 11.92 10.97 11.58|11.22 11.86
PSR J0952-0607 1.66 2.23 | 2.18 2.52 9.71 11.27 9.78 11.05| 9.99 11.31
Linhas PSR J0704+4-6620 | 1.41 1.62 | 2.01 2.15 896 9.60 9.14 9.69 | 9.30 9.89
Elipses PSR J0704+6620| 1.69 8.42 | 2.20 4.90 9.80 21.89 9.85 19.14|10.07 19.55
GW170817 1.23 3.63 | 1.87 3.22 836 14.37 8.61 13.49| 8.74 13.82
PSR J00304-0451 1.93 4.98 | 235 3.77 10.48 16.83 10.41 15.37|10.65 15.73
GW190425 1.96 4.68 | 2.37 3.66 10.56 16.31 10.48 14.97|10.72 15.33



5 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos brevemente as variedades geométricas em que as teorias
gravitacionais sao construidas. Em seguida, aprofundamos na variedade de Weitzenbock
apresentando o Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral, teoria que possui os mes-
mos resultados da RG. Para corroborar com essa afirmacao mostramos que o TEGR
recupera os mesmos resultados para os testes classicos da RG, além, do estudo de eventos

e objetos astrofisicos, onde pudemos ver a equivaléncia entre ambas teorias.

Em seguida, passamos para o estudo da Gravidade Teleparalela Modificada. FEste
modelo é proposto com a modifcacao da lagrangiana do TEGR com o acoplamento de
parametros livres (1, 82 e B3, em que destacamos que os parametros recuperam o TEGR
quando tendem a unidade. Além disso, mostramos que para solugoes simetricamente
esféricas e estaticas, os parametros livres obedecem uma relacao entre si, 233 — 35— 31 = 0,
na qual permite que reescrevamos a equagao de TOV de forma a renormalizar a constante
gravitacional universal, tal impacto permite permite que objectos compactos atingissem
valores de massa maxima maiores que os obtidos via RG. Com isso, analisamos os efeitos
do parametro 3 quando usamos as parametrizacoes FSUGold2 e Z271v6 nos diagramas de
massa-raio para os objetos compactos, a analise apenas do parametro (33 ocorreu devido ao
vinculo, previamente estabelecido, reescrevendo os parametros (3; e 85 na forma apenas do
B3. Ademais, pudemos também ver os efeitos da matéria escura e do parametro livre com
a parametrizacao NL3*, onde pudemos ver que a interacao do contetido de DM suavizada
a EoS final e atingissemos niveis maiores para a massa maxima e para os raios das massas

maximas dos objetos compactos.

Ja na area das ondas gravitacionais, que se encontra no apéndice, pudemos analisar que
a decomposicao em uma parte simétrica e antissimétrica pode levar a solucao andloga a RG
quando os parametros livres tendem a unidade provocando a inexisténcia de ondas para a
parte antissimétrica, porém, ha muito o que investigar em desdobramentos desses estudos,
como um estudo mais apropriado das ondas gravitacionais, usando como inspiracao o
trabalho (VILHENA et al., 2021), avaliando o possivel impacto modos de polarizagdes hy e
h.. Além de estudar quaisquer mudangas que os parametros possam vir a influenciar no
redshift..
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Além desse aprofundamento do estudo de ondas gravitacionais, buscaremos nos proxi-
mos passos desse trabalho, a compreensao sobre objetos compactos em uma extensao da
nossa teoria modificada, onde faremos um anélogo das chamadas teorias f(T'), para isso
substituiremos a escalar torcao usual pelo nosso T , que é indicado pela expressao (4.3) ou
seja, trataremos de teorias f (T) Com isso, conseguiremos comparar os nossos resultados
com trabalhos ja presentes na literatura, pois as teorias f (T) devem apresentar os mesmos

resultados das teorias f(7") no limite em que os nossos parametros tendem a unidade.

Ainda, os fisicos nao compreendem em completude a gravitacao, e este trabalho é
parte de um conjunto de estudos de abordagens alternativas a teoria da Relatividade
Geral. Numa perspectiva futura, estudos sobre o comportamento de uma determinada
parametrizacao em diversos modelos gravitacionais podem ser feitos. Além disso, o ca-
minho contréario pode ser feito, como o estudo de diversas parametrizacoes se manifestam

nos resultados dessas teorias alternativas.
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Apéndice A - Variacoes

Dado que

__,a b
g;w =€ P«e vlab »

temos
0w =0 (e“uebunab) = ebynab ((5(3““) + e“unab (561’1,) ,

onde usamos que

(577,11, =0.
Portanto, temos:

59;;1; = Tab [eby ((Seau) + €au ((sebyﬂ . (Al)

Por outro lado,

wy o p, v,ab
g =€ 6N,

temos analogamente

09" =" le,” (de,") + e, (9ey”)] (A-2)

Tomemos a variagao do determinante da métrica
1 v
0 (\/ _g) = _5 \% _gg,uuégu )

com /—g = e, temos:

1
de = —iegwdg“” ,

usando a Eq. (A.2)
1

de = —Eeg,w [nabeb” (de,t) + nabea" (5eb”)] ,
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logo,
) L oo de Loe s oe,”
62—566#( €q )-5661/ ( €p )7
com renomeacao de indices,
de = —ee, (de,t') .

Ainda,

d(etet) =e, (de,) + et (de*,) =0,

a v

concluimos que

e, (0el') = —e ' (0e,) = (de, ) = —e, e (561)”) )

v

Analogamente,
0 (e,e,”) =€, 70 (e%,) +e",8(e,) =6 (e”,) = —eauebué (e,”)
Logo, substituimos a Eq. (A.4) em (A.3) temos

de = ee,l ((56%) .
Tomemos agora a conexao de Weitzenbock
Iy, =e, 0e,.
Assim,
ory, =9 (eaa&,e“u) = (de,”) 0pe”, +€,%0, ((56‘1#) :
E a torcao é definida pela conexao, assim de
T5,=1,,—T9,

e com a variagao (A.7)
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com
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entao
oTs,, = e,” [8,, (56%) -0, (56“1,)} — e, ((5660) [ea” (a,,e“# — a#e“l,)} ,
onde identifica-se a torgao entre colchetes, logo a variacao da tor¢ao é dada por
0T, = e, [8,, (56“#) -0, (560’”)} — e, T, (0e,) . (A.8)

Vamos tomar agora algumas variagoes tteis com a finalidade de encontrarmos a equacao

de campo. Comecemos com

1 1 1 1
) (—Zg“”gPVggy - ig““élég + g’”éﬁéﬁ) =0 <—Zg“”gmgg,,) +0 (—§g”””536§> +0 (gmé,‘jé'g)

com as Eqgs. (A.1) e (A.2), temos

1 K 1 K K 1 a K K
5 (3970 5 05 ) = g 6 50 e 0

1
= 59" 95" [, (0¢,0) + €, (0e,")]

1
_ Zg;mgmnab [eyb (56(15) + e (66,}’)}

— S e (5e,) + e (5]
+WW“uW%ﬁ+#®#ﬂ

Percebemos que na expressao acima temos variagoes da tetrada nao padronizadas, assim,

usaremos a Eq. (A.4) para realizar esse procedimento. Assim,

1 1
—g““535§ +gm(5’j(5§) = —g’”gﬁyna [eb e, et + eauebAec“] (6ey)

1
5 —==g"g" gs, —
( 99 9y =5 1

4
+ ig’“gﬁyna [e, e e’ + e, e, e, ] (0e°)
1
_ Z_lg/mgp’ynac [eay (5€Cﬁ> + eaﬁ ((566,,)]

575’) n™ [ey"e e + ete, e, ] (9€%)

- 5{,‘5617 e, e e’ + e, e, e, ] (0e°))
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Agora, tomando a variacao do termo de torgoes

0 (TQPGTB“H) - Tapa (5Tﬁw) + Tﬁnu (5Tapo)
=T, [e,” [0. (d¢%,) — 8, (6¢,)] — e.° T, (6¢%))]
+ T, [e. [0, (5¢,) = 05 (5¢°,)] — e.°T",, (3¢°,)]



Apéndice B - Movimento Planetario e o

Periélio de Mercurio

A solucao de Schwarzschild descreve o espaco-tempo na regiao externa de uma distri-
buicao esférica e estatica de massa, que sera estudada na Secao 3.2. O Sol se enquadra
nessas configuracoes e como os planetas possuem uma massa baixa comparada a do Sol,
funcionam como particulas-teste, cujo movimento é descrito pela geodésica na RG. Porém,
no Teleparalelismo, como discutido na secao 3.1, a equacgao que descreve o movimento das
particulas é a Eq. (3.13). Lembrando que para o sistema de coordenadas esféricas temos
que os indices A = 0, 1,2, 3 representam as coordenadas t,r, 0, p respectivamente. Assim,
variando os valores de A, de p, e de v teremos um conjunto de quatro equagoes diferenci-
ais, de onde é possivel retirar relagoes importantes. Mas, antes de continuarmos a tecer
os comentarios desta segao e apresentarmos as relagoes, ¢ importante destacar que nao
apresentaremos todos os procedimentos aqui, pois as contas seguem a tese (AUCALLA,
2002).

Com isso, consideraremos a escolha A = 2 e um planeta transladando no plano equa-
torial da estrela, em que a velocidade do planeta-teste esteja apenas neste plano, ou seja,
temos as relagoes 0 = 7 e g—g = 4% = 0. Assim, precisamos construir a equacao de 6rbita,
que é obtida a partir do elemento de linha, onde teremos a necessidade de usar as relagoes
provenientes das equacgoes diferenciais citadas no paragrafo anterior, que apresentamo-as
abaixo

de h dt k

s T ds 5

onde k e h sao constantes de integracao, com o h representando o momento angular
por unidade de massa. O valor do termo 7y, que esta presente na segunda relagao é
detalhada na Secao 3.2, como previamente avisamos. Com a manipulacao do elemento de
linha, substituindo os valores presentes na relagao (B.1) e usando a mudanga de variavel
u = r~!, encontraremos a equacao

d*u

Ts
d_g02 +u= 3rsu2 + ﬁ , (B.Q)
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onde
GM

re = — .
2

Percebemos na Eq. (B.2) é a mesma equagao que encontramos na RG, ou seja, a presenga
do termo proporcional a u? é a mesma correcao da RG & teoria newtoniana. Com esses
resultados, temos que todos outros resultados ja conhecidos da RG seguem. Com isso, a

precessao do periélio é dado por

,r./
Apy = Gﬁf , (B.3)
onde L é o Semilactus Rectum.

Para o caso cldssico do Mercirio, temos que

L = 55,5 x 105%km
ri. =1,475km

o que nos leva a um desvio de
Ap =43,1",

esse pequeno desvio é calculado a cada século.



Apéndice C - Ondas Gravitacionais no
TEGR

Uma outra solucao que esta presente na RG e no TEGR sao as ondas gravitacionais.
O procedimento da RG é o processo de linearizacao da equacao de Einstein, onde to-
mamos uma expansao do tensor métrico pela métrica de Minkowski e por uma pequena
perturbagao h,,, ou seja,

Guv = Nuw + h,ul/ )

onde o termo de perturbacao é muito menor que a unidade,
|| < 1. (C.1)

Com isso, todos os termos de ordem superior sao negligenciados, O (hw,)2 ~ (). Durante

esse processo definimos o traceless reverse tensor

v v 1 v
B = by = S0, (C.2)

onde ¢é aplicado o calibre harmonico, que é dado por
oyh,” =0. (C.3)

Assim, o tensor de Einstein se resume a uma equacao de onda para o objeto definido na

Eq.(C.2), como expressa pela expressao a seguir
Uhy =0, (C4)

onde 00 = 1"*0,0,. A Eq. (C.4) descreve uma perturbacao gravitacional propagando-se
no vacuo com a velocidade da luz. Agora, vamos ver com mais detalhes como se procede
a solugao de GW no contexto do Teleparalelismo. Enquanto a expansao da RG parte do

tensor métrico, a expansao no TEGR parte da tetrada, assim,

e, =0, +v°,, (C.5)
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com W‘L! < 1. Tal qual acontece na RG, os termos de ordem superior em 9, sao
negligenciados, assim O (WZP,)Q ~ (0. Logo, a Eq. (3.4) no vécuo torna-se simplificada.

Uma vez que a conexao em sua forma linearizada é dada por

re, = 820,0° (C.6)

12 Y

e como consequéncia a torgao se reescreve como
o S« a a
T v 5@ (51/?/1 [T %w y) ) (C?)

teremos que todos os termos da equacao de campo do TEGR sendo produtos de torcao

serao negligenciados. Portanto, a equacao de campo se reduz apenas a

49,5, = 0. (C.8)

Com a linearizagao do .S, encontramos
—0,0, (VP + ) =8,0* (vF, + 0,/ +0 (0, + 9,) ~ 26000428, p+2820,0,0 = 0.
(C.9)

E de observacao importante que os termos v nao sao simétricos, porém, com a soma de

tais termos ¢é possivel construir um objeto simétrico, como demonstrado abaixo

2Zp)\ = Zﬂp)\ + w)\p > (ClO)

dada a definigao ¢ = 7P\ = 1P P,n + NPy, concluimos que o trago da Eq.(C.10) é
dado por

V=29 (C.11)

E valido a demonstracao de que o objeto definido em (C.10) é o mesmo objeto que se

encontra em (C.1). Vejamos a expansao

Guv = N + h,u,u .

Por outro lado,

_ a b
Guv = Nab€ Me v

assim, com o uso da Eq.(C.5), temos que

ymy + h;w = Nuv + ¢up + ¢,u,1/ . (012)

Logo, temos que a definicdo em (C.10) é o mesmo termo simétrico que aparece na RG

ao tomarmos expansao da métrica. Ainda, é possivel usar as Eqs.(C.10) e (C.11) para
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tomarmos uma nova definicao dada por

~ _ 1 _

P = = . (€.13)

Essa definigdo nos é til quando a usamos em conjunto com as Eqgs.(C.10) e (C.11). Isso

nos permite reescrever a Eq. (C.9) como
—0,0,0" — 9,0M), + Tp, + 67,0,0, = 0.

Tomando, por fim, o calibre harmonico aplicado no objeto ¥,

O, =0,
encontramos finalmente,
04, =0.

(C.14)

(C.15)

A expressao acima é equivalente ao demonstrado na Eq. (C.4). Ela possui as mesmas

caracteristicas da equacao de onda encontrada na RG. Ela representa uma solucao para

uma onda gravitacional no viacuo para um objeto simétrico, o que é 1util para medirmos a

geometria do espago-tempo.



Apéndice D - Ondas Gravitacionais na
MTG

Ondas gravitacionais sao estudadas em diversos modelos gravitacionais, como exem-
plo, podemos citar o trabalho (VILHENA et al., 2021), que é desenvolvido no modelo de
Starobinsky de ordem superior. Nesta secao vamos estudar as ondas gravitacionais na
MTG, o estudo consiste no processo de linearizacao da equacgao de campo. Porém, para
diferenciar do estudo mostrado na Secao 7?7, vamos tomar a expansao da tetrada diferente
da expansao da tetrada inversa, assim, o termo para a tetrada serd o 1) e para a tetrada
inversa sera o ¢, logo

ey = 0% + 9%,
et =0, + 0,

Dadas as relagoes entre tetradas e o tensor métrico [Cf. Eq.(2.9)], temos que

Guv = 77ab5a#5bl, + 77ab5a#¢by + nabwauéby + 77ab¢a#¢by )

ou seja,
Guv = Nuw + Q/J/W + @Duu . (Dl)

Observamos que a relagao acima ja nos foi apresentada no apéndice ondas gravitacionais
anterior, ela pode ser verificada na Eq. (C.12). E para a tetrada inversa a expansao nos

leva a
g =+ P+ (D.2)
Sabemos que g, ¢"” = §¥. Portanto, a contracao das Eqgs. (D.1) e (D.2) nos levam a
oy =05+ 0", + ¢, + ¢, +14.°,

ou seja,

¢pll _'_ ¢I/p + W)y + wl/p = O : <D3)
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Considerando a contracao das tetradas,

6lul/ — 6ll'LLeal/ — 5#11 _"_ ¢“l/ _"_ wVﬂ)

onde descartamos o termo de ordem superior, temos que

W+ =0. (D.4)

Assim, percebemos que para a relagao (D.3) ser satisfeita, além da Eq. (D.4), é necessaria
que a transposta dessa relacao também seja verdadeira, a saber, i *+¢" = 0. Por

consisténcia, percebemos que da Eq.(D.1) temos

h;w = w;w + wl/,u ) (DS)
e da expansao (D.2) temos

—ht = p"F + M| (D.6)
ou seja,

¢pu+¢up+wpu+wup:_huV_FhMV:O'

Com essas relagoes satisfeitas, estamos em consisténcia com o que é apresentado na
(HAYASHI; SHIRAFUJI, 1979). Percebemos que a Eq. (D.5) é o 9, na Segao ??, ex-
pressa pela Eq. (C.10). Neste caso, nao seguiremos o mesmo passo, mas tomaremos que
0 Y, pode ser escrito em uma decomposi¢ao de uma parte simétrica e de uma parte
antissimétrica, ou seja,

Vv = V) + V) (D.7)

onde a parte simétrica é encontrada justamente na Eq. (D.5), logo

1

1
w(,uu) = 5 (w,uu + wuu) = w(;w) = §h,u1/7 (DS)

e tomaremos como defini¢ao a parte antissimétrica como

1
¢[HV} = 5 (w,uu - wu,u) = A;w . (DQ)

Com as Egs. (D.8) e (D.9) bem definidas, a Eq. (D.7) se torna

1
¢MV = §huu + Auu . (DlO)

e o trago da Eq. (D.10) se escreve como

1
1/} = 77#”1/)#1/ = §h +A. (Dll)
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Contudo, pela antissimetria, temos que A?* = — A" assim, o seu trago é nulo, ou seja,
A=0. (D.12)

Analogamente ao estudo das ondas gravitacionais no contexto do TEGR, vamos tomar a
linearizacao da equacao de campo. Lembremos que previamente, podemos negligenciar
os termos que resultarao apenas em termos de ordem superior, o que nos leva a uma

simplificacao da equacao de campo para

1
9T = —oxT™ .
P 2X
Porém, vamos trabalhar inicialmente, apenas, com a parte geométrica da equacao de

campo, portanto, é necessario tomar a linearizagao do termo

EHﬂ)\ 51 Tlip>\ B2 (T/mA T)xfip) + % (g)\nTp o gme)\) ’

onde vamos usar a linearizagdo do termo de torgao dada pela Eq. (C.7). Com isso, o

objeto Sigma se lé

EnpA 541 po )\1/( U¢n V¢Hg)+ B [ Ko )\V( awp . V¢ ) npu (aU¢AV_aV¢AJ>:|

S o) -0

Porém, uma solucao de ondas gravitacionais no vacuo é dada por apzw = 0, usando as
Egs. (D.10), (D.11) e (D.12) conseguimos separar a lineariza¢ao para o caso do vacuo em

parte simétrica e antissimétrica, como vemos abaixo

o= g (O =1 9,0,1h) + % (18,0, W — 10,0,k — 1™ ,0,h™ + D)
+ % (11"8,0,h7 — *0h — 0P 8,0,h" + 1" 9,0,h)
T & (DAK}\ o nAuapayAnp) + % (nnoaanAp)\ o nAyapayApn o nnoaanA)\p + DA)\/{)

1
+ % (10,0, A — 11°9,0,A™) .
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onde 7”"0,0, = 1J. Em seguida, analisamos a parte simétrica, que denominamos abaixo

como S**, separadamente da parte antissimétrica.

S = éD [(51 + o) B — 25377)"%}

1
= 57000 (B + Bo) W

1

Qn’\”h temos

porém da definicdo h = h —
h)\li o B)\n + 1 )\Kh
- =

e seu traco

encontramos

S = éD |:(ﬁ1 + B2) (hm - %77/\%> + 25377/\'%]

1 - 1 -
- gn“ap@,, (B1+ B2) (h[m - 577’)%)

ﬁ3 AK vp 1 vpT PR VA 1 VAT PR AL 7
+Z ™" 0,0, | h — 3" h) —n"0,0, ( h — 3" h) —n""n*0,0,.h

Se tomarmos o gauge harmonico, ou seja,

97 =0,
teremos
S = % (B1 + B2) DR — % (B1 + B2 — 263) (O™ — 09,0, (D.13)
porém se tivermos que h = 0,
AR — MD}W. (D.14)

A expressao acima, portanto, nada se difere da solucao das ondas gravitacionais no vécuo,
visto que ela difere apenas em termos de fatores constantes, porém no caso do acoplamento

do tensor de energia momento, teremos como solucao

_ 4X
Dh/\/i — _ T(/\/i) ,
(B + B2)
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(M%) ¢ a decomposicao simétrica do tensor de energia momento. Percebe-

onde, o termo T’
mos que os parametros tendendo a unidade, recuperamos o resultado do TEGR. Ainda,
se usarmos o vinculo (4.10), teremos uma equagao dependente apenas do parametro Js,
recuperando, novamente, os resultados do TEGR quando seu valor tende a unidade. Po-
rém, o argumento acima é baseado na construcao do traceless transverse tensor que recai
no seu trago nulo. Porém, a mesma Eq. (D.13) pode ser simplificada impondo o vinculo

(4.10), que se reduz a
SAF = %Dh*“. (D.15)

Comparando as Eqs. (D.14) e (D.15) podemos perceber que a diferenca entre elas se
encontra nos parametros livres, onde a sergunda equacao tem a presenca apenas do [s.
Porém, a leitura entre elas se difere,uma vez que o estudo do traceless transverse tensor
nos leva a ondas gravitacionais longitudinais, e a imposicao desse vinculo flexibiliza essa

caracteristica da onda gravitacional, podendo aparecer outros modos de polarizacao.

Prosseguimos com o estudo da parte antissimétrica do processo de linearizacao, dora-

vante A" que é
A =L (OA = 0,0,4) + B2 (27°0,0, 47 — 19,0, 4+ 0A®)
+ = (77“0,,0,,14”” — np”“ap@VA”A) ,

podemos ainda aplicar o calibre harmonico neste momento, 9, A¥? = 0, com isso a equagao

KA __ &_@ KA
PO RO

acima se reduz para

acoplando a parte antissimétrica do tensor energia momento, temos
(By — Bo) OA™ = —2y T (D.16)

Para compreendermos melhor essa equacgao, temos que compreender o que seria um tensor
de energia momento antissimétrico e podemos ter duas interpretacoes possiveis. Primeiro
caso é entendermos que a definigdo presente na Eq. (3.3) prevé uma presenca de uma
antissimetria no tensor de energia momento. Este caso esta associado, no contexto da
NGR, com a corrente de spin.(HAYASHI; SHIRAFUJI, 1979)

Dado a lei de conservacao 9, T™ = 0, temos uma restricio para o tensor de spin,

DFM - Tomemos, a férmula de Tetrode expressa por
2T = 9, DI (D.17)

a conservacio sera satisfeita se tivermos que D*** for totalmente antissimétrico. Isso nos
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leva a expressar o tensor de spin por
DHAR — hAra g (D.18)

que para o caso das particulas de Dirac, o objeto J5, é dado por

1_
Jse = —§¢75%d}. (D.19)

As Egs. (D.17), (D.18) e (D.19) juntamente com a lei de conservacdo para o tensor

antissimétrico nos mostra que a corrente de spin é conservada.

Porém, essa nao é a tnica interpretacao possivel para o caso da Eq. (D.16), dado que
a priort temos uma equacao de ondas gravitacionais para um tensor de energia momento
antissimétrico. Contudo, ha sistemas em que a dependéncia da lagrangiana de matéria
com a tetrada ocorre somente através do tensor métrico. Isso implica em uma situagao em
que o tensor de energia momento definido na Eq. (3.3), passa a ser construido utilizando
o tensor métrico via a regra da cadeia. Assim, a definicao do tensor se reescreve com a

aparicao da definicao usual do tensor energia momento proveniente da RG,

s L _ 0L 59

4 0e?,  0gpo 0ct,

(D.20)

Com essa nova definicao, temos a simetria nesse tensor, portanto, a parte antissimétrica
é nula. Em decorréncia disso, caimos que a Eq. (D.16) é uma equacao de onda sem fonte.
A discussao para essa contenda se divide em duas possiveis respostas. A primeira delas
é a mais intuitiva que é a inexisténcia da parte antissimétrica da onda, ou seja, A" = 0,
porém, ha outro caminho, que se da pela imposicao dos parametros livres, 51 e 3o, terem

a igualdade entre si. Essa conclusao nos levaria a uma reducao de parametros livres.
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