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Resumo

A andlise das equacoes de estado que descrevem a matéria no interior das estrelas de
néutrons contribui para a compreensao de dois pilares fundamentais da fisica, a matéria
nuclear e a gravitacao. Observacgoes recentes, como o evento GW170817, marco inicial
da era multimensageira com contrapartida gravitacional, e as medi¢oes de massa e raio
realizadas pelo NICER para os pulsares PSR J00304+0451 e PSR J0740+6620, geralmente
trazem evidéncias que desafiam explicagoes imediatas, desencadeando uma série de estu-
dos dedicados a conexao entre teoria e observacao. Somados ao avanco computacional,
esses resultados motivaram a adocao de métodos de aprendizado de maquina aplicados a
fisica da matéria densa. Neste contexto, o presente estudo aplicou redes neurais bayesianas
a inferéncia de equacoes de estado politropicas por partes. Para viabilizar o treinamento,
foi gerado um banco de dados de quase cinco milhoes de pares massa - raio, obtidos a
partir do formalismo politropico generalizado, que serviu como base algoritmica para a ge-
racao em larga escala dos dados de interesse. Sobre essa base, projetou-se uma arquitetura
enxuta, com ~ 1164 parametros treinaveis, priors fisicos, perda de Huber e regularizacao
KL, capaz de realizar inferéncia totalmente probabilistica. Os testes mostraram alta pre-
cis@o em cendrios controlados (erros absolutos < 10%), sobreposi¢ao quase completa com
equacoes de estado de referéncia em cenarios de validacao, e consisténcia com observagoes
reais como as dos estudos citados anteriormente. Em conjunto, os resultados consolidam
um método modular e extensivel, capaz de quantificar incertezas epistémicas e acomodar
restrigoes, fortalecendo a aplicagao de redes neurais bayesianas na exploracao da fisica e

matéria das estrelas de néutrons.
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Abstract

The analysis of the equations of state that describe matter in the interiors of neutron
stars advances our understanding of two fundamental pillars of physics, nuclear matter
and gravitation. Recent observations-such as the GW170817 event, the inaugural miles-
tone of the multimessenger era with a gravitational-wave counterpart, and NICER’s mass
and radius measurements for the pulsars PSR J0030+0451 and PSR J0740+ 6620, often
yield evidence that resists immediate explanation, prompting a series of studies devoted
to bridging theory and observation. Together with advances in computing, these results
have motivated the adoption of machine-learning methods applied to the physics of dense
matter. In this context, the present study employs Bayesian neural networks to infer
piecewise polytropic equations of state. To enable training, we generated a dataset of
nearly five million mass-radius pairs, obtained from the generalized polytropic formalism,
which served as the algorithmic basis for large-scale data generation. Building on this
foundation, we designed a compact architecture with ~ 1164 trainable parameters, phy-
sically informed priors, Huber loss, and KL regularization, capable of fully probabilistic
inference. Tests show high accuracy in controlled settings (absolute errors < 10%), near-
complete overlap with reference equations of state in validation scenarios, and consistency
with real observations such as those cited above. Taken together, the results establish a
modular and extensible method that quantifies epistemic uncertainties and accommodates
constraints, strengthening the application of Bayesian neural networks to the exploration

of neutron-star physics and dense matter.
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1 Introducao

As estrelas de néutrons figuram entre os objetos mais densos, enigmaticos e intrigantes
de todo o universo. Formadas a partir do colapso gravitacional de estrelas massivas em
explosoes chamadas de supernovas, esses corpos compactos podem conter uma massa
maior que a do Sol comprimida em uma esfera de raio de ~ 12 km. Com esse nivel de
densidade, tais estrelas se tornam laboratérios naturais para o estudo de regimes extremos

da matéria.

Nas regioes centrais desses objetos, a alta compressao gerada pela for¢a gravitacional
faz com que a densidade de niimeros de barions seja maior que a densidade de saturagao de
matéria nuclear (Lattimer; Prakash, 2001). Esse efeito é contrabalancado pelo gradiente

de pressao, que reflete as propriedades da matéria fria e densa submetida a interacao forte.

Embora nao permita acessar diretamente os detalhes da estrutura interna, o estudo
da equacao de estado estabelece conexao entre as propriedades macroscépicas observaveis
das estrelas de néutrons e a fisica da matéria densa. Esse vinculo torna a equacgao de
estado uma ferramenta indispensavel para explorar cenarios relevantes na fisica nuclear e
astrofisica, incluindo a possivel ocorréncia de uma transicao de fase hadron—quark em seu
ntcleo (Alford et al., 2008; Rodrigues; Duarte; de Oliveira, 2011), hipdtese que sustenta
a existéncia de estrelas hibridas (Soares et al., 2023; Lattimer, 2012; Oertel et al., 2017).

A descricao detalhada da equacao de estado de estrelas de néutrons ainda se apoia em
diversas construgoes fenomenoldgicas, que incluem a degenerescéncia de férmions (decor-
rente do Principio de Exclusao de Pauli), e as interagoes fortes que governam as particulas

no nucleo.

Nesse contexto, as continuas observagoes astrofisicas tém revelado novas perspectivas
sobre as propriedades dessas estrelas. Um exemplo marcante, fruto da colaboragao entre
os observatérios LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) e Virgo,
é o evento GW170817 que marcou o inicio da era das observagoes multimensageiras que

incluem informagao de ondas gravitacionais (Abbott et al., 2017).

Paralelamente, medigoes realizadas pelo NICER, (Neutron Star Interior Composition
FEzplorer) acoplado a ISS (International Space Station) permitiram determinar o raio e a
massa de objetos compactos como, PSR J0030 + 0451 e PSR J0740 4 6620, contribuindo
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para um entendimento mais aprofundado de suas estruturas internas (Miller et al., 2019;
Riley et al., 2019; Miller et al., 2021; Riley et al., 2021).

Esses avangos tém estimulado discussoes acerca de potenciais discrepancias (Cooneys;
Dedeo; Psaltis, 2010; Moraes et al., 2018) entre os resultados observacionais (Demorest et
al., 2010; Antoniadis et al., 2013; Raaijmakers et al., 2021) e aspectos previstos a partir
de modelos gravitacionais alternativos, destacando a importancia de investigar ainda mais

os limites dessas teorias.

Diante desse cendrio empolgante, abordagens estatisticas vém ganhando cada vez mais
relevancia no refinamento de equacoes de estado. Observacoes como as citadas ha pouco
oferecem restricoes que podem ser incorporadas a inferéncia bayesiana, permitindo-se
obter distribuicoes de probabilidade para parametros que descrevem a equacao de estado.
Essa estratégia possibilita ir além de resultados deterministicos ao estimar de forma mais

robusta a regiao de parametros compativeis com os dados observacionais.

Como alternativa ou complemento aos métodos estatisticos, técnicas de aprendizado de
maquina, em particular as redes neurais profundas, tém sido cada vez mais empregadas
(Traversi; Char, 2020). Essas redes tém demonstrado grande capacidade de lidar com
dados complexos e de alta dimensionalidade em diversas areas da fisica. Para o caso
das estrelas de néutrons, esses modelos podem ser treinados por meio de dados gerados
computacionalmente, visando prever cenarios que envolvam diferentes EdEs e distintas

configuragoes de massa e raio (Fujimoto; Fukushima; Murase, 2021).

O potencial de tais técnicas se deve a sua habilidade de capturar relagoes complexas
entre variaveis fisicas, oferecendo maior precisao e eficiéncia em comparacao com métodos
tradicionais. Além disso, o crescimento no volume de dados observacionais e o aumento
da disponibilidade de poder computacional tém acelerado o desenvolvimento e a ado¢ao

dessas abordagens, tornando-as ferramentas cada vez mais atrativas.

Dentre varios exemplos de adesao, em estudos recentes, as redes neurais profundas
comecgaram a ser aplicadas a andlise de ondas gravitacionais oriundas da fusao de bu-
racos negros (George; Huerta, 2018), contribuindo para refinar as inferéncias sobre as

propriedades internas desses objetos compactos.

Com esse cenario, a medida que mais dados sao coletados e as técnicas de modelagem
e inferéncia avancam, a expectativa é de que surjam respostas mais claras, embora cer-
tamente acompanhadas de novas questoes, sobre a natureza fundamental das estrelas de

néutrons.

Nesse sentido, a aplicagao de técnicas que agrupam conceitos de aprendizado profundo
e de estatistica Bayesiana podem ampliar as possibilidades de investigacao e trazer novas
perspectivas sobre o estado da matéria em regimes de alta densidade. Haja vista que esse

tipo de abordagem pode nao somente buscar reproduzir adequadamente as propriedades
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macroscépicas conhecidas desses objetos, como também fornecer estimativas probabilisti-
cas para as quantidades-chave da equagao de estado, utilizando conceitos de probabilidade

Bayesiana.

O presente trabalho, dedicado a aplicacao de redes neurais bayesianas na estimativa de
equagoes de estado para estrelas de néutrons, esta organizado da seguinte forma: o capitulo
1 apresenta o contexto geral, motivacao e objetivos da problemaética; o capitulo 2 reine a
fundamentagao tedrica sobre a estrutura estelar, introduz o tema de equacoes de estado
e detalha o formalismo de politrépico por partes utilizado na geracao em larga escala de
dados para os seguinte passos do estudo; no capitulo 3, revisamos a evolucao historica das
redes neurais artificiais, descrevemos em detalhe a arquitetura da rede neural bayesiana
proposta, a légica computacional sobre a inferéncia variacional e o comportamento das
métricas de treinamento obtidas; ainda no mesmo capitulo, é conduzida uma analise
sobre o desempenho do modelo aplicado em dois cenarios distintos - um deles dedicado
a validacao inicial para sua utilizacao, e outro estruturado idealmente sobre um cenério
plausivel atrelado aos dados do NICER, avaliando sua capacidade de generalizagao e nivel
de incerteza; por fim, o capitulo 4 sintetiza as principais conclusoes, discute o impacto

dos resultados e apresenta perspectivas para trabalhos futuros.
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2 Estrelas de Neéeutrons

Sabemos que, de modo geral, para se obter resultados razoaveis ao utilizar métodos de
aprendizado de maquina (AM), tanto a qualidade quanto a quantidade de dados fornecidos

ao modelo sao de extrema importancial.

Nesse sentido, no atual capitulo abordaremos de forma breve aspectos histéricos,
conceituais e tedricos para a formacao do conhecimento necessario sobre as estrelas de
néutrons, passando por dois pontos essenciais, as equagoes de estado e as solugoes de
massa-raio (M- R) obtidas a partir das Equagoes de Campo (EsC) da Relatividade Geral
(RG). Em sequéncia, veremos o formalismo paramétrico responsavel pela ampla geragao
de equacoes de estado que, por fim, nos permite modelar os dados que serao a base do

treinamento do modelo de rede neural (RN).

2.1 Breve Historia das Remanescentes de Super Novas

Visivel em plena luz do dia em um intervalo de tempo entre julho de 1054 a abril de
1056, astronomos arabes, chineses e japoneses acompanharam e tentaram compreender as
implicagoes astrologicas de um novo astro que surgiu no céu. Tal intrigante fenomeno, hoje
conhecido como a Nebulosa do Caranguejo, permaneceu sem a devida compreensao por
quase um milénio, mais precisamente até 1931 quando o astronomo Fritz Zwicky cunhou
o termo supernova referindo-se a eventos cataclismicos de explosoes estelares responsaveis

por liberar uma quantidade colossal de energia.

Um pouco mais tarde, cerca de dois anos apdés James Chadwick ter descoberto a
existéncia dos néutrons, Zwicky junto do astronomo Walter Baade, estimando valores
para a perda de massa na explosao de supernovas, propuseram que esse tipo de evento
era parte de um processo onde estrelas massivas colapsam sob sua prépria gravidade
formando um objeto denso compostos predominantemente por néutrons (Baade; Zwicky,
1934a; Baade; Zwicky, 1934b). Em outras palavras, ambos sugeriram a existéncia das

estrelas de néutrons (ENs) como um mecanismo unificador por trds dos fenémenos de

IVale ressaltar que cada problema e método de AM utilizado tem suas particularidades.
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supernovas e raios cosmicos, uma vez que a energia liberada por algumas supernovas era

muito maior do que as que poderiam ser geradas por estrelas comuns.

Em ordem cronoldgica, partindo dos célculos realizados por Oppenheimer e Volkoff,
onde obteve-se o intervalo, expresso em unidade de massa solar (Mg), de 0,3M, < M <
0,75M¢ (Oppenheimer; Volkoff, 1939), os primeiros resultados sobre as famigeradas ENs
evidencia que a existéncia desses objetos singulares ja era amplamente discutida mesmo

antes da descoberta dos pulsares e da compreensao de sua conexao com as ENs.

Em 1967 a astrofisica Jocelyn Bell Burnell (Hewish et al., 1968), na época estudante
de doutorado na Universidade de Cambridge, analisando a fonte de um sinal de radio
incomum que sistematicamente se repetia a cada 1,337 segundos definiu que o mesmo

tratava-se de um pulsar.

No decorrer da década, seguido dos respectivos avangos sobre a astronomia de raio
- X e a publicacao de Bell e Anthony Hewish, intensos debates na comunidade sobre a
natureza do sinal eventualmente consolidaram os pulsares como sendo um tipo de EN
altamente magnetizada (Pacini, 1967; Gold, 1968). Vale-se destacar que apenas esses ob-
jetos compactos em rotagao poderiam configurar pulsos de radio com o periodo detectado,

pondo fim ao que até entao havia sido apenas teorizado por Baade e Zwicky.

2.2 Formacao das Estrelas de Néutrons

De forma sucinta, conforme nosso objetivo, as estrelas formam-se a partir de nuvens
compostas, basicamente, de hidrogénio e poeira césmica, constituida por graos de silicatos,
oxidos, grafite e gelo que, sob a influéncia de fatores como ondas de choque, rotacao e

pressao, tornam-se gravitacionalmente instaveis.

Regida pela forca da gravidade, a regiao central da nuvem inicia um processo de
colapso gravitacional, no qual o gas e a poeira ao redor do ntcleo sao progressivamente
atraidos para o centro. As camadas externas, com momento angular mais significativo,
permanecem em Orbita ou se dissipam, resultando na formacao de uma protoestrela no

nucleo denso da estrutura.

Na sequéncia evolutiva, o aumento da temperatura, decorrente da elevacao da densi-
dade durante o colapso gravitacional, conduz ao instante de ignicao da fusao termonuclear.
A partir desse ponto, as estrelas atingem um estado de equilibrio hidrostatico, no qual a
forca atrativa da gravidade é contrabalancada pelas pressoes térmica e radiativa geradas

em seus interiores (de Souza; de Fatima, 2014).

Em uma estrela como o Sol, as pressoes internas sao sustentadas por meio das reacoes
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de fusao nuclear como, por exemplo, a que envolve atomos de hidrogénio 'H formando
um nticleo de hélio *He, com a diferenca de massa/energia de ligacao entre os elementos

individuais e o constituinte final sendo a energia liberada na reacao.

Com relacao ao balango entre a pressao de radiagao e a gravidade, apds o esgotamento
do hidrogénio no nucleo, a estrela passa a fundir elementos progressivamente mais pesa-
dos em estagios cada vez mais breves. Entretanto, a energia de ligacao por ntcleon, que
determina o aquecimento do ntcleo ao sustentar a fusao e apresenta um aumento expres-
sivo nas fases iniciais, nao cresce de forma linear, nem as reagoes nucleares permanecem

exotérmicas até o seu término (Clayton, 1983).

Esse limite, conhecido como ponto do ferro, ocorre porque a formacao de nicleos mais
pesados que °°Fe passa a demandar mais energia do que libera, marcando o inicio das
reagoes endotérmicas. Como consequéncia, a fusao deixa de fornecer sustentacao térmica
suficiente, permitindo que a gravidade venga as pressoes internas e desencadeie o colapso
gravitacional do nicleo, processo que sé ocorre em estrelas suficientemente massivas, nao

nas de baixa massa.

Dependendo da massa inicial, diferentes caminhos evolutivos sao possiveis. No caso
das estrelas com até ~ 8 M, o nicleo nunca atinge temperaturas e pressoes suficientes
para fundir elementos além do carbono e oxigénio. Apds o esgotamento do hélio, a estrela
torna-se uma gigante vermelha, expandindo suas camadas externas. Durante essa fase,
pulsacoes e instabilidades ejetam o envelope externo, formando uma nebulosa planetdria.
O remanescente é uma and branca, composta tipicamente de hélio, carbono e oxigénio,

cuja sustentagao é fornecida pela pressao de elétrons degenerados (p, pg/ 5

no regime nao
relativistico, onde p, é a densidade de elétrons). Como anas brancas tipicas ja se encon-
tram em temperaturas centrais muito inferiores as necessarias para a fusao nuclear, sua
estrutura de equilibrio hidrostatico é dominada por efeitos quanticos de degenerescéncia,
e a relacao massa-raio depende pouco da temperatura. A massa méaxima suportada por
este mecanismo é M = 1,4 M, conhecida como limite de Chandrasekhar (Chandrasekhar,

1931).

Para estrelas com massas iniciais na faixa? de 8 My, < M < 30 M., a fusao progride até
a formagao de um nucleo de ferro. Quando a massa inercial do nicleo excede ~ 1,4 M),
a pressao de degenerescéncia dos elétrons nao consegue mais sustentar o equilibrio, e o
colapso hidrodinamico se inicia. A medida que a densidade ultrapassa p ~ 10° gcm ™3, os

elétrons tornam-se relativisticos e sao capturados por proétons:

e +p—=>n+u, (2.1)

2A separacdo entre quais estrelas formam estrelas de néutrons ou buracos negros nao é estritamente
definida. Simulagoes em (O’Connor; Ott, 2011) mostram que outros fatores, como metalicidade, rotagéo
e estrutura interna, influenciam fortemente o desfecho.
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processo de neutronizacao que reduz Y, e remove energia via emissao de neutrinos. Si-

multaneamente, a fotodesintegracao dos nucleos de ferro
v+ Fe — 13*He + 4n — 124 MeV (2.2)

consome energia, acelerando a queda de pressao. Esses mecanismos conjugados levam ao

colapso gravitacional do ntcleo.

Ao atingir temperaturas de ~ 10 K, a energia térmica aumenta devido & compressao,
e os neutrinos ficam temporariamente aprisionados no nicleo da protoestrela de néutrons
(PNS). O colapso é interrompido pelo aumento abrupto da rigidez da equacao de estado
quando a densidade nuclear é alcancada, e nao pela pressao dos neutrinos. Nesse ponto,
forma-se uma onda de choque que inicialmente perde energia, mas que pode ser revita-
lizada pelo aquecimento por neutrinos, transferindo impulso e energia cinética as ondas
de choque, permitindo que estas expulsem as camadas externas da estrela. O evento

resultante é uma supernova do tipo II3.

Apo6s a explosao, a PNS sofre um intenso processo de cooling (resfriamento) por emis-
sao de neutrinos, reduzindo sua temperatura de ~ 10 K para ~ 10°K em dezenas de

segundos, e contraindo-se até se tornar uma estrela de néutrons estével (Shapiro; Teu-
kolsky, 1983).

Embora constituidas principalmente de néutrons, essas estrelas também contém pro-
tons, léptons e, em regimes mais internos e energéticos, podem conter o octeto barionico
completo, mésons ou até plasma de quarks e glions, confinados em um raio de ~ 12km

e densidade central de ~ 10 g/cm?.

Em estrelas com massas iniciais M 2 30 M, nem mesmo a pressao de degenerescéncia
dos néutrons é suficiente para sustentar o equilibrio. O colapso prossegue até formar um
buraco negro, caracterizado por um horizonte de eventos do qual nem a luz escapa. Para

casos de simetria esférica e estética, a solugao é a métrica de Schwarzschild (Schwarzschild,
1916).

3Existem as supernovas do tipo Ia, que ocorrem em ands brancas localizadas em sistemas bindrios
fechados. Nessas configuragoes, a ana branca pode acumular massa a partir de sua estrela companheira
por meio de acrecao, processo em que o material flui de uma estrela para outra devido a transferéncia de
momento angular, seja via transbordamento do 16bulo de Roche ou através de ventos estelares capturados
gravitacionalmente, que também resultam em uma estrela de néutrons.
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2.3 Equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Notando-se as propriedades macroscépicas das ENs como sua rapida rotagao com
periodos da ordem de segundos ou milissegundos, magnitude dos campos magnéticos na
ordem de 10" a 10 G, densidade ~ 10'g/cm3, compacticidade

GM

a razao entre sua M e R, multiplicada pela constante da gravitacao universal G e a velo-
cidade da luz ¢, com valores tipicos de C'gy ~ 0,1. Seus extremos potenciais gravitacio-
nais inviabilizam uma descricao estrutural por meio de conceitos puramente newtonianos.
Sendo assim, para a adequada compreensao desses objetos, veremos a seguir o necessario
formalismo tedrico o qual é embasado pela teoria da RG proposta por Albert Einstein
(Einstein, 1915).

Apontando agora para o formalismo da RG, recordemos que a gravidade manifesta-se

na prépria geometria do espago-tempo por meio da métrica
ds® = g,, da"dz”, (2.4)

onde g,,, ¢ o tensor métrico, seguido pelo diferencial das coordenadas z# e z”.

A partir dela constréi-se a conexao sem torgao de Levi-Civita,

qu = %gap<augpv + (9119;)“ - 3pguu) ) (25)

que nos permite definir a derivada covariante V,, e obter o tensor de Riemann a partir

do comutador de duas derivadas covariantes,

— B 8
Rpuoa/ - aaFZV - ayrza + FZL?FW - Fp F (26)

BT pat

Em seguida, por contracao obtemos o tensor de Ricci

Ry = R = 015, — 0,10, + T2, — T4, T (2.7)

Q po?

o qual novamente contraido, chega-se ao escalar,

R= Rl = g"R,,. (2.8)

Indicado que a estrutura métrica é o objeto fundamental que contém a dinamica

gravitacional, é correto afirmar que todas as informagoes sobre aceleracao gravitacional
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estao contidas em g,,. Em conformidade com a agao de Einstein-Hilbert,

S = /d4x\/—_g (% - L) , (2.9)

onde g refere-se ao determinante do tensor métrico (det |g,,|), R o escalar de curvatura,
L a densidade lagrangeana de matéria e y uma constante*. Para obtermos a dinamica de

9w devemos aplicar o principio da minima acao sobre a mesma.

O procedimento para a RG é andlogo ao da mecanica classica, notando-se que o
“campo” dinamico nao é uma coordenada, e sim a prépria métrica que tras informagoes

sobre a curvatura do espago-tempo.

A variacao 65 = 0 segue, de forma condensada, os passos:

i) Variagao da medida de volume:
0(V=9) = —5vV=9 9 09" (2.10)

it) Variacao do termo de curvatura:
V=990 R = V=g VaV*, (2.11)

i11) Reunido dos termos gravitacional e material, usando a defini¢ao do tensor energia-

momento:
Tw=—70(V-9L)/dg". (2.12)

iv) Como §g" é arbitrrio®, obtém-se do principio da minima ac¢ao sobre a Eq.(2.9) as
equacoes de campo:

1 &G

2Rg;w: A T,uzz- (2.13)

G =Ry —
Compondo um conjunto nao-linear em g, de 10 equacoes diferenciais parciais, com o
termo a esquerda, chamado de tensor de Einstein (G, ), responsavel por descrever a
gravidade como sendo a curvatura da métrica no espago-tempo, enquanto no lado direito
T, ¢ associado a distribuicao de matéria-energia contida nos limites estabelecidos ao

campo.

“Note-se que a constante x = 8mG/c4, é obtida por meio da aproximagio no limite de campo fraco.
5Devido a §g*¥ poder ser escolhido livremente em cada ponto, o lema fundamental do célculo varia-
cional exige que o fator que o acompanha em §5 seja nulo.
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Tendo em mente que nosso objetivo é solucionar as equacoes de equilibrio da estrutura
estelar (Tolman, 1939; Oppenheimer; Volkoff, 1939), a priori, assumimos que nossa estrela
é simetricamente esférica e estatica. Definicoes que implicam na invariancia das propri-
edades fisicas sobre rotacoes e mudancas temporais em sua geometria, permitindo-nos

solugoes independentes do tempo.

Através das condicoes acima, a métrica mais geral em tais condicoes é escrita®
ds? = e at? — M gp? — 2 (d6” + sen® 0dD?) (2.14)
onde, nesse caso, o tensor métrico fica definido como

G = diag(eQ”(T), —e?) 2 2 gen? 6) (2.15)

Além das exigéncias anteriores, consideramos que a estrela é composta por um fluido
perfeito, cuja evolugao local é descrita por transformagoes adiabaticas. Nessas condigoes,

o tensor energia-momento assume a forma
T = (€ + p) uptty — PGy, (2.16)

com p, € e u, = dx,/dr, sendo a pressao, densidade de energia e quadri-velocidade de um

elemento do fluido, respectivamente.

Trazendo significado a sigla TOV, formulada por Richard Chase Tolman, Julius Robert
Oppenheimer e George Michael Volkoff, para obtermos a equacao que descreve a variagao

da pressao em funcao do R da estrela partiremos da seguinte relacao
dM = e(r)dV, (2.17)

onde dM é o elemento infinitesimal de massa-energia e €(r) é a densidade de energia em

funcao do raio pelo elemento de volume dV'.

Por simplicidade, adotamos a notacao em que ¢ = 1. Considerando ainda que a estrela
possui simetria esférica e fazendo uso da equivaléncia entre massa e energia estabelecida

pela Relatividade Restrita, podemos reescrever a Eq.(2.17) como

dM

o = 4rr?e(r). (2.18)

6Existem quatro principais razoes para escolhas dos fatores exponenciais. 1° Sua positividade mantém
a assinatura (4, — — —), sem restricdes extras. 2° Simplificacdo algébrica no R,,. 3° A interpretacao
de v(r) no limite fraco, favorece a ligagdo da RG & mecanica classica. 4° Com e~ ?*=1—2GM(r)/r, a
fungdo de massa contida dentro do raio M(r), que serd introduzida mais adiante, surge naturalmente,
facilitando a resolugao das equagoes de TOV.
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Estabelecido as condigoes junto a métrica e introduzido a relacao massa-energia do
fluido pela Eq.(2.18), restam os dois potenciais métricos desconhecidos, v(r) e A(r), que

devem ser obtidos dinamicamente.

O caminho natural consiste em inseri-los nas EsC da RG Eq.(2.13), cujos termos de

fonte sdo dados pelo tensor energia-momento de fluido perfeito definido na Eq.(2.16).

O procedimento desenvolve-se nos seguintes passos:

« Calculo das conexoes de Levi-Civita: Substitui-se a métrica definida na Eq.(2.14) na
Eq.(2.5). As tunicas derivadas envolvidas sdo de v(r) e (1), pois ggy € gy dependem

apenas de r.

o Construcao do tensor de Ricci: As conexoes obtidas no passo anterior sao inseridas em
R an. A contragao R,, = R%,., gera as seguintes quatro componentes independentes,

todas escritas em termos de v(r), A\(r) e suas derivadas

Ry = |—2"(r) = v2(r) + /' (r)N(r) — 2@ ()=, (2.19)
Ry = V') +0%0) — V()N (r) — 2”'7{7“), (2.20)
Ry = [r/(r) —rN(r) + 1] e 2 — 1, (2.21)
Ry = [(r/(r) —rN(r) + 1) e ) — 1] sin), (2.22)

e por ultimo

R =220 | /(1) — (1) + 1/ (r) N — % (' (r) = N(r)) — % + T—22 (2.23)

o Igualdade G,, = 87 T,,: Levando em conta a diagonalidade presente em nossa métrica
(u # v =0), com os resultados encontrados para o tensor de Ricci, obtemos os seguintes

componentes do tensor de Einstein

1 N(r)| _ 1
0 2X(r
0]
M / _ )\/
=G = |/(r)+ () — NG + LX) - D) 20 (2.96)



CAPITULO 2. ESTRELAS DE NEUTRONS 30

Ap6s calcularmos os termos referentes a curvatura nas EsC, devemos buscar seus cor-
respondentes atrelados a fonte de matéria/energia. Sendo assim, visto que no referencial
do fluido w* = (1,0,0,0), as componentes nao nulas do tensor energia-momento, em

termos da pressao e densidade de energia, sao dadas por:
Tl:/ = diag(e, -p, =D, _p> (227)

Substituindo cada elemento presente em 7T por seu correspondente em G, encontra-se

o seguinte sistema de equagoes

(1 N ey ]
—81Ge = ER 27} e” A _ = (2.28)
(1 V()] e L
8nGp = &l 27} e = (2.29)
i / — N
8nGp = |[V'(r)+ % (r) =V (r)N(r) + M e~ M), (2.30)

Notando-se que a relacao

(= e PO)] = 1o O o X (e

dr
= [—142rN(r)] e P 41, (2.31)
multiplicada por r—2 é
1d oar LN a1
=] = [T e o)

Utilizando a Eq.(2.28), podemos substituir o lado direito desse resultado e obter que
d —2)(r) 2

—[r(1—e )] = 8rGrie. (2.33)
Integrando ambos os lados em r,

r(1- e’”(r)) = / 8rGriedr. (2.34)
0

Definindo a massa gravitacional interna ao raio r através da Eq.(2.18) como

M(r) = /07“ 4ar’2e(r')dr’, (2.35)
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podemos isolar o termo exponencial na Eq.(2.34) e obter

_ 2GM(r)

r

e =1 (2.36)

Em seguida, isolando respectivamente os termos X' (r) e v/(r) por meio das Eqs.(2.28 -

2.29), podemos calcular v”(r), v?(r) e /(r)N(r), e substitui-los na Eq.(2.30) para obter

[p(r) + €(r)] [P (87G 12 p(r) + 1) — 1] +2r p/(r) = 0. (2.37)

Se definirmos um fator de curvatura:
C(r) = e?") [8nGrPp(r) + 1] — 1, (2.38)

rearranjando alguns termos a Eq.(2.37) pode ser reescrita como

P =~ [plr) + )] OO, (2.39)

destacando que a variacao da pressao depende diretamente da densidade total p + €, do

fator de curvatura C(r), e da razao inversa do raio.

Mantendo nosso objetivo em vista, fazendo mao da Eq.(2.36), com um pouco de algebra
sobre a relacao vista na Eq.(2.37), podemos encontrar a equagao TOV que define a variagao

da pressao em funcao do raio

dp  Ge(r)M(r) p(r) 47er3 p(r) _2GM(r) -
i 1| R 1l e B
ou ainda, de forma mais compacta
dp  Gle(r)+p(r)] [M(r) + 4mrip(r)]
dr 2 [1 — _QGM(T)} ' (241)

Por fim, conduzindo nossa métrica ao caso do vacuo (7, = 0), ao somarmos as relacoes
obtidas para o calculo da Eq.(2.37) de X" e v/, ao integrarmos ambos os termos em relagao

a r, temos que
v(r)+ Ar) =C, (2.42)

onde C trata-se da constante de integracao.
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Em contrapartida, a exigéncia de que a métrica seja assintoticamente plana implica

que

lim [v(r) + A(r)] =0, (2.43)

7—00

pois em regioes distantes da estrela, onde o campo gravitacional se torna desprezivel,
espera-se que a métrica converja para a métrica de Minkowski, ou seja, g, — 1. Con-
tudo, levando-se em conta o resultado da Eq.(2.42), conclui-se que para qualquer valor de

r podemos escrever
6211(7') — 672)\(7')’ (244)

que, a partir da Eq.(2.36), nos permite definir

_2GM(r)

r

e =1 (2.45)

Até entao, tratado as equacoes que descrevem a massa, o raio e a relacdo entre essas
grandezas com a pressao gerada no interior das ENs, cabe-nos agora destacar que tais
configuragoes correspondem a uma estrutura em equilibrio hidrostatico e, sendo assim,

relacionadas a um minimo ou maximo em termos de energia.

Em razao disso, evidenciamos que tal conformacao nao assegura a imperturbabilidade
estelar desejada, o que nos leva ao principio de Le Chatelier (Shapiro; Teukolsky, 1983),
o qual afirma que, ao longo das configuracoes de equilibrio correspondentes a equacao de
estado que satisfaz a estabilidade da matéria que compoe a estrela, vale-se que

dp
— > 0. 2.46
de — ( )

Tal condigao possui uma interpretacao fisica direta. Ela assegura que a velocidade do
som no meio, definida como ¢? = dp/de, seja real e nao negativa. Isso garante que pertur-
bacoes locais se propaguem em vez de se amplificar exponencialmente, sendo, portanto,

um requisito minimo de estabilidade causal e mecanica do fluido estelar.

Como ilustrado na Fig.(2.1), a estabilidade frente a modos de oscilagao radial nao é
continua ao longo de toda a curva M (€.), onde €. representa a densidade de energia central
da estrela. Essa curva traga a sequéncia de solucoes em equilibrio hidrostatico obtidas

para uma dada equagao de estado.

A primeira regiao de estabilidade estende-se desde o inicio da curva até o ponto A,
que marca a massa maxima suportada por uma ana branca. Nesse dominio, todas as

configuragoes satisfazem 0M/Je. > 0, garantindo a estabilidade frente a perturbagoes
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radiais. Apds o ponto A, a derivada torna-se negativa e a curva decresce até o ponto B,
definindo uma zona de instabilidade. Nessa faixa, pequenas perturbacoes na densidade
central nao podem ser compensadas por reequilibrio de pressao, resultando em colapso

gravitacional.

A segunda zona de estabilidade emerge entre os pontos B e C, delimitando as con-
figuragoes estaveis associadas as estrelas de néutrons. Nesse intervalo, o aumento da
densidade central leva novamente a um aumento da massa, preservando a positividade do
modo fundamental de oscilacao radial. O ponto C corresponde a massa maxima de uma

estrela de néutrons estavel, além da qual novas instabilidades se instalam.

Em densidades superiores, representando objetos mais compactos e com menor raio,
surgem novos pontos criticos (como D e E), associados a mudangas de estabilidade de
modos radiais superiores. Esses dominios conduzem a regimes onde as solucoes de equi-
librio podem se tornar instaveis ou ja nao correspondem a estrelas, mas sim a objetos

colapsados, como buracos negros.

1.5

0.5

T T
10° 1010 101° 1020

FIGURA 2.1 — Diagrama esquematico da massa em fungao da densidade central para
configuragoes de equilibrio estelar, indicando os pontos de inflexao associados a transi¢oes
de estabilidade (Shapiro; Teukolsky, 1983).

Uma condi¢ao necessaria, embora nao suficiente, para a estabilidade estelar frente a
perturbagoes radiais é dada por:
aM—(EC) > 0. (2.47)
Oé..
Essa relacao implica que, se a estrela for levemente perturbada, um novo estado de equi-
librio exigiria uma massa maior. A gravidade, nesse contexto, atua como uma forga

restauradora, estabilizando o sistema.
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Por outro lado, quando a derivada se torna negativa,

OM (e.)

a configuragao encontra-se em uma regiao instavel. Perturbagoes levam a um desequilibrio

em que a gravidade domina de forma irreversivel, provocando o colapso da estrela.

Abordados os aspectos de equilibrio e estabilidade de estrelas compactas, a seguir
aprofundaremos nossa visao em busca do entendimento teérico do principal componente

na modelagem destes objetos, as equagoes de estado.

2.4 Equacoes de Estado

O que caracteriza um sistema fisico? Podemos responder essa questao estabelecendo
um sistema fisico como um conjunto de entidades materiais, sujeito a interacoes descritas

por leis da natureza, para o qual podemos definir:

o Um conjunto de graus de liberdade (particulas, campos, excitagoes coletivas).

o Uma dinamica governada por um Hamiltoniano.

o Observaveis mensuraveis que permitem comparacao entre teoria e experimento.

Todo sistema fisico tem uma equacao de estado associada, que estabelece relacoes entre
as funcoes de estado que nos informam quanto ao estado termodinamico do sistema. Por
exemplo, pressao, entropia e temperatura sao funcoes de estado. Em outras palavras, as
equacoes de estado sao vinculos que traduzem, em linguagem macroscopica, nao apenas o
contetido microscopico, isto é, a constituicao e interagoes das particulas, mas também as
simetrias fundamentais do sistema (como isotropia, homogeneidade ou simetrias internas),

que impoem restrigoes adicionais a sua descrigao.

Assim, um funcional minimo para especificar o estado de fase da matéria e prever
sua evolucao frente a perturbagoes mecanicas, térmicas ou de composicao é, como ja
reconhecemos, uma equagao de estado. Elas aparecem como, restrigoes geométricas no
espaco de estados, fechamento dinamico para leis de conservagao, condi¢oes de consisténcia

que asseguram estabilidade, causalidade e positividade de entropia.

Entender uma equacao de estado implica compreender como estatistica, simetrias e
escalas se combinam para produzir comportamento coletivo, fornecendo a ligacao indis-

pensavel entre microfisica e fendomenos observaveis em qualquer dominio da ciéncia fisica.

Uma das atuais fronteiras do conhecimento, a determinacao dos parametros que ca-

racterizam uma equacao de estado que descreve a dinamica da microestrutura de uma
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estrela de néutrons, é o cerne deste trabalho.

Esse desafio depende basicamente do estabelecimento de vinculos de natureza distinta,
sendo eles formais, conceituais e fenomenoldgicos. Buscando contribuir para esse entendi-
mento através de uma representacao simples e eficaz dentre a gama de modelos complexos
existentes na literatura (Tooper, 1964), a seguinte sec¢ao serd destinada a apresentacao do
modelo de equacoes as quais fornecem a estrutura tedrica para a geracao do conjunto de

EdEs que serd parte da base de informagoes para nosso modelo de rede neural.

2.4.1 Equacoes de Estado Politropicas

Para estabelecer o formalismo de equacoes de estado que adotaremos no capitulo
seguinte, partimos de uma convencao comum, consideraremos a velocidade da luz como
unidade (¢ = 1). Tal escolha simplifica expressoes e revela simetrias importantes, mas
para mantermos o rigor fisico necessario e evitar ambiguidades, inicialmente, faremos
algumas observacoes diante as implicagoes dessa notagao sobre as grandezas envolvidas

no contexto.

Posto isso, a densidade de massa de repouso, doravante chamada simplesmente de
densidade de massa, dada como a razao entre a massa e o volume p = M /V | compreendida

em unidade de g/cm?.

Por sua vez, a energia interna especifica, definida como a razao entre a energia interna

e a massa, € = U/M, é uma grandeza adimensional nesse sistema de unidades.

Com essas defini¢oes, podemos agora introduzir a densidade de energia total do sis-

tema, composta pela contribuicao de repouso e energia interna:
e = p(l+¢), (2.49)

a qual sera referida simplesmente por densidade de energia. Observe que em nossa no-
tagdo, a dimensdo de energia de repouso (pc* = p), passa a ser descrita em unidade de

g/cm?, em concordancia com a adimensionalidade mencionada a respeito do termo e.

Vale-se ainda destacar que, embora nessa notacao a massa e energia tenham as mesmas
unidades numéricas, conceitualmente, a massa de repouso continua sendo quantidade
conservada (barionica), ja a energia interna depende da termodinamica local, podendo

variar com temperatura e densidade.

Estabelecida essa base, passamos a considerar os fundamentos termodinamicos que

permitem relacionar essas grandezas de forma dinamica. A forma geral da primeira lei
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para sistemas fechados pode ser escrita como:

dU =TdS —pdV + Y p; dN;, (2.50)

onde T' é a temperatura, S a entropia total, p a pressao, p; o potencial quimico e N; o

numero de particulas da i-ésima espécie.

Para o nosso propésito, assumindo um fluido isolado, em regime isentrépico (dS = 0),
composto por uma unica espécie (ou por um conjunto de particulas em equilibrio) com

nimero de particulas constante (dN; = 0), a equagao reduz-se a:
dU = —pdV. (2.51)

Dividindo ambos os lados por M, lembrando que a massa ¢ fixa (V/M =1/p),

d (%) = —pd G) . (2.52)

Considerando a definigao da Eq.(2.49), verificamos que o termo a esquerda dessa equa-

¢ao € igualmente descrito por
d<5> = de+1) = de. (2.53)
p

Por outro lado, do diferencial total do termo a direita, temos a identidade

1 d (1 dp
d(—) - —(—)dp - % 254
p dp \ p p? (254
Igualando esses dois tltimos resultados,

de = — dp, (2.55)

relacao chave, sera utilizada mais a frente, para obtermos a forma final pretendida de

nossa EdE politrépica e respectivas relagoes de densidade de energia.

Para motivar naturalmente o surgimento da equacgao de estado politropica, explana-
remos agora um gas ideal em regime isocorico. Essa abordagem oferece uma ponte fisica
clara entre temperatura, energia interna e pressao, elementos centrais para compreender

o comportamento termodinamico do fluido.

Nessas condicoes, todo o calor fornecido ao sistema contribui exclusivamente para a
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variacao da energia interna. Recordemos que, como nao existe mudanca no volume,
e=c¢, T, (2.56)

onde ¢, trata-se do calor especifico a volume constante (C., 1985).

A seguir, tendo a forma classica da EdE para gases ideais monoatomicos:

N

com N o numero de particulas, V' o volume e kg a constante de Boltzmann. Dado que

cada particula possui massa m (logo, p = mN/V'), substituindo 7" pela relac¢ao fornecida

na Eq.(2.56), obtém-se
k k
p = (—B)pT = ( b )pe. (2.58)
m mc,

Como passo de encerramento do intervalo motivador, associando o indice adiabético”

v = ¢/ ¢y, arelacao de Mayer para gases ideais (Mayer; Goeppert, 1940; Landau; Lifshitz,

1987). Verifica-se que
Cp Rs k B

f)/_ = — — = — = s
Cy Cy mc,

(2.59)

onde Ry = R/M é a constante especifica do gés, dada como a razao entre a constante

universal dos gases R e a massa molar M.

Resultado que permite, através da Eq.(2.58), obter a EAE para um gés ideal:

p = (y—1)pe, (2.60)

reescrevendo a forma da pressao (Rezzolla; Zanotti, 2013), que servird como base para

continuarmos.

Partimos agora da Eq.(2.60) para obter a forma funcional da pressao em termos de p,

tomando sua derivada total:

d de
— = —1)— = —1 — . 2.61
ap (v )dp(ps) (v )(8+pdp> (2.61)

Substituindo o termo pde/dp pela resultado da Eq.(2.55), e expressando € novamente

através da Eq.(2.60), obtemos:

dp p
— =~= 2.62
i ; (2.62)

"Definido como a razdo entre os calores especificos a pressio e volume constante.



CAPITULO 2. ESTRELAS DE NEUTRONS 38

Separando as variaveis de pressao e densidade de massa, sua integracao nos leva a

dp dp
_ = /y _
p

= hnp=vyhp+Ink,

que, utilizando as propriedades de logaritmo natural, especificando a constante politrépica
k = e, definimos

p="kp', (2.63)

com I' = v o indice®. Assim, pudemos ver a equacio de estado politrépica surgir como

consequéncia de um modelo de gés ideal.
Retomando a Eq.(2.55) com a forma final politrépica, Eq.(2.63), temos
de =k p'*dp, (2.64)
que pode ser integrada, para I # 1, fornecendo

k
r—1
E=a+———p 2.65
A (2.65)
sendo essa a equagao que descreve a energia interna por unidade de massa no formalismo.
A constante” de integracao « serd posteriormente determinada através de condicoes de
contorno especificas, essencial para estabelecermos a estrutura final da teoria que iremos

utilizar como base para geracao dos dados em larga escala.

Substituindo ¢ na Eq.(2.49), a densidade de energia torna-se:

k
€= (1+a)p+mpf. (2.66)

Apds termos encontrado as equacoes que descrevem a pressao e a densidade de energia
nesse formalismo, podemos calcular a velocidade de propagacao de perturbacoes adiaba-

ticas. Em meios barotrépicos, define-se:

dp dp dp
2 _ (9P _ apap
o = <a€)s dp de (2.67)

uma vez que p e € sao grandezas termodinamicas que dependem somente da densidade de

massa (p = p(p) = € = e(p)).

8Simulacoes numéricas que empregam uma EdE politrépica partem da suposicao implicita da igualdade
entre os indices politrépico e adiabético, de modo que € pode ser calculada integrando a Eq.(2.66). Nesta
secdo, assumiremos que I' = v (Rezzolla; Zanotti, 2013).

9Adotando a convencdo usual (T = 0) = 0, pode-se fixar a constante de integragdo como nula.
Contudo, em decorréncia de sua futura aplicagao, a mesma serd mantida nas equagoes.
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Para calcular dp/de, é conveniente estabelecermos uma relagdo que envolve a ental-
pia especifica e as densidades de massa e energia. Nesse sentido, expandindo ambos os

diferenciais da Eq.(2.52), temos
———=dp = p— (2.68)

que multiplicado por p?, isolando de obtém-se,

de = (“;p> dp. (2.69)

Definida, por construcao, como a soma da energia interna de um sistema com a de sua

capacidade em realizar trabalho mecanico,

h o= , (2.70)

a entalpia especifica, pode ser utilizada como substituta do termo entre parénteses na

equacao anterior e produzir,
de = hdp. (2.71)

Com essa relagao, derivando em p a Eq.(2.63), podemos obtendo a forma final

1 dp I'p
2 = Z = = 2.72
s h dp e+p’ (2.72)

da equacao que fornece a velocidade do som para o formalismo politrépico.

2.4.2 Politropicas por Partes Generalizadas

Utilizando a Eq.(2.63) como base da parametrizacao na regiao de alta densidade das
EdEs para as ENs, notemos que as equacoes politropicas podem ser formuladas como uma

uniao de termos:

essa sendo a equacao de estado politrépica por partes generalizada (PPG).

O indice politrépico,

In[(pi — Ai)/(pi—1 — )]

Fi —
In(pi/pi-1)

(2.74)

Y

obtido ao avaliar dois pontos de pressao (p;_1, pi—1) € (pi, p;) em um mesmo intervalo 1.
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O termo A;, trata-se de uma constante que integra um conjunto de condigoes, o qual
tem por objetivo garantir a continuidade da pressao, densidade de energia e diferenciabi-
lidade, nas densidades de interface (DI), onde existe a segmentacao dessas equagoes que

discutiremos mais a frente.

Vale destacar que, embora a equacao de estado nao precise, em geral, satisfazer a
condicao de continuidade, o presente trabalho restringe-se a analise de equagoes de estado

que a obedecem.

Impondo a condicao de diferenciabilidade nas DIs, somos conduzidos as relagoes de

ajuste
dp; _ dpit1
dp |, dp 1,
Dikipi ™" = Tipikin P{mily
' r._r
ki—‘,—l = kz plrl FZ-H, (275)
L1

para a constante politrépica.

Avaliando a condicao de continuidade da pressao na DI p = p;, produz-se a relacao

pi(pi) = piv1(pi),

Recolocando o primeiro termo a direita dessa expressao pelo resultado obtido da condigao

de diferenciabilidade, Eq.(2.75), isola-se o termo A do intervalo i4+1 como,

T, |
Ay = A+ (1 - ) ki pr. (2.77)
FiJrl

Considerando a Eq.(2.55), substituindo p agora pela Eq.(2.73) para um intervalo i:
de; = (kip" >+ Nip7?) dp. (2.78)

Integrando termo a termo (com I'; # 1):

/dgi = k:i/pri_2 dp + Ai/p_2 dp,

E; = pFi_l - — + . (279)
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Substituindo esse resultado na defini¢ao de €, obtemos

&= 14aw)p+ - Pt — A, (2.80)

sendo essa a expressao que define a densidade de energia do i-ésimo intervalo.
Conforme mencionado, agora, exigindo a continuidade na Eq.(2.80) sob densidade de
transigao, €;(p) = €;11(p), obtém-se a relacao
Ligg =T
(Civr —1) (I = 1)

i1 = a; + Iy kipiit (2.81)

que fixa o valor da constante « para o intervalo de seguimento 7 + 1.

Veremos agora a forma da equacao que fornece a velocidade na qual ondas sonoras se
propagam no fluido descrito por nossa EdE. Inicialmente, tomadas as mesmas condi¢oes

vistas na secao anterior junto da relacao para entalpia especifica, a partir da definicao da

1 [dp;
2 i

devemos encontrar h; e dp;/dp, levando em conta as caracteristicas do formalismo de PPG

velocidade do som,

em questao.

Nesse sentido, observando que o excerto puramente barotrépico de nossa equacao de
estado é p; — A; = k;p'i. A derivada da pressao definida na Eq.(2.73), com relacao a

densidade de massa,

dp; L k; ph
P g gl = P (2.83)
dp p
pode ser escrita como,
dp; I
0 p ( ) (2.84)

Dado a forma encontrada para ¢;, junto das defini¢oes de p; e h;, podemos calcular

h, = €i +pi7
p
hi = (1+a) + T i 1,0Fi_1 — A+ Rt + A
¥ I;—1

r,—-1

evidenciando que o termo A; nao contribui sobre a entalpia especifica, mantendo-se com

a forma barotrépica padrao.
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Diante desse fato, por meio do resultado visto na Eq.(2.84), temos que

@ = LA (2.86)
' € + Pi

que fornece a velocidade do som dentre o i-ésimo seguimento particionado.

Como parte final dessa segao, iremos denotar alguns pontos relevantes a respeito da
equacao que fornece a velocidade do som, atrelados a sua futura aplicacao sobre a mode-
lagem do fluido estelar e respectiva obtencao das curvas de M-R por meio da solucao das
equagoes de TOV.

Primeiramente, podemos observar que no limite de A; — 0, a equacao para cgi recupera
a forma derivada da equacao politrépica padrao. Ponto positivo, tendo em vista que, em
dado limite, recuperar-se o comportamento descrito pela teoria precursora € requisito

basico, o qual deve se mostrar consistente frente as derivacoes consequentes da mesma.

Além disso, a exigéncia de causalidade
2 <1, (2.87)
implica a condicao

Ui (pi —Ai) < e +pi, (2.88)

que limita simultaneamente os valores admissiveis de I'; e a magnitude do deslocamento

A; em cada intervalo politrépico.

No contexto considerado, convém destacarmos que o fator presente no numerador da
Eq. (2.86), responsavel por expressar a parte termicamente atival®, representa a rigidez

efetival’ do fluido

dp

= 90 (pi — Ni), (2.89)

a qual esta desvinculado da contribuicao puramente estatica de A;.

Por sua vez, no denominador, o termo que corresponde & inércia relativistica total'?
€ + pi, ¢ o responsavel por resistir a propagacao da perturbagao actstica. Note que,
apesar de deslocar individualmente ¢;, esse par é independente do termo A;, bem como

pode ser visto ao rebuscar o comentario feito na obtencao da Eq.(2.85). Nessa passagem

OFEntende-se a fracdo da pressio que responde a variacoes de densidade e, portanto, participa na
propagagao de perturbagoes acusticas. Como A; é constante com respeito a p (OA;/0p = 0), ele nao
contribui para essa resposta e é subtraido no cdlculo de dp/dp.

HTambém conhecido como médulo de incompressibilidade, definido em matéria nuclear como K =
9 (0p/9dp), representando a resisténcia volumétrica do fluido & compresséo.

12Podemos traduzi-la como o “peso” que deve ser acelerado.
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apontamos que o mesmo € eliminado no calculo de h; e, portanto, nao contribui a resposta

de uma compressao infinitesimal do fluido.

Posto isso, ao analisarmos as implicagoes desse formalismo sobre a estrutura estelar
através da Eq.(2.41), vemos que, como A; desloca ¢; e p; em igual magnitude, ele altera'® a
massa-energia integrada, afetando indiretamente a estrutura final sem influenciar a rigidez
local. Em ultima anélise, o conjunto formado pelas condi¢oes impostas de continuidade,
diferenciabilidade e causalidade define um subespaco viavel no dominio dos parametros
(ki,Ti, A;). A determinacao desse subespago possui relevancia prética, onde apenas con-
figuracoes nele contidas fornecerao, por meio das equagoes de TOV juntamente com a

Eq. (2.86), sequéncias M-R para nosso estudo.

Sendo assim, a secao seguinte implementara as PPG na integracao numérica das equa-
¢oes de TOV, explorando como variagoes em I';, k; e A; moldam familias de solucoes de
M-R.

2.5 Modelagem

Para prosseguirmos com efetividade em dire¢ao ao nosso objetivo, é essencial manter
claras, ao longo de todo o desenvolvimento, duas 6pticas sobre a aplicagao do AM. Pri-
meiramente, é preciso reconhecer a direta influéncia que cada fase individual do processo
possui sobre a qualidade dos resultados. Em segundo, a ado¢ao de uma visao sistémica que
integre essas etapas de forma consistente torna-se um requisito para otimizar o processo

de estruturacao do modelo como um todo e garantir resultados robustos e coerentes.

Nesse sentido, em consonancia com a Optica sistémica mencionada, os principios que
serao discutidos a frente foram elencados por promover um processo de treinamento con-
gruente com as particularidades do problema em analise, contribuindo positivamente para

a qualidade dos futuros resultados.

Apos explorarmos o cunho teérico do modelo de EdEs, abordaremos os principais
pilares necessarios para estabelecermos uma base sélida, desde a etapa de geracao e com-
posi¢ao dos dados que formarao nosso dataframe (DF) até a validagao final do modelo.
Para tanto, indicamos como elementos centrais no desenvolvimento da modelagem e pré-
processamento de nosso DF a preparacao de dados, analise do tipo de modelo x finali-
dade, configuracao de treinamento, e estratégia de validacao, os quais serao abordados em

sequencia.

Iniciando pelo elemento mais comumente chamado de pré-processamento, essa etapa

abrange coleta criteriosa, limpeza, balanceamento, tratamento de valores ausentes, nor-

130 campo de densidade de energia, que integra a massa M (r) na TOV é alterado por A;.
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malizacao e verificagao de distribuicao estatistica dos dados. A qualidade dessa etapa

determina o teto de desempenho de qualquer modelo subsequente.

Como segundo de nossa lista, é fundamental compreender se a tarefa é de regres-
sao, classificacao, clusterizacao ou outra categoria. O alinhamento claro entre o objetivo
da aplicagao, varidveis disponiveis e resultado esperado (relagao DF & saida) orienta a

escolha da técnica mais adequada.

A parte de configuracao do treinamento, inclui selecao do algoritmo especifico, ajuste
de hiperparametros (por busca em grade, random search ou métodos bayesianos) e de-
finicao de politicas de regularizacao. Essas decisoes devem refletir as caracteristicas do

conjunto de dados, categoria do modelo e as limitagoes operacionais do projeto.

Embora tenhamos colocado como tultimo elementos, a estratégia de validagao é tao
importante quanto qualquer outro destaque anterior. A adoc¢ao de k-fold, validagao tem-
poral ou divisao treino-validacao-teste (conforme o contexto), acompanhada de métricas
compativeis com o tipo de tarefa, permite avaliar de forma coerente a performance e

comportamento do modelo durante seu processo de treinamento.

Com base nessas consideragoes, a seguir apresentamos os passos para a construgao e o
processamento de nosso dataframe final. Para manter a clareza das defini¢oes e resultados
que serao discutidos, todas as referéncias a densidade serdo expressas em unidades de
MeV fm™3.

Decorrente do formalismo de PPG, o primeiro passo na construgao de nosso algoritmo
de geracao de EdEs consiste em definir os parametros que asseguram as condigoes de
continuidade e diferenciabilidade para cada uma das DIs, as quais conectam dois intervalos

em p.

Posto isso, nas Tabelas 2.1 - 2.2 sao apresentados'* os parametros necessirios para
ajustar/conectar os segmentos em cada DI presente no intervalo 0,0 < p < p,, onde
p, = 1,15 x 10> MeV fm ™, define o ponto'® de separacio entre as regides de baixa e alta
densidade em nosso modelo. Baseado em PPG, esse conjunto de parametros estabelece a

equacao de estado SLy4 como responséavel por descrever'6

a regiao que antecede o intervalo
paramétrico referente ao nicleo estelar (Douchin; Haensel, 2001). Os mesmos podem ser
obtidos através das informagoes dispostas nas tabelas enumeradas como 2 e 3, do apéndice

B da literatura utilizada como referéncia sobre EAE politrépicas ( O’Boyle et al., 2020).

14 A notacdo de subindices s;, onde i = 1,...,5, é utilizada como forma de referenciar o respectivo
numero da linha na tabela onde os parametros sao encontrados na literatura de PPG.

15 Ainda nesse capitulo, mais a frente abordaremos as razoes para a escolha desse valor.

16De acordo com os autores de PPG, os parametros definidos pelas Tabelas 2.1 - 2.2 também ajustam
a equagao de estado QHC19, para descrever o intervalo definido como regiao média da crosta (Baym et
al., 2019).
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TABELA 2.1 — Valores das DIs para configuracao da equacao de estado SLy4 que definem
os pontos de transicao entre os segmentos.

~.

ps; (MeV fm_3)

0 3,52 x 1077
1 1,02 x 1074
2 1,87 x 1071
3 2,98 x 107!
4 5,35 x 10!
5 4,15 x 102

TABELA 2.2 — Parametros que definem a EdE politropica segmentada no formalismo
PPG. Esse ajuste foi projetado para reproduzir com precisao o indice politropico, bem
como a pressao em baixas densidades para a SLy4. Cada linha corresponde a um dos
intervalos de densidade definidos na Tabela 2.1, onde os coeficientes (ks,, I's,, As,, as;) s@o
aplicdveis, e o ultimo segmento ¢ truncado em p, = 1,15 x 10> MeV fm 3.

T ps; < p =< ps; ksi[(MeV fm3) 1-1“51.] T, As,(MeV fm3) as,

0 0<p < ps 1,59 x 10~ 1 1,611 0 0

1 psy <p<ps, 1,40 x 1072 1,440  —7,59x 10713 —1,.861 x 107°
2 ps, < p < psy 3,28 x 1073 1,269 -3,38x 107 5278 x 1074
3 Psy < P < psy —1,24 x 107° —1,841 6,69 x 1074 1,035 x 1072
4 psy < p < psy 8,35 x 1074 1,382 3,97 x 1074 8,208 x 1073
5 ps, <p<p, 5,05 x 1077 3,045 1,12 x 10! 1,94 x 102

As informagoes complementares (valores em negrito na Tabela 2.2), que nao foram
calculados na versao de origem!” das tabelas, estao relacionadas ao seguinte fato. Ob-
servando que a DI definida para iniciar a segmentacao de nosso modelo parametrizado
p, ¢ menor que a densidade!® p,,, utilizamos as equagoes de recorréncia para obter os

novos valores (que antes seriam denotados por A, e a,,) dos parametros que compdem

17Na literatura utilizada como referéncia para o formalismo de PPG, tais valores nao sao fornecidos.
18Essa informacao esta dispostas no item (6) da Secdo IV.C da referéncia adotada sobre PPG ( O’Boyle
et al., 2020).
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parte do conjunto responsavel pela conexao desejada em p,. Definidos, entao, como A, e
a,, os valores obtidos que estao dispostos em negrito na Tabela 2.2, juntos aos demais!?

vinculados aos outros seguimentos de menor densidade.

Com a Tabela 2.2 em maos, configuram-se todas as informacoes necessarias para a
descrigao de nossa equacgao de estado da regiao de baixa densidade. A partir desse valor
(p,), inicia-se a regiao de alta densidade onde o modelo paramétrico com suas segmen-
tagoes assume o controle de descricao da equacao de estado. Observe que, possuindo
por completo os parametros do formalismo de PPG até p,, todos os demais parametros
relativos aos seguimentos da parametrizacao que surgiram, sao obtidos de forma recor-
rente definindo-se as seguintes DIs e respectivos I';, diretamente através do conjunto de

expressoes formado pelas Eqs.(2.74 - 2.81).

Conforme idealizado, na Tabela 2.3 organizamos uma visao das DIs, regioes da estru-

tura estelar e correspondente equagao de estado que descreve o segmento do modelo.

Em sintese, as regides de densidade do nosso modelo sao definidas de modo que, a
SLy4 é vélida em descrever a matéria estelar na regiao de densidade até p,, enquanto nas
regioes de densidade superior, emprega-se a parametrizacao baseada em uma subdivisao

logaritmicamente espacada em 3 partes, dado intervalo p, e p, = 1,12 x 103 MeV fm ™2,

Optamos por posicionar as quebras de densidade definindo 3 segmentos (iniciados por
p,) com espagamento uniforme no log p, buscando melhorar a capacidade do formalismo
em reproduzir as grandezas macroscépicas calculadas pelas equagoes de estrutura, nota-
damente massa e raio (Raithel; Ozel; Psaltis, 2017). Existem duas razoes principais para
essa escolha. A primeira é que a equagao de estado varia por ordens de grandeza, de modo
que dividir o dominio em fatores multiplicativos iguais garante uma distribuicao da resolu-
¢ao proporcional a prépria variacao fisica. A segunda é que as quantidades macroscopicas
M, R e o momento de inércia I apresentam maior sensibilidade as densidades proximas da
densidade de saturacdo nuclear, ps; ~ 1,51 x 102 MeV fm >, Dessa forma, o espacamento
adotado concentra, sem aumentar o nimero total de segmentos, mais pontos de quebra
justamente na regiao em que a resposta de M, R e I é mais pronunciada (Raithel; Ozel;
Psaltis, 2016).

Equivalente ao espagamento uniforme em log p, a escolha desses pontos em progressao
geométrica aparece tanto nas politrépicas ajustadas em log P-log p de (Read et al., 2009),

quanto na reconstrucao por pressoes em densidades fiduciais®® (Ozel; Psaltis, 2009).

9Visto que até p, nossa equagao de estado trata-se da SLy4, os valores de ks, e 'y, devem ser mantidos
os mesmo conforme descritos na literatura sobre PPG.

20Densidades pré-selecionadas em progressdo geométrica nas quais a pressio é tratada como pardmetro
livre
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TABELA 2.3 — Segmentos de densidade, equacgoes de estado empregadas e composicao
dominante, segundo o esquema unificado SLy4 para crosta e niicleo externo. Esse conjunto
de informagoes fornece uma visao estrutural basica da EN, gerada através do formalismo
em questao.

Regiao - EdE p (MeV fm™3) Composicao esperada
Externa — SLy4 p<20x10"1 Rede cristalina de niicleos pesados (Fe,
etc.) imersos em gas de elétrons dege-
nerados.
= Interna — SLy4 20x 107t <p<20 Nucleos muito ricos em néutrons imer-
wn
C% sos em gas de néutrons livres e elétrons
relativisticos (pés-gotejamento).
Interna — SLy4 2,0 < p<6,0x 10! Possiveis fases pasta (laminas, tubos,
bolhas), coexistindo com gas de néu-
trons; meio inhomogéneo em transicao
rumo ao nucleo.
o Externo — SLy4 6,0 x 10! < p < 1,15 x 102> Matéria uniforme npe(u) em equilibrio
;‘g B; fracao pequena de prétons e elé-
Z trons; surgimento de muons quando
He > mMCQ.
1° Segmento 1,15x10% < p < 2,45x10? Continuacdo politrépica ajustada a ob-
3 servaveis astrofisicos.
&
N
*E 2° Segmento 2,45%10% < p < 5,24x10?
g
£
s
=¥
3° Segmento 5,24x10% < p < 1,12x103

Com efeito sobre o préximo passo da modelagem, traremos luz sobre uma das prin-
cipais caracteristicas que diferem o formalismo generalizado do padrao, recordando o
desenvolvimento feito na secao dedicada as equacoes de estado politropicas. Nela, junto
das definicoes atreladas a um fluido barotrépico e a uma equacao de estado de um gas
ideal, a partir da 1° lei da termodindmica pudemos (sem a necessidade de um ansatz)
derivar a seguinte igualdade para o expoente politrépico:

PP dpi’
pi dp

ao qual, por conveniéncia, passaremos a nos referir como indice politropico efetivo local.

(2.90)
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Olhando o lado direito dessa equacao, conforme ja verificado, os termos relacionados
com a derivada da pressao (bem como ¢2 no PPG) sao livres*' do termo A;. Contudo,
diferente do formalismo padrao, embora o termo extra nao contribua com a resposta
dindmica da pressao (dp;/dp), ele ainda altera seu nivel absoluto. Fato que deve ser
levado em conta ao se expressar o indice efetivo. Para tal, lembrando que k; pt* = p; — A,
substituindo a forma generalizada da pressao na Eq.(2.90), obtém-se diretamente

I, = Fi(l — &) . (2.91)

Pi
Essa nova relacao evidencia como se medir a rigidez efetiva local do formalismo. Facil-
mente verificavel, temos que no limite A — 0, recupera-se a identidade r — I', do caso

politropico padrao.

Primeiramente, a Eq.(2.91) explicita que o sinal de A; modula a rigidez efetiva de tal
modo que, se A; > 0, entao I, < T, (amolecimento relativo); se A; < 0, entao I, > I
(endurecimento relativo). Contudo, para A; < 0 é necessdrio a restrigao fisica adicional
de manter p;(p) > 0 em todo o dominio de interesse. Préximo ao limite p; — 07, a razao
A;/p; diverge e, por conseguinte, [; cresce sem limite, indicando uma regiao nao fisica que
deve ser excluida da andlise. Assim, além das checagens de monotonicidade (dp/dp > 0),
impoe-se explicitamente a positividade da pressao ao longo do dominio integrado nas

equacoes de TOV.

A expressao encontrada para o indice politropico efetivo é de nosso interesse, pois
estabelece uma métrica que traduz e permite a comparacao direta com os valores dos
limites impostos sobre cada I' do formalismo padrao, os quais regulam a regidez da equagao

de estado. Para ilustrar o impacto de A sobre f‘, consideramos as Figs.(2.2, 2.3, 2.4).

Fixando, para a andlise ilustrativa, k = 2 e I' = 3, a Fig.(2.2) mostra que curvas
com A > 0 permanecem abaixo do valor I' nominal®? (linha tracejada em preto) até
que kp' > A, quando entdo I - T. Para A < 0, o comportamento é dual, a curva
correspondente permanece acima de I', refletindo o endurecimento efetivo, mas somente

é tracada na faixa em que p(p) > 0 (regides nao fisicas sdo omitidas).

Na Fig.(2.3), mantendo p fixo, observa-se a dependéncia de [ com A. Para A >0, T
decresce monotonicamente e tende a zero quando A — oo. Para A < 0, I’ cresce acima
de T e diverge ao se aproximar do limite A — — k p' pelo lado direito (fronteira p — 07);

por isso, a vizinhanga proibida é omitida no gréfico.

21Voltando & forma como se descrevem a pressio e a densidade de energia nas Eqgs. (2.73, 2.80), note
que o termo A; desloca ambos com sinais opostos, preservando o termo ¢; 4+ p; presente na expressao da
velocidade do som.

22Valor fixo de I' parametrizado para todo o intervalo de densidade, correspondente a descricao do
formalismo padrao.
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FIGURA 2.2 - Indice efetivo I'(¢) para dois ~ FIGURA 2.3 — Dependéncia I'(A) em e fixa.
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FIGURA 2.4 — Mapa de calor para I'(e,A). A linha p = 0 (A = —k¢") é indicada; a
regiao nao fisica (p < 0) é mascarada.

Finalmente, para visualizar simultaneamente a atuacao conjunta de € e A, a Fig.(2.4)
apresenta um mapa de calor de f(e,A) cobrindo A > 0 e A < 0. Observa-se que o
impacto de A é mais expressivo em baixas densidades. Valores positivos reduzem a rigidez
efetiva, enquanto valores negativos a elevam, limitados pela fronteira fisica p = 0. Em
regioes de alta densidade, o termo barotrépico ke domina e restaura a equivaléncia com

o formalismo padrao, independentemente do sinal de A.

Com isso, tendo em vista analisar posteriormente se tais defini¢goes foram ou nao
justificadas, a priori, faremos a adogao dos limites inferiores e superiores para os indices

I; de cada DI, tendo como objetivo equilibrar: (i) fidelidade a célculos nucleares em
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baixas densidades, (ii) liberdade para rigidez intermedidria sem violar a causalidade, e
(iii) compatibilidade com massas e raios observados em ENs préximas a 2M. Com esse

enquadramento, os intervalos sao motivados por evidéncias empiricas e vinculos fisicos:

e Cobertura empirica da crosta e regiao de saturacao: Read et al. demonstraram que
trés segmentos com 1 < I' < 4 reproduzem ~ 30 EdEs nucleares com erro inferior a
4% (Read et al., 2009). O refinamento posterior de Greif et al. indica que estender o
teto de 'y até 4,5 amplia a diversidade de rigidez sem degradar o ajuste (Greif et al.,
2019).

e Flexibilidade sob o limite causal: Hebeler et al. propuseram priors tao amplos quanto
I' ~ 8, mas mostraram que valores extremos entram rapidamente em conflito com
2 < 1(Hebeler et al., 2013). A faixa T'y € [1,5, 5,0] segue o pico estatistico obtido
em amostras bayesianas recentes, que privilegiam 2 < I'y < 4 e minimizam solugoes

superluminais (Greif et al., 2019).

e Consisténcia com limites observacionais: Estudos como os de Raithel & Most e Ozel
& Freire compilaram massas ~ 2M, e raios R ~ [11 - 13] km, verificaram que I" 2 5

raramente satisfaz simultaneamente observagoes de massa e raio (Raithel; Most, 2023;
Ozel; Freire, 2016).

Para os trés segmentos da regiao de alta densidade, definidos os intervalos
Iy e[1,3,4,5], TI'yel[l,5,50], I'se]|20,5,0], (2.92)

de modo a cobrir, com parcimonia, desde regimes macios até rigidos para as equagoes de

estado.

Dando sequéncia, sabemos que o principio da causalidade é um requisito fisico basico,
o qual estabelece que a velocidade maxima de propagacao de uma onda em qualquer
material é a velocidade da luz no vacuo. Em nosso contexto com as ENs, para garantir
que as equagoes de estado respeitem esse principio, a velocidade do som nao pode exceder
tal limite em todas as pressoes e densidades possiveis. Para tanto, durante a integragao
das equagoes de TOV, exigimos localmente através da Eq.(2.86), a seguinte condigao
normalizada,
2 = Lilpi = ) < 1, (2.93)

' € + Di

que define para cada conjunto (I';,T's,T'3), o limite superior pp.x de exploracao de densi-
dade central na malha TOV, assegurando que todas as solugoes obtidas em nosso modelo

o respeitem.
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Além das consideragoes associadas a causalidade e limites de I', é fundamental re-
conhecer o papel decisivo que estudos observacionais exercem na validacao de solugoes
propostas por modelos tedricos. Com base nisso, estabelecemos uma condigao adicional
que filtra as solugoes obtidas a partir de pesquisas astrofisicas recentes de relevancia (Ab-
bott et al., 2017; Miller et al., 2019; Riley et al., 2019; Miller et al., 2021; Riley et al.,
2021).

Essa escolha impacta diretamente a composicao de nosso futuro banco de dados, pois o
critério seleciona apenas as EdEs geradas que se mantém consistentes com as informacoes
fornecidas por tais trabalhos. Em particular, utilizamos as regioes delimitadas por vinculos
observacionais provenientes das medigoes realizadas pelo NICER para os valores de massa
e raio dos pulsares PSR J00304-0451 e PSR J0740+6620, bem como as restrigoes derivadas

da analise das ondas gravitacionais associadas ao evento GW170817.

O conjunto dessas informacoes define uma faixa plausivel para a relacao de massa e
raio das ENs. Impomos, portanto, que qualquer solugao das equacoes de TOV, juntamente
com a respectiva EAE presente em nossa base, deva necessariamente intersectar, em pelo
menos um ponto, cada uma das regioes estabelecidas no diagrama M-R segundo os estudos

citados.

Levando em conta a base tedrica e as restricoes mencionadas, utilizando a linguagem
Python, desenvolvemos um cédigo, o qual encontra-se disponivel através do link [Reposi-
tério COD], que implementa nosso modelo paramétrico para geragao dos dados em larga

escala.

Para a execucgao desse codigo, é necessario apenas que defina-se o nimero de conjun-

tos/trios I'; a serem amostrados, no argumento n da fungao principal main_execution.

O procedimento completo da execucao do cédigo segue quatro passos bem objetivos:

1. Amostragem dos parametros
Sao randomicamente selecionados n-conjuntos de indices politrépicos a partir de dis-
tribuicoes uniformes, com amostragem independente em cada intervalo previamente

estabelecido na Eq.(2.92), de modo que,

Ly ~ U™, TP, i=1,2,3.
2. Construcao das constante e monotonicidade
Para cada trio amostrado de I';, calcula-se (k;, A;, ;) para as DIs assegurando a
continuidade de p, € e dp/dp, seguido pela verificacao de positividade em todo o

intervalo de variagao (p > 0) e (p; < p2 < p3) que valida o conjunto para seguir.

3. Causalidade
Avalia-se a condicao ¢? < 1 em um leque de densidades centrais; apenas os conjuntos

que obedecem a esta restricao recebem um limite superior p., € seguem adiante.


https://github.com/brunosg88/cod_doc_ppg_rn/tree/main
https://github.com/brunosg88/cod_doc_ppg_rn/tree/main
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4. Integracao das equacgoes de TOV
Para cada EdE aceita, resolve-se o sistema dp/dr e dm/dr até a pressdo superficial

p(r) = 0, devolvendo massa M e raio R.

Dessa forma, escolhendo o valor de n, o cédigo gera um conjunto diversificado de EdEs
fisicamente aceitaveis e calcula de forma automatica as respectivas solugoes M-R das
estrelas. O resultante é um banco de n-EdEs fisicamente validas com suas solugdes TOV

correspondentes.

Realizado testes iniciais para aproximar a taxa que estima a quantidade de equacoes
de estado resultantes pos-filtro observacional, definimos uma quantidade total inicial de
2.3 x 10° EdEs para o processamento, as quais resultaram em ~ 9,7 x 10* curvas vidveis
de acordo com o filtro observacional, as quais sdo exibidas na Fig.(2.5) seguida por suas

respectivas solugoes M-R na Fig.(2.6).

i : 1.0
10°¢
0.8
)| 0.6
: 0.4
i 0.2
ol | |
10 | - 0.0

10 10°
€ (Me\/ / fm3>

FIGURA 2.5 — Conjunto de EdEs geradas segundo o formalismo PPG, conforme Eq.(
2.73), com segmentagoes continuas em pressao, energia e derivadas. A regiao subnuclear
é descrita pela SLy4, enquanto a de alta densidade é parametrizada por trés segmentos
politrépicos com indices I'; variando nos intervalos I'; € [1,3,4,5], 'y € [1,5,5,0] e '3 €
[2,0,5,0], balanceando rigidez fisica, causalidade e vinculos observacionais. A coloragao
presente nas curvas p(e) correspondem ao valor normalizado de ¢, os quais além de indicar
o comportamento de rigidez do fluido, evidéncia a causalidade exigida sob o modelo.
As linhas tracejadas verticais indicam as DIs entre segmentos, ao longo das quais sao
garantidas transicoes suaves. O conjunto final, composto por 9,77 x 10* EdEs vidveis,
¢ consistente com os dados observacionais de 5 recentes estudo sobre a determinacao da
M-R de pulsares massivos.
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Temos representado as curvas p(e) como as EdEs no gréfico, onde o gradiente de cores faz
alusao aos valores associados a velocidade do som, trazendo uma perspectiva sobre como
a rigidez do fluido estelar varia. As linhas tracejadas marcam as DIs que conectam as
respectivas particoes, também onde evidenciam-se as transicoes suaves que o formalismo
PPG fornece.

C§
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=
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8 10 12 14 16
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FIGURA 2.6 — Solugoes M-R das equagoes de TOV para o conjunto de EdEs represen-
tadas na Fig.(2.5). Cada curva corresponde a solugao gerada por uma EdE especifica,
coloridas de acordo com o valor normalizado de ¢?, avaliado no centro estelar correspon-
dente, refletindo a rigidez maxima do par M-R no diagrama sob o critério causal. As
6 regioes sombreadas representam os dominios observacionais derivados de estudos re-
centes: o evento de ondas gravitacionais GW170817 (Abbott et al., 2017) e as medigoes
do NICER para os pulsares PSR J00304+0451 (Riley et al., 2019; Miller et al., 2019) e
PSR J0740+6620 (Riley et al., 2021; Miller et al., 2021). O conjunto de solugdes mostra
intersec¢oes consistentes com todas essas regioes, assegurando que apenas configuragoes
compativeis com os vinculos observacionais foram consideradas em nossa base final de

dados.

Apo6s termos consolidado o conjunto de curvas que sera utilizado nas seguintes fases do
trabalho, como ultima andalise desta secao, avaliamos I'; definidos sobre as DIs, ou seja, o
indice exponencial efetivo dos trés segmentos parametrizados. Podemos ver os resultados

na seguinte Tabela.2.4:
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TABELA 2.4 - Valores verificados como limites méaximos e minimos, e estatisticas de
média e desvio padrao de I'; avaliadas em cada DI.

min max média o
It 1,869 4351 3432 0,554
I's 1,863 4977 3,654 0,796
I's 2,045 4995 3,509 0,769

Como verificagao complementar, avaliamos I'y em densidades fiduciais psat, 2psat €

3psat, agregando todas as equagoes de estado aprovadas:

TABELA 2.5 — Diagnéstico de I'; em densidades fiduciais (amostra final).

p min max média
Psat 2,170 3,803 3,180
2psat 2,643 4,696 3,539
3psat 1,967 4,956 3,646

Esses diagndsticos sustentam que os intervalos definidos na Eq.(2.92) sdo amplos o
bastante para abarcar a rigidez efetiva requerida pelas solugoes compativeis com causa-
lidade e observagoes, sem evidéncia de truncamento indevido do espaco fisico relevante:
(i) os valores méaximos de I'; alcancam ~ 5 nos segmentos mais densos, e (i) as médias
permanecem na faixa ~ 3,2 - 3,7 em p € [psat, 3Psat), cOErentes com massas ~ 2Mg e raios

~ 11-13 km obtidos no conjunto filtrado.

2.5.1 Pré-Processamento

Mais comumente conhecido como Dataprep, a preparagao dos dados deve ser cuidado-
samente adaptada as correlacoes existentes entre os tipos de dados envolvidos, a técnica

aplicada, a estrutura e ao propdsito final do modelo.

No proximo passo, com as EdEs & M-R previamente geradas, conduziremos esse
fluxo avangando para a etapa de consolidacao dessas informagoes, preparando o conjunto

de dados que servird de base para o treinamento de nosso futuro modelo de RN.

Este trabalho tem como objetivo construir um modelo que assegure sua viabilidade

prética e aplicabilidade em contextos observacionais reais (Ozel; Psaltis, 2009). Para isso,
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com base em suposicoes plausiveis, considera-se um cendrio no qual sao coletados dados

de (M, R) referentes a 6 estrelas de néutrons, os quais servirao como entradas do modelo.

Neste contexto, o problema é formulado como uma tarefa de regressao, na qual, dados
os valores de massa e raio desses seis objetos, busca-se estimar os parametros da equagao

de estado que melhor reproduzem essa configuracao observacional.

Com o cenario idealizado, definimos que, para cada EAE de nossa base, sao amostrados
n subconjuntos distintos, cada um contendo 6 pontos extraidos de sua respectiva curva de
M-R. A selegao dos pontos ao longo de cada curva de M-R é realizada aleatoriamente,
respeitando as regides observacionais, que delimitam os dominios fisicamente plausiveis

de massa e raio.

Esse processo de reamostragem busca através da diversidade, promover maior capaci-
dade de generalizacao a RN, sem perder a robustez aliada aos limites observacionais dos

estudos ja citados.

Uma vez definidos os critérios anteriores, com o valor de n-conjuntos = 50, obteve-se
um total aproximado de 4,88 x 10% linhas para o DF, que é composto por 15 colunas,
sendo as primeiras 12 destinadas aos valores de massa e raio amostrados e as ultimas 3

os parametros I" da respectiva EdE.

E preciso ressaltar que, por conta do processo de amostragem aleatéria dos pontos de
(M, R), foi benéfico estabelecer uma diretriz de ordenagao sobre os mesmos. Portanto,
adotamos como critério a verificacdo da permutagao dos pares (M, R) que minimiza com-

primento de curva seguido da orientacao inicial pelo ponto com menor valor de massa.

Apoés a consolidacao inicial do DF, os dados passam por uma padronizacao de tipo
numérico, sendo convertidos para float32, garantindo maior eficiéncia computacional nas

etapas posteriores.

Em seguida é feita a divisao dos dados em trés subconjuntos mutuamente exclusivos:
conjunto de treinamento (60% dos dados), conjunto de valida¢dao (20%) e conjunto de
teste (20%). Essa divisdo permite avaliar o desempenho do modelo durante o ajuste e

verificar sua capacidade de generalizagao em dados nao vistos.

Com essa separacao, aplica-se uma instancia de ruido aleatério ao conjunto de treina-
mento, sob cada par ordenado (M, R), com variancias o3, = 0,01 e 0% = 0,03, a fim de
simular incertezas de natureza observacional tipicas das medigoes astrofisicas de massa
e raio, incorporando assim os erros experimentais inerentes ao processo de aquisicao de
dados. Por conseguinte, o conjunto de treinamento original e sua versao ruidosa sao entao
unificados, resultando em um aumento da quantidade de amostras de treino, seguido de

um embaralhamento global das amostras para evitar ordenacoes artificiais.

Para viabilizar o treinamento adequado da rede neural, as variaveis de entrada (massa
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e raio) e os parametros-alvo (indices politrépicos I') sao normalizados®® individualmente

através de transformacoes lineares, mapeando seus respectivos dominios para o intervalo

[0,1].
Sendo assim, para cada variavel x, o procedimento de normalizacao é definido por:

T — Tmin
Tnomm = ————_ (2.94)
Tmax — Lmin

em que Tmin € Tmax correspondem, respectivamente, aos valores minimo e méaximo obser-

vados da variavel x no conjunto de dados.

O pipeline computacional desenvolvido para preparar os dados realiza sumariamente

as seguintes etapas:
1. Amostragem de n subconjuntos com 6 pares (M, R), extraidos aleatoriamente de cada
curva, respeitando as regioes observacionais.

2. Aplicacao do critério de ordenagao dos pares (M, R) por minimizagao do comprimento

de curva, com orientacao fixada pelo menor valor de massa.

3. Consolidacao do DF contendo 15 colunas, das quais 12 armazenam os pares amostrados
de (M, R) e 3 correspondem aos parametros I, seguida da conversao dos dados para o

tipo numérico float32.
4. Divisao dos dados consolidados em treinamento (60%), validagao (20%) e teste (20%).

5. Insergao de ruido gaussiano no conjunto de treinamento, com variancias o2, = 0,01 e

0% = 0,03, simulando incertezas observacionais em massa e raio.

6. Unificacao do conjunto original de treinamento com sua versao ruidosa, seguida de

embaralhamento global das amostras.

7. Normalizacdo das variaveis de entrada (massa e raio) e dos parametros-alvo (I') via

transformagao linear para o intervalo [0, 1].

230s normalizadores ajustados sio armazenados em arquivos externos, possibilitando a reprodutibili-
dade da normalizacao nas fases de treinamento e aplicacdo do modelo.
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3 Redes Neurais

Cabe-nos, ao inicio deste capitulo, apresentar uma breve revisao histérica sobre o
surgimento das Redes Neurais artificiais seguido dos principais aspectos das redes do tipo
Feedforward (Rosenblatt, 1958; Rumelhart; Hinton; Williams, 1986; Bishop, 1995). Essa
abordagem visa introduzir além dos conceitos béasicos sobre a tematica, elementos que

darao suporte a compreensao do futuro paralelo a ser explorado.

Nesse contexto, a comparacao que serd realizada possui como foco evidenciar a na-
tureza das particularidades do modelo de RN probabilistico que posteriormente sera im-
plementado. Por ultimo, abordaremos as especificidades topoldgicas do modelo e seus

respectivos resultados acerca do treinamento.

3.1 O Nascimento das Redes Neurais Artificiais

Entre as diversas vertentes do campo de AM, a Inteligéncia Artificial (IA) consolidou-
se como uma subdrea sendo um dos temas mais “quentes’da atualidade. Algo que ha
pouco pertencia somente aos cenarios de ficcao, hoje, com uma vasta gama de aplicagoes,

trata-se de uma realidade cotidiana! do ser humano.

Figurando como um dos principais alicerces desse dominio, as IAs sdo compostas por
RNs profundas inspiradas pela constituicao biolégica do cérebro. Embora o exponencial
crescimento de poder computacional direcionado a essas redes tenha sido visto mais re-
centemente, os sucessivos avancos tedricos dessa tematica remontam a década de 1940
(Mcculloch; Pitts, 1943).

Dentre os trabalhos pioneiros até a sua consolidacao, um dos marcos iniciais foi a
proposta de Warren McCulloch e Walter Pitts, que apresentaram o primeiro modelo ar-
tificial de um neuronio bioldgico. Eles demonstraram que, com um numero suficiente
dessas unidades conectadas operando de forma sincronizada, seria possivel representar

qualquer funcao computavel. Todavia, como nao foi desenvolvido um mecanismo para

IMesmo que operem de forma invisivel aos usudrios, sistemas de recomendacio, mecanismos de analise
de crédito e ferramentas de reconhecimento de imagem constituem aplicacoes amplamente difundidas na
atual sociedade.
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ajustar os pesos das conexoes, esse modelo nao dispunha de um processo de treinamento

e otimizacao.

Esse cenario recebeu uma importante contribuicao do neuropsicélogo Donald Hebb,
que, em seu livro The Organization of Behavior, propos o conceito de aprendizado em RNs
biologicas. Segundo sua teoria, as conexoes sinapticas se fortalecem quando dois neuronios

sao ativados simultaneamente, caracterizando um mecanismo fundamental para o processo
de aprendizado (Hebb, 1949).

Na década seguinte, influenciado pelo trabalho de Hebb, Frank Rosenblatt ofereceu
outra importante contribuicao as pesquisas da area ao propor uma RN orientada compu-
tacionalmente, empregando um método inovador de aprendizagem supervisionada. Re-
presentado na Fig.(3.1), denominado como Perceptron, o mesmo consistia em um modelo
cognitivo de unidades sensoriais/entradas conectadas a uma tnica camada de neurénios

acrescidos de sinapses ajustaveis.

Entradas Pesos

r— -w 1
Soma Fungao de

Ponderada Ativacao
Saida

S

Viés

FIGURA 3.1 — Modelo Perceptron: multiplas entradas sao ponderadas por seus respec-
tivos pesos e somadas ao viés, produzindo um valor intermediario. Este valor é entao
processado pela fungao de ativacao, gerando a saida final do modelo.

Com essa nova estrutura, o modelo adquiriu a capacidade de identificar e aprender
padroes a partir dos dados fornecidos?, possibilitando, assim, a atribuicao de classificacoes

a novas amostras (Rosenblatt, 1958). Essa propriedade, posteriormente generalizada em

2Limitado a padroes linearmente separaveis.
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modelos mais complexos, constitui a base da maioria das aplicacoes contemporaneas de
RNss.

Na Fig.(3.1) ilustra-se a arquitetura bésica de um Perceptron. O vetor de caracteristi-
cas (z1, %2, ..., ;) é ponderado por pesos (wy, wy, ..., w;). Cada w; regula a influéncia da
respectiva entrada na decisao, e o viés b desloca o limiar da ativacao, ajustando a fronteira
de decisao. As contribuigoes sao agregadas em s = 22:1 w;x; + b, o qual é processado
pela funcao de ativagdo o(s), que é capaz de introduzir nao linearidade ao modelo. A

saida y = o(s) representa a predicao do perceptron.

Embora novas contribui¢oes tenham sido feitas (von der Malsburg, 1973; Willshaw;
von der Malsburg, 1976), no periodo que se seguiu, uma série de limitagoes de cunho

tedrico e tecnoldgico levaram as RNs artificiais a passarem por um momento de declinio.

Em particular, assinalando a abertura dessa temporada, Marvin L. Minsky e Seymour
Papert chamaram a atencao para uma série de problemas em seu livro Perceptrons, de-
monstrando que tais modelos de camada unica sao incapazes de aprender funcoes nao

lineares limitando severamente seu poder de representagao (Minsky; Papert, 1969).

Foi apenas na década de 1980 que as RNs voltaram a ganhar popularidade. Esse mo-
vimento teve entre suas obras precursoras o trabalho de John Hopfield, que mostrou como
essas redes podem armazenar e recuperar padroes de forma associativa, impulsionando o
interesse renovado no campo, especialmente nas redes recorrentes (Hopfield, 1982). Di-
versos outros avancos fundamentais surgiram nessa época, incluindo a popularizacao do
algoritmo de backpropagation, redescoberto e difundido por David E. Rumelhart, Geoffrey
E. Hinton e Ronald J. Williams (Goodfellow; Bengio; Courville, 2016).

Desse periodo fértil, importa salientar que, em reconhecimento a contribuicao decisiva
dessas ideias para o progresso das RNs e, por consequéncia, do AM, Hopfield e Hinton

foram agraciados com o Nobel de Fisica de 2024.

Representado na Fig.(3.2), modelos como o Perceptron Multicamadas ja empregavam
regras de atualizagao de pesos, porém, o algoritmo de backpropagation introduziu um

procedimento sistematico para retropropagar o erro por vérias camadas.

Isso permitiu que redes com arquiteturas maiores aprendessem de forma mais efici-
ente, refletindo diretamente em modelos de desempenho superior (Rumelhart; Hinton;
Williams, 1986). Nesse ambiente favoravel, diante de sua eficicia em solucionar com éxito
uma variedade de problemas, as RNs persistiram e ampliaram seu escopo de aplicacao,
sendo utilizadas em diversas tarefas como, por exemplo, reconhecimento de fala e ima-
gens, recomendacao de produtos e servicos, analise de risco, robdtica avancada e conducao

autonoma.
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Camada de Camadas
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FIGURA 3.2 — Modelo Perceptron Multicamadas: composto por camadas de entrada,
ocultas e de saida. As varidveis de entrada sao processadas sucessivamente através de
combinagoes ponderadas e funcoes de ativacao, permitindo ao modelo capturar relagoes
nao lineares. A presenca de multiplas camadas ocultas amplia sua capacidade de repre-
sentacao, gerando as predicoes finais na camada de saida.

A Fig.(3.2) ilustra a estrutura de um Perceptron Multicamadas, constituido por cama-
das de entrada, ocultas e de saida. Na camada de entrada, cada componente x; representa
uma varidvel do vetor de entrada x = (z1,z9,...,2,), a qual é propagada para a primeira
camada oculta como z?
realiza uma combinagao linear das saidas da camada anterior, computando a soma pon-

= z;. Nas camadas ocultas, cada neurénio ¢ da camada [ (I > 1)

derada s! = Zj wﬁjzé._l + bl, seguida pela aplicacio da funcao de ativacao, produzindo
!

2l = o(sl). Esse procedimento é repetido em todas as camadas ocultas subsequentes, de

[ -1
ij%j

neurdnio k computa sua saida a partir das ativac¢oes da tltima camada oculta (denotada

por L), segundo y = o (3, wi2F + by,

acordo com a regra geral 2! = o> w + bl). Por fim, na camada de saida, cada

A popularidade crescente das RNs deve-se especialmente a sua excepcional aptidao
em processar grandes volumes de dados e aprender representacoes altamente complexas.
Um exemplo nitido desse potencial, o qual ja integra a realidade de muitas pessoas, sao as
[As generativas tais como o ChatGPT, Gemini, Llama e DeepSeek, também conhecidos

como modelos de linguagem de grande escala.

Os famosos Large Language Models utilizam a arquitetura transformer, um avango
significativo no campo do Deep Learning (Aprendizagem Profunda), permitindo que o
processamento e a geracao de texto sejam realizados de forma extremamente contextua-

lizada e coerente (Vaswani et al., 2017).
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3.1.1 Componentes e Topologias

Visto esse panorama promissor, antes de iniciarmos as discussoes a respeito das bases
conceituais e técnicas vinculadas a estruturacao de nosso modelo bayesiano, é necessario,

inicialmente, abordarmos algumas defini¢coes mais gerais deste contexto.

Contudo, apesar da ampla diversidade de possibilidades existentes no campo, no-
tadamente, os elementos apresentados nesta secao tém como finalidade estabelecer um
conhecimento basico e, dentre eles, os essenciais para desenvolvimento do modelo que
sera proposto mais a frente. KEssa delimitacao visa garantir clareza e consisténcia no

desenvolvimento tedrico que sustenta nossa abordagem. Para tal, elencamos:

Neuronios: Também denominados nés, sao unidades fundamentais de processamento que
recebem um ou mais inputs (dados de entrada) e produzem um output (dado de saida).
Cada neurdnio realiza uma soma ponderada das entradas recebidas, adiciona® um termo

de viés e, em seguida, aplica uma func¢ao de ativacao ao resultado para gerar sua saida.

Pesos: Valores numéricos associados a cada conexao de entrada, definindo a contribui-
cao relativa de cada sinal de entrada na soma ponderada efetuada pelo neuronio. Esses

parametros sao ajustados durante o treinamento da rede pelo algoritmo de aprendizado.

Viés: Corresponde a um termo adicional associado a cada neuronio, cuja funcao é ajustar
o limiar de ativacao. Tecnicamente, o viés é somado ao valor da soma ponderada antes
da aplicacao da funcao de ativagao, permitindo deslocar o limiar de ativacao e, assim,

ampliar a capacidade de ajuste do modelo aos dados.

Funcgao de ativagao: Recebendo como argumento a soma ponderada acrescida do viés,
define a saida do neuronio. Pode ser linear ou nao-linear, sendo estas ultimas essenciais
para permitir a modelagem de relacoes complexas. Exemplos comuns incluem a funcao
sigmoid, ReLU (Unidade Linear Retificada) e tanh (tangente hiperbélica).

Fungao de perda: Quantifica o erro entre a saida prevista pela rede e o valor espe-
rado. Ela sintetiza o desempenho do modelo durante o treinamento e orienta o ajuste
dos parametros. A escolha da funcao de perda depende do tipo de problema e dos dados
considerados. Entre as mais comuns estao o Erro Quadratico Médio, a Entropia Cruzada
e o Erro Absoluto Médio.

Em termos gerais, a topologia de uma rede neural refere-se a sua configuragao estru-
tural, ou seja, a maneira como os neuronios estao organizados em camadas e ao padrao
de conexoes que define o fluxo de informagoes ao longo da rede. Diferentes topologias
determinam distintas formas de processamento e capacidades de representacao. Entre as

principais formas de arquiteturas, destacam-se:

3Quando previsto na arquitetura em questao.
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Feedforward: configuram o modelo mais elementar e amplamente utilizado, no qual o fluxo
de informagao é estritamente unidirecional, propagando-se sequencialmente da camada
de entrada até a camada de saida, sem a existéncia de ciclos ou realimentacoes. Essa
organizacao favorece estabilidade computacional e é largamente aplicada em tarefas de

classificacao e regressao.

Recorrentes: caracterizam-se pela presenca de conexoes retroativas que permitem o re-
torno de informagoes a camadas anteriores, criando ciclos internos na rede. Essa arqui-
tetura confere a rede a capacidade de modelar dependéncias temporais e sequéncias de
dados, sendo particularmente adequada para processamento de séries temporais, lingua-

gem natural e sinais dinamicos.

Convolucionais: estruturadas por meio de conexoes locais e compartilhamento de pesos,
reduzem significativamente o nimero de parametros e exploram a estrutura espacial dos
dados de entrada. Sao especialmente eficazes no processamento de imagens, reconheci-
mento de padroes visuais e, mais recentemente, tém sido adaptadas a outras modalidades

de dados estruturados.

Dentre essas variantes, a feedforward sera a que adotaremos na construcao de nosso
modelo. Nesse tipo de rede, as camadas sao, em geral, densamente conectadas, no sentido
de que cada neuronio de uma camada estabelece conexoes com todos os outros da camada
seguinte. Os neuronios sao organizados em trés tipos de camadas principais, classificadas

de acordo com sua posicao e funcao na arquitetura:

Camada de entrada: Responsavel por receber os dados iniciais e repassa-los para o proces-
samento subsequente na rede. E composta por neuronios que correspondem diretamente
aos atributos do conjunto de dados, de modo que cada componente do vetor de entrada

associa-se a um né especifico.

Camadas ocultas: Situadas entre a camada de entrada e a camada de saida, nelas os
neuronios realizam transformacoes sobre os sinais recebidos, sejam oriundos da camada
de entrada ou de outras camadas ocultas. Apds o processamento, os resultados sao trans-

mitidos as camadas posteriores.

Camada de saida: Conforme a natureza da tarefa, essa camada pode conter um ou mais

neuronios, com ou sem funcao de ativacao, sendo responsavel por fornecer o resultado

final da rede.

3.1.2 Aprendizagem Supervisionada e Retropropagacao

Visto a estrutura geral e os principais elementos que compoem uma RN feedforward,

podemos agora discutir o método de aprendizagem e as operagoes basicas envolvidas no
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processo de treinamento, as quais darao base para o desenvolvimento seguinte.

A aprendizagem supervisionada consiste em um paradigma de treinamento no qual
um modelo é ajustado a partir de um conjunto de exemplos rotulados, isto é, de pares
(x@,4@) onde x(® € R" representa o vetor de entrada e y® a respectiva saida ou rétulo
desejado. O objetivo é construir uma funcao f(x;#), parametrizada por 6, capaz de
mapear as entradas x para saidas preditas g, minimizando o erro com relacao aos valores

reais y.

No contexto de RNs, cada neurdnio executa duas operacgoes fundamentais: uma soma

ponderada dos sinais de entrada seguida da aplicagao de uma funcao de ativagao.

Seja x = (21, Z2,...,7,)T 0 vetor de entrada do neurénio, w = (wy,ws, ..., w,)T o
vetor de pesos associados e b o termo de viés. A soma ponderada é dada por:
s=w'x+b. (3.1)

Em seguida, o resultado s é transformado pela fun¢ao de ativacdo o(-), resultando na

saida do neuronio:

2= o(s). (32)

Durante o treinamento supervisionado, os parametros § = (w,b) sao ajustados de
modo a minimizar uma fun¢ao de perda C(y, 7), que quantifica a discrepancia entre a saida
predita § = z e a saida real y. A atualizacao dos parametros é, em geral, realizada por

algoritmos de otimizagao baseados em gradiente, como o método do gradiente descendente:

onde 7 ¢ a taxa de aprendizado e VyC' denota o gradiente da fungao de perda em relagao

aos parametros.

Este processo iterativo de ajuste permite que a rede aprenda, a partir dos dados rotu-
lados, o mapeamento mais adequado entre entradas e saidas, com o intuito de generalizar

para novos dados nao observados.
e Backpropagation

Embora nao seja uma caracteristica da arquitetura, devido a sua eficiéncia para cal-
cular o gradiente da funcao de perda, o backpropagation tornou-se o método padrao para

o treinamento de redes feedforward parametrizadas de forma diferenciavel.

Conforme ele serd parte* da estrutura de nosso modelo, nessa secao iremos explanar o

4Aplicado de forma implicita, através do método tf.GradientTape.gradient() do framework ten-
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mesmo em mais detalhes para compreendermos sua integracao no processo de atualizacao

dos pesos na rede.

Baseado na descri¢ao da Fig.(3.3), onde [—1 e [ representam duas camadas consecu-

tivas quaisquer em uma RN, destacamos a estrutura local sobre a qual o algoritmo de

backpropagation atua: cada saida zé-’l ¢é ponderada pelos pesos wﬁj

[, Esse esquema aponta o fluxo

i

e somada ao viés b,
resultando na soma ponderada s!, cuja ativacao gera z
forward basico, de uma conexao, sobre o qual o algoritmo de backpropagation opera para

o ajuste dos parametros.

FIGURA 3.3 — Ilustragao da conexao entre duas camadas consecutivas de uma RN, repre-

sentadas pelos indices [ —1 e [. Cada zé-’l da camada anterior é ponderada pelo respectivo

w!. e somada ao termo b, resultando na soma ponderada s!, que posteriormente é pro-

ij
cessada pela funcao de ativacio para produzir a saida z!. Esta estrutura define o fluxo
forward béasico sobre o qual o algoritmo de backpropagation opera para ajuste dos para-

metros.

Inicialmente, por convencao, chamando wﬁj o peso que liga a saida zjl_l a0 neuronio ¢

da camada [, a soma ponderada escreve-se

ny

I Ioi-1 gl L !

si—g wy; z; + by, i=1,...,n,. (3.4)
Jj=1

Aqui n¢ é o nimero de entradas provenientes da camada I—1 e n! é o ntimero de neurénios

l

)

da camada [. O termo s

l
159

resulta do somatério das ativagoes z;’l multiplicadas pelos

respectivos pesos w:., ao qual se adiciona o viés bﬁ.

Observe que cada peso wﬁj estd associado a conexao que leva a ativacao ij-1 da camada

anterior ao neurénio ¢ da camada [. Assim, a soma ponderada s! resulta do produto entre

sorflow (TensorFlow Developers, 2024).
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. . . Il . _ !
a linha 7 da matriz de pesos W! € R™*"™ ¢ o vetor-coluna das ativacoes z'~! € R™.

1 1 -1
51 by “1
1 : b= : |, z71 = : , wl = [w!-].
-1
Sll b7lzcl Z 1

Dessa forma, a operacao de soma ponderada para toda a camada é escrita como
s'=w!z"t +bl. (3.5)

Cada componente de s! é, portanto, obtido pelo produto interno da linha correspondente
de w! com z!"1, seguido da adi¢do do respectivo viés, onde n! denota o ntimero de

neuronios da camada (.

Sendo y o vetor com a saida produzida pela rede e y o vetor com a saida esperada,

5

definimos® como fungao de perda

N M
N 1 X
Cly,9) = IMN Z Z (Yir — Gir)” (3.6)
koo

a soma dos quadrados dos erros, com M sendo o numero de saidas da RN e N o nu-
mero de amostras de treinamento. A fracao que multiplica esse somatorio é um fator de

normalizacao.

Com o gradiente representando um vetor do espaco de parametros, dada a funcao
de perda na Eq.(3.6), na pratica precisamos apenas calcular as derivadas parciais que
representam seus componentes, visto que a forma de atualizacao dos parametros da rede

seguem a regra:

_ oC
ij
. oC
bi +— b} — e (3.8)

onde C/0w!; e OC/Ob, sao as derivadas da funcéo de perda em relagao aos pesos e bias
e o parametro 7 representa a taxa de aprendizado que determina a velocidade com que
a RN aprende. Um 7 muito alto pode fazer com que a rede passe por solucoes 6timas,
enquanto um 7 muito baixo pode fazer com que a rede demore muito para aprender ou

fique presa em solugoes sub-6timas.

®Nesta segao adotamos uma taxa de aprendizagem efetiva n = n/|B|, j& reescalonada pelo inverso do
tamanho do mini-batch. Entenda por mini-batch o subconjunto de |B| amostras extraido do conjunto de
treinamento e processado em uma unica iteracao do algoritmo de descida do gradiente.
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Os termos u?ﬁj e bé sao composto por seus respectivos valores da iteracao anterior,
corrigidos de valor proporcional ao gradiente. O sinal negativo nessas equagoes indicam
que estamos indo na direcao contraria a do gradiente, conforme mencionado intencao de

minimizar uma funcao de perda.

Como precisamos calcular as derivadas parciais da funcao de perda sobre todas as
camada da rede, notando que y;;, é saida da rede z! para o vetor de inputs da coluna k,
ou seja Ty, temos que esse € o Unico termo dependente dos parametros wﬁj e b, relevantes

a derivacao.

Dessa forma, sabendo que a derivada das somas é o mesmo que a soma das derivadas,

fazendo uma manipulacdo algébrica sobre a Eq.(3.6), podemos obter que

IC 1 e 01 L,
dul, _W;ZMé(yzk_yzk> ) (3.9)
aC 1 K&K a1 o,
@_W;;a@i(ym_ym) : (3.10)

Focando nossa atencao nos tultimos termos dentro dos somatérios dessas equacoes,

substituindo y;, por zX(xy) e aplicando a regra da cadeia,

0 N2 R 0 0 .
@wéj B (Z (Ik) - yik) = (z (CUk) - yzk) (8 ﬁj z; (xk) — aTym)
N 0
= (=) 5= (3.11)
L]

Eliminamos o termo g;, da equacao devido a sua independéncia em relagao aos pesos
e bias. Além disso, para simplificar a notagao, suprimimos o sub-indice k que conecta a

amostra especifica e a dependéncia do vetor x.

Continuando o passo de derivacdo sobre o termo que contem z*

70

0 . 0zl ost

=
[ ci T 5ol
ow;; Js; Ow;

(3.12)
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reescrevemos a Eq.(3.11),

Derivada da fungao
de ativagao

Derivada do erro N
- o 2
o g%z (3.13)

onde o termo §F, composto pela multiplicacio das derivadas do erro e da fungao de
ativacao, representa a contribuicao do neuronio ¢ da camada L da perda a qual estamos

calculando.

Desenvolvido o passo anterior, podemos reescrever a derivada da funcao de perda com

relacao aos pesos como,

oCc ., 0
= _ 4l ¢ .14
({9wﬁj ! 8w§j’ (3.1)

assim como, em processo analogo, aos bias

oC Ds!
W ol ik (3.15)

Obtidas as equacoes acima, podemos calcular as derivadas parciais da funcao de perda
com relacio a qualquer camada da RN apenas variando a defini¢ao de §!. Sendo que para
a ultima camada temos a dependéncia do erro, enquanto as demais irao depender do § da

camada posterior.

Aprofundando em mais detalhes como calcular as Eqgs.(3.14 - 3.15) para todas as
camadas envolvidas no processo, inicialmente definiremos a quantidade ! como sendo a

participacao do neuronio ¢ da camada [ na derivada do erro.

Conforme ja vimos, partindo da ultima camada L,

0 = (=" — 1) o'(s7). (3.16)

composto pela diferenca entre as saidas da camada L e seus respectivos valores esperados

multiplicada pela derivada da funcao de ativacao para as entradas do neurdnio.

No proximo passo, para reproduzirmos os 0 com relagao as camadas intermedidrias
vejamos os seguintes diagramas na Fig.(3.4), assumindo que os 0 ja foram calculados sob

a camada [+ 1, onde os pesos w;; conectam as entradas da camada [+ 1 com um neuronio
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especifico da camada [. Na forma matricial w'? refere-se aos pesos da coluna j da matriz

de pesos da camada [ + 1.

l I+1

(a) Conexdes forward utilizadas na (b) Fluxo backward
retropropagacao

FIGURA 3.4 — Célculo dos termos de erro no backpropagation. Em (a), sdo mostradas
as conexoes forward da rede, representadas pelos pesos wﬁjﬂ que conectam as camadas [
e 1+ 1. Os valores de erro 5™ ja calculados na camada [ 4 1 estdo indicados em cada
neurénio. Em (b), o fluxo backward (em vermelho) ilustra a propagagao dos erros é para
a camada [, onde cada termo 52“ ¢ ponderado pelos respectivos pesos wf;rl, e o calculo de
(55. é completado multiplicando essa soma ponderada pela derivada da funcao de ativacao,
conforme Eq.(3.18).

Destacados em vermelho na Fig.(3.4b) os fluxos de propagagao backward , para cal-
cularmos 65-, temos que

I+1,, I+1 I+1, I+1 +1,, 1+1
60 wOj +51 wlj y " 7577, U)nj, (317)

onde os pesos wi

tem sobre esse passo. Como os pesos envolvidos nesse processo sao os mesmos do sentido

! servem como fator de ponderacio regulando a proporcao que cada 55“

forward de propagacao da rede, podemos escrever que

1 (NN T o141 1
0 = (w;™) 6 o'(s) (3.18)
define a relacao para o calculo de (5} em sua forma matricial. Vale-se destacar que o
resultante dessa equagao ¢ um escalar, uma vez que sua composicao ¢ dada através da
multiplicagao dos respectivos termos na camada [ + 1 da versao transposta da coluna j
da matriz de pesos pelo vetor coluna ¢ e o escalar consequente da derivacao da funcao de

ativacao sob a soma ponderada.

Voltando aos termos com derivadas nas Egs.(3.14 - 3.15), utilizando a relagao dada
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pela Eq.(3.4),

P, 0 -1 I -1 -1 I -1 [

claramente obtemos para a derivada da soma ponderada com relacao a um peso especifico

l
05 _ 1 (3.20)

! j
ow;;

resultado esse devido ao termo que descreve a saida do neuronio j da camada [ — 1, ser o
unico elemento do somatdrio que multiplica o peso em particular, ou seja todos os demais
elementos nao contribuem para esse calculo. Seguindo a mesma légica para a derivada
com relacao ao bias, temos que

ds

5 =L (3.21)

Com esses resultados, podemos reescrever as derivadas da funcao de perda

oC _
Sl = & 21, (3.22)

]
onde o produto apds a igualdade é formado pelo § da camada de destino e a ativagao do

neuronio de origem referente a sinapse da camada [ — 1. J& para a derivada com relacao

ao bias

oC

— =0, 3.23
sendo simplesmente definido pelo d do respectivo neuronio. As duas equacoes acima, sao,
portanto, as formas finais para as derivadas parciais da fungao de perda com relacao aos
pesos e bias, enquanto a Eq.(3.16) e Eq.(3.18) definem o célculo dos  da tltima e demais

camadas respectivamente.

Se substituirmos o termo 6 da Eq.(3.22) por seu equivalente dado na Eq.(3.16), obtemos

que

= (zF —9:) o' (s7) 21 (3.24)

Essa expressao geral admite uma importante simplificacao em situagoes especificas,
quando ha compatibilidade entre a funcao de perda e a funcao de ativacao da camada de

saida, fendomeno conhecido na literatura como Loss-Activation Compatibility.
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Por exemplo, supondo que a camada de saida utilize uma funcao de ativagao sigmoid,

dada por

B 1
14

a(s) (3.25)

e a funcdo de perda adotada seja a entropia cruzada bindria (cross-entropy), definida como
C=—[9In(z")+ (1 —9)n(1—2")], (3.26)

ocorre um cancelamento exato entre os termos provenientes da derivada da funcao de

perda e da derivada da funcao de ativagao.

Podemos verificar isso, inicialmente, expandindo o célculo do termo §, como

oCc  0C 0zF
L %
o= dsk 9z 9sE (3:27)
Para a derivada da fungao de perda C' com relacio a safda zF
oC i 1=y
- = (L _ 2. 2
0zF (ZZL 1— zf) (3.28)

Em seguida, para a funcao de ativacao, sua derivada em relacao a soma ponderada é

Lo=o'(sF) = 2F(1 - 2D), (3.29)

i

ok =21 — (3.30)

eliminando a necessidade de computar a derivada o’(sF).

Portanto, a atualizacao dos pesos para a camada de saida passa a depender unicamente
do erro residual e da ativagao da camada anterior:
ocC L~ L1
ij
Esse comportamento analitico representa uma propriedade de grande importancia pra-
tica, pois simplifica os calculos de backpropagation e melhora a estabilidade numérica

durante o treinamento.
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3.2 Rede Neural Bayesiana

Com a evolugao das pesquisas em AM na década de 1990, os métodos bayesianos
ganharam projecao por sua capacidade em quantificar, de forma explicita, a incerteza

associada as previsoes dos modelos.

Esse interesse crescente resultou em trabalhos pioneiros como os de Radford Neal e
David MacKay que demonstraram como a inferéncia bayesiana poderia ser conjugada
a flexibilidade das RNs (Neal, 1996; MacKay, 1992), inaugurando o conceito de Redes
Neurais Bayesianas (RNBs). O livro Bayesian Learning for Neural Networks, de Neal,
firmou as bases tedricas e computacionais dessa integracao, estabelecendo uma ponte

consistente entre estatistica probabilistica e modelos de alto poder de representagao.

Desde entao, dois avangos foram decisivos para tornar as RNBs vidveis em cenarios
de larga escala: (i) técnicas de inferéncia aproximada, como a variacional e a Monte
Carlo via dinamica Hamiltoniana, que reduzem o custo de amostragem posterior; e (ii)
frameworks modernos, notadamente o TensorFlow aliado ao TensorFlow Probability, que
oferecem primitivas diferencidveis para distribuicoes, kernels de MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) e camadas bayesianas nativas (Abadi et al., 2016; Dillon et al., 2017).
Esses desenvolvimentos viabilizam a especificacao de arquiteturas complexas com poucas
linhas de cédigo, ao mesmo tempo em que preservam a rastreabilidade matemaética dos

componentes probabilisticos.

Também nao podemos deixar de mencionar que a ado¢ao da abordagem bayesiana
confere uma série de vantagens estruturais, as quais iremos destacar a seguir, que vao

além do mero ajuste de hiperparametros:

Incorporagao de conhecimento: Os priors podem codificar resultados empiricos anteriores
ou restricoes fisicas, permitindo inferéncia cumulativa em que novos dados refinam, em

vez de contradizer, o estado de conhecimento vigente.

Saidas probabilisticas: A solucao é dada por distribuicoes a posteriori, fornecendo densi-
dades, intervalos de credibilidade e probabilidades diretas de eventos, uteis para decisoes

baseadas em risco.

Robustez em amostras pequenas: Ao reduzir a variancia das estimativas, a informacao
do prior estabiliza o aprendizado quando o ntimero de exemplos € limitado, evitando que

o modelo se ajuste a flutuacoes aleatorias.

Quando esses principios sao incorporados a uma RN, surgem ganhos adicionais. Além
da regularizacao implicita fornecida pelos priors, que mitigam o sobre-ajuste em conjuntos
de dados ruidosos ou de baixa dimensao, a prépria estrutura hierdrquica da rede permite

codificar diretamente conhecimento disciplinar, como simetrias ou restrigoes fisicas. O
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resultado dessa combinagao é especialmente valioso em contextos nos quais avaliar pre-
cisamente “quao certo” (nivel de confianga atribuido a cada predi¢do) é tao fundamental
quanto o valor previsto. Em se tratando de cenarios desafiadores, como no problema
aqui estudado, nao basta apenas predizer valores consistentes com as leis fisicas; torna-se
igualmente essencial estabelecer intervalos de credibilidade rigorosos e dispor de métri-
cas objetivas para avaliar hipoteses concorrentes. Tais caracteristicas sao cruciais diante
da complexidade envolvida na analise astrofisica, em que as observacoes sao escassas e

heterogéneas.

Pesos

Probabilisticos

VAN

Ty — p(wr)

Entradas

Soma Funcao de

/\ Ponderada Ativagao Saida
Probabilistica

Ty ——— plwz)

/\><:> N p(y [ %)

L3 — p(ws)

N

Ty —— plw;)

AN

viés  p(b)

FIGURA 3.5 — Modelo de Neuronio Bayesiano: as entradas sao combinadas com pesos
tratados como parametros incertos, para os quais se especificam distribuicoes a priori. A
soma ponderada resultante é processada por uma funcao de ativacao, gerando uma saida
probabilistica p(y | x).

Na Fig.(3.5), caracterizando a esséncia das diferengas entre RNs deterministicas e
probabilisticas, podemos observar a representacao idealizada de um neuronio utilizado
por essas redes. Note que, neste esquema, nao temos mais um conjunto de pesos exatos
w; que definem uma conexao como visto na Fig.(3.1). Sao atribuidas distribuigdes a priori
p(w;) e p(b), expressando o conhecimento prévio ou suposicoes sobre seus valores antes
da observacao dos dados. As entradas (1, xs, ..., 2;, 2p) sdo ponderadas por esses pesos,
gerando a combinagao linear s = Z;’:l w;x; + wyp, cuja incerteza decorre da prépria

modelagem dos parametros. O termo s é entao transformado por uma fungao de ativagao
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o(s), resultando em uma saida probabilistica p(y | x), que incorpora tanto a predigao

quanto a incerteza associada ao modelo diante dos dados observados.

Apresentado a ideia conceitual por de tras desse tipo de modelo probabilistico, pode-

mos sumarizar os principais elementos que caracterizam uma RN como bayesiana:

Pesos probabilisticos: Cada parametro ¢é tratado como variavel aleatoéria.
Distribuigao a priori explicita: Define-se p(0) antes de observar os dados.
Inferéncia da posteriori: Estima-se p(€ | D) ou uma aproximacgao variacional.
Incerteza: O modelo produz médias e intervalos de credibilidade sobre os resultados.

Regularizacao estatistica: Treinamento combina perda e influéncia da prior.

No decorrer do atual capitulo, todos esses elementos que foram listados serao abordados

em maiores detalhes.

3.2.1 Camada Variacional

Conforme, em breve, passaremos a discutir os aspectos técnicos vinculados a estru-
turagao de nosso modelo, a seguir, apresentamos a fundamentagao tedrica que integra
a Estatistica Bayesiana as Redes Neurais, estabelecendo o elo conceitual que sustenta a

inferéncia variacional adotada neste trabalho.

Sejam, respectivamente, os vetores que reiinem todos os pesos e viéses:

(wy, ..., wg)", (3.32)

w !
b:= (by,...,br)". (3.33)
Podemos empilhé-los, definindo um tinico vetor de parametros:

6 = (w,b)" € R% (3.34)

Dando o primeiro passo em direcao a uma RN formada a partir de conceitos probabi-

listicos, assumimos que esses parametros seguem uma distribuicao normal multivariada:

0~ N, (3.35)

6

onde p € R? ¢ o vetor de médias; ¥ € R?*? é a matriz de covariancia®, simétrica e definida

positiva, por construcao.

6Seus elementos diagonais contém as variancias de cada componente de 6 e os termos fora da diagonal
representam covariancias, indicando correlagdes lineares entre os componentes (Murphy, 2012).
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Como padrao, para qualquer vetor aleatério x € R?, a representacao funcional desse
tipo de distribuicao possui a forma,

NG| 1) = ———expl 4 (x— ) 2 (x — )], (3.36)

ety

onde |X| denota o determinante de X.

Com base na Eq.(3.36), especificamos a distribuigdo a priori (ou simplesmente prior):

que incorpora o conhecimento preliminar sobre os parametros antes de observarmos dados.

Apos observar o conjunto D, interessamo-nos pela distribuicao a posteriori

p(D | 0)p(6)

p(0 | D)= (D)

(3.38)
Diante da intratabilidade da distribuicao a posterior: exata, optamos por uma abordagem
de inferéncia variacional (Jordan et al., 1999). Esse método consiste em definir uma familia
paramétrica de distribuigbes aproximadoras ¢(@), e buscar, dentro dessa familia, aquela
cujos parametros minimizem a divergéncia (em geral, a divergéncia de Kullback-Leibler)
em relacao a posteriori verdadeira. Desta forma, transformamos o problema de inferéncia

em um problema de otimizacao.

Para nosso modelo, especificamos a mesma familia variacional de nossa prior, uma

densidade normal multivariada:

na qual os parametros p, e 3, sao aprendidos diretamente durante o treinamento da rede,

de modo a ajustar a aproximagao ¢(@) a verdadeira posteriori p(6 | D).

Assim, enquanto (g, ¥,) representam o conjunto de hiperparametros do prior, trans-
mitindo o conhecimento prévio disponivel, os parametros (u,q, 3,) configuram a aproxi-
magao variacional, ambos respeitando a mesma estrutura funcional da densidade normal
multivariada estabelecida na Eq.(3.36) (Murphy, 2012).

e Decomposicao de Cholesky

Ao adotarmos essa representacao para os parametros 6, estabelecendo que cada dis-
tribuicao, prior ou a posteriori variacional, é especificada por um vetor de médias p e
uma matriz de covariancias 3, a representacao de ¥ através da decomposicao de Cho-

lesky torna os céalculos em alta dimensao computacionalmente viaveis e estaveis. A seguir,
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abordaremos essa técnica, destacando suas vantagens e aplicacao em nossa estrutura.

Consistindo, basicamente, de um processo de fatoracao, a decomposicao de Cholesky
expressa a matriz de covariancia como o produto de uma matriz A por sua prépria trans-

posta (Kingma; Welling, 2013), isto é
¥ = AAT (3.40)

em que a matriz A é triangular inferior e tunica, desde que X seja definida positiva. A
utilizagao dessa decomposicao garante automaticamente a positividade em ¥, condi¢ao

essencial para a validade dos célculos probabilisticos na RN (Blundell et al., 2015).

Outro ganho no uso dessa técnica estd em evitar procedimentos numéricos custosos,
tais como a extracao explicita da raiz quadrada ou a inversao direta de matrizes, simpli-

ficando a implementacao e proporcionando maior eficiéncia computacional.

Definindo uma dos principais elementos que caracterizam uma RN como probabilistica,
ao longo do treinamento da rede, diferentes conjuntos de parametros 8 sao amostrados de

forma:
0=p+ Az, z~N(01,), (3.41)

onde z é ruido” padrao independente. Esse mecanismo, chamado de reparametrizacao,
permite as estimativas do modelo e consequentemente os cédlculos de erros e gradientes
necessarios no treinamento junto ao algoritmo backpropagation. Temos como resultado
da implementacao desse método um processo mais simples e estavel para gerar amostras
sobre as distribuicoes. Aspecto fundamental para capturar adequadamente a incerteza

associada aos parametros @ (pesos e viés) do modelo.

Em conformidade com a notacao que estabelecemos, as dimensoes dos parametros

vetoriais discutidos® e os componentes estruturais da RN sao relacionados segundo as

igualdades:
K = nlxni, (3.42)
L = nl (3.43)
d = K+L =nl(ni+1), (3.44)

com o sobre-indice representando a [-ésima camada da rede, estas expressoes decorrem

diretamente da forma como definimos inicialmente o vetor de parametros @, responsavel

"Trata-se de um vetor, definido através da chamada de um gerador de ntmero aleatério sobre uma
distribuicao normal univariada (1 = 0, 02 = 1), possibilitando o processo de amostragem.

8Tomado os pardmetros da rede como uma forma de distribuico, é sistematicamente apresentado uma
série de definigoes dentre as Eqs.(3.32 - 3.41), as quais estabelecem as dimensoes vetoriais mencionadas.
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pela ligacao entre a parametrizacao probabilistica e a estrutura da RN.

Total de Parametros: Dado a forma das distribuicao escolhidas para nossa modelo, cada

amostra de ', gerada durante o processo de inferéncia, possui como quantidade de paré-

metros:
di(d;+ 1
ng = d; di(di +1) (3.45)
N 2
parametros livres de ! —

parametros livres de A!

Aqui, o segundo termo da soma reflete o niimero de parametros associados & matriz A’
a qual, por ser definida como triangular inferior, possui apenas metade de suas entradas
efetivamente livres?. Durante o treinamento, a rede aprende esses ng parametros com o

10

objetivo de aproximar'® a verdadeira distribuicao a posteriori, permitindo a modelagem

explicita da incerteza em suas predicoes associadas aos pesos.
e Divergéncia de Kullback-Leibler

A divergéncia de Kullback-Leibler (Dgy,) quantifica, de forma integral, o desvio en-
tre as distribuigdes p(0) e ¢(0). Em RNBs, essa divergéncia atua como regularizador
estatistico, constrangendo a distribuicao variacional a permanecer aderente ao conheci-
mento codificado na prior, salvo quando as evidéncias observadas indicam com clareza
a necessidade de afastamento (Kullback; Leibler, 1951; Cover; Thomas, 2006; Murphy,
2012).

Para uma arquitetura com M camadas variacionais independentes, a contribuicao total

da divergencia é

M A ‘ M 0’
Dxr, = ;KL[Q(OJ)HP(OJ)} = ;Eq(ﬂj) [logzggj;}’ (3.46)

onde 8”7 representa o vetor de parametros associados a j-ésima camada variacional (CV).

A Eq.(3.46) compoe a fungao definida como o Limite Inferior da Evidéncia, também
conhecido como ELBO (FEvidence Lower Bound), dada pela seguinte expressao (Blei;
Kucukelbir; McAuliffe, 2017):

N
ELBO = ) " Eqyp) [logp(y: | x;,6)] — Du, (3.47)

i=1

em que o primeiro termo é o somatoério da esperanca de N amostras, sob ¢, do logaritmo

da verossimilhanca e o segundo termo penaliza a divergéncia em relacao a prior. Assim,

9Refere-se aos parametros que o modelo, de fato, tem disponivel para serem treinados.
10Via inferéncia variacional, ajustando os valores de (g, X))
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maximizar a ELBO concilia fidelidade aos dados com aderéncia a estrutura probabilistica

imposta pela distribuicao a priori.

Conforme definimos o mesmo tipo de distribuicao para representar nossa prior e a

posterior: variacional, a divergéncia admite expressao analitica:

1 3 _ _
Dk = 9 log :Ep: -4+ tr(zplch) + (Np_“q)szl(“’p_/"’q) ’ (3.48)
q

onde d denota a dimensionalidade de 0. Esta forma fechada é diferenciavel, compatibiliza-
se naturalmente com o processo de reparametrizagao (Eq.3.41) e, portanto, integra-se sem

custo adicional ao processo de retropropagacao.

Em resumo, a Dgj, é a ponte que vincula a inferéncia bayesiana com o aprendizado su-
pervisionado em RNs, promovendo um equilibrio entre a adequagao aos dados observados
e a preservacao da estrutura probabilistica imposta pelo prior. Seu papel como regulari-
zador adaptativo é crucial para controlar a complexidade do modelo e evitar sobreajuste

em cenarios com incerteza significativa.

Como elemento final dentre as caracteristicas que destacamos inicialmente, seja ¢
o vetor de parametros variacionais que especifica a distribuicao ¢,(6). Considerando o

conjunto de dados de treino D = {(x;,y;)} Y, define-se a funcao-perda

1

N
T(#) = ~FLBO(§) = > Fyo[~lop(y: [x.0)] + - Dual(@), (349
=1

onde o primeiro termo da Eq.(3.49) corresponde a média, sobre o conjunto completo, da
perda de log-verossimilhanca calculada sob a aproximagao variacional, enquanto o segundo

regulariza a divergéncia entre a posterior: aproximada e o prior.

Ao minimizar J(¢) maximiza-se, de modo equivalente, a ELBO, equilibrando fideli-
dade aos dados e coeréncia com o conhecimento prévio. Detalhes operacionais relativos a
amostragem, reparametrizacao e atualizagao estocastica de gradientes serao apresentados

no capitulo dedicada ao procedimento de treinamento.

3.3 Modelo

Utilizando a Eq.(3.44) que fornece o nimero de dimensoes d', sabendo que a uma CV

de nosso modelo serd composta pelo ntimero de neurénios n! = 2, que recebem o ntimero
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de entradas n! = 12 cada, logo

d'=2(12+1) = 26. (3.50)

Com o valor de d', através da Eq.(3.45), obtemos como total

26 - 27
nd = 26 + =5 =26+351 =317, (3.51)

parametros treindveis, em uma CV.

Embora representadas pelo mesmo tipo de distribui¢ao, cada uma das Eqs.(3.37, 3.39)
possui um propésito especifico em relagao aos calculos realizados ao longo do processo
treinamento. Como sabemos, idealmente, a distribuicao prior deve conter informacgoes
que reflitam algum conhecimento prévio sobre os dados, enquanto a posteriori devera,

nesse caso, modelar.

Para tanto, segmentamos a estrutura preditiva de nosso modelo em 3 partes, replicando
o fluxo de entrada de dados para cada CV. Feita essa subdivisao, definimos a relagao do
conhecimento prévio sobre as distribuicdes, atribuindo aos parametros p,, e diag(A,) de
cada CV (Hoffman et al., 2013; Blei; Kucukelbir; McAuliffe, 2017), os respectivos valores
estatisticos de média e desvio padrao referentes aos dados-alvo utilizados no processo de

treinamento.

Essa divisao, além de permitir o ajuste pontual de cada prior, tem como objetivo
manter um processo de aprendizagem que reflita a especificidade da saida e ao mesmo
tempo a correlacao entre elas. De forma mais clara, nossa proposta é que, em paralelo,
cada um dos trés ramos definidos na RN possa ter um treinamento com maior foco sobre

a previsao do respectivo/especifico parametro (I'y, 'y, '3) da EAE em questao.

Com isso, totalizando 1164 parametros treindveis para o modelo, cada ramo é composto
por uma CV e um no de saida sigmoidal; as amostras dessas saidas sao posteriormente

reunidas em um vetor final Unico.

Em RNs, uma funcao de ativacao o : R — R ¢é aplicada elemento-a-elemento aos
potenciais z = Wx + b produzidos por uma camada linear. Sua presenca é essencial,
pois introduz a nao-linearidade necessaria para que a rede nao se reduza a uma simples
transformacao linear, possibilitando assim a modelagem de relagoes complexas entre en-
tradas e saidas. Além disso, a funcao de ativagdo permite impor restri¢oes sobre a faixa
de valores da saida, garantindo que esta pertenga a dominios especificos, como no caso de

probabilidades em [0, 1] ou desvios padrao positivos.

Diversas escolhas sao possiveis (ReL.U, tanh, softplus etc.), mas neste trabalho optou-se

pelo uso de duas fungoes com papéis distintos. A primeira delas é a ativagao exponencial,



CAPITULO 3. REDES NEURAIS 79

empregada na camada DenseVariational, parametrizada por médias u e escalas s dos

pesos. Para assegurar a condicao s > 0, define-se

Oexp(2) = exp(2), z € R. (3.52)

Essa escolha faz com que a faixa da funcao seja (0, 00), assegurando positividade sobre os
parametros amostrados. Sua derivada coincide com a propria funcao, o, (2) = Texp(2),
sendo sempre estritamente positiva e evitando zonas mortas no espaco de parametros. Do
ponto de vista bayesiano, o mapeamento de log s para s permite que a otimizacao ocorra
em todo R, respeitando ao final a restri¢ao estatistica de s > 0. A segunda fungao adotada
¢ a sigmoid, utilizada para a previsao dos parametros I'; em cada ramo j, definida por

o) = —

= — R 3.53
1_|_efz’ zZ e R, ( )

o que produz valores 7 € (0,1). Sua faixa, portanto, é adequada para grandezas nor-
malizadas ou probabilisticas. A derivada da sigmoid ¢ dada por ¢’(z) = o(z)(1 — o(2)),
atingindo valor maximo em z = 0 e decrescendo nas extremidades, o que pode ocasionar
saturagao, mas sem relevancia quando z permanece em regime moderado. No contexto
do presente trabalho, os parametros I'; foram previamente reescalonados para o inter-
valo unitario antes do treinamento, e a sigmoid retorna diretamente valores nessa mesma

escala, eliminando a necessidade de transformacoes adicionais na saida.

Assim, a ativagao exponencial assegura a positividade do desvio padrao variacional,
enquanto a sigmoid garante que as predigdes finais permane¢am normalizadas em [0, 1],
compativeis com o pré-processamento realizado. Ambas cumprem, portanto, os papéis
fundamentais de introduzir nao-linearidade e impor restricoes adequadas de faixa exata-

mente nos pontos da arquitetura onde tais propriedades sao exigidas.

100 Lo
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(a) Ativacao Exponencial (b) Ativagao Sigmoid

FIGURA 3.6 — (a) Funcao ativacao exponencial exp(z), utilizada nas camadas variacionais
do modelo. (b) Funcio ativacao sigmoid o(z) = (1 4+ e )", utilizada nas camadas densas
de saida do modelo para mapear as predigdes ao intervalo (0, 1).
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TABELA 3.1 — Descricao das camadas da estrutura do modelo

Ramo Camada  Ativagao  Neuronios Finalidade 0 (treindveis)
- 0 - 12 entrada de atributos (M, R) —
- 1 BatchNorm - normalizagao em lote 24
1 2 exponencial 2 extrair features para I'y 377

3 sigmoid 1 estimar I'y 3
2 4 exponencial 2 extrair features para I'y 377
5 sigmoid 1 estimar I’y 3
3 6 exponencial 2 extrair features para I's 377
7 sigmoid 1 estimar I's 3
- 8 - - agrupar previsoes -
[ Input (12) ]
Y
[Lambda: (M,R) — (6 x 2)]
Y
[ BatchNormalization ]
Y
DenseVariational (2) DenseVariational (2) DenseVariational (2)
prior /posterior I'y prior /posterior I'y prior /posterior I's
Y Y Y
Dense(1, sigmoid) Dense(1, sigmoid) Dense(1, sigmoid)
I Iy I's

FIGURA 3.7 — Arquitetura da rede neural bayesiana adotada. A entrada de dimensao 12
é reorganizada em uma estrutura (6 x 2) por uma camada Lambda, seguida de normali-
zacao em lote para estabilizar as varidaveis. Em seguida, a rede se divide em trés ramos
paralelos, cada um com uma camada DenseVariational de 2 unidades, parametrizada por
distribuicoes a priori e a posteriori. Esses ramos aprendem representacoes distintas e pro-
duzem, via camada densa com ativacao sigmoid, as previsoes dos parametros (I'y, I'g, I'3).
O treinamento combina perda Huber em cada saida com regularizacao pelo termo KL,
equilibrando ajuste e complexidade do modelo.
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3.4 Treinamento

Na secao anterior contornamos alguns aspectos relativos ao treinamento desse tipo de
modelo, onde, inclusive, um deles foi indicado como um dos elementos que o caracterizam
como bayesiano. Na Eq.(3.49) apresentamos a forma cldssica da fungdo que dever ser
minimizada durante o treinamento do modelo. Baseada na Evidéncia Inferior Variacional,
essa equacao equilibra dois componentes essenciais: a verossimilhanca dos dados sob os
parametros amostrados e a Dky, que estabelece regularidade entre as distribuigoes ¢(0) e
p(6).

Contudo, tal formato nao é uma imposicao rigida do arcabougo bayesiano. O elemento
que define o carater probabilistico do modelo nao é a forma exata da verossimilhanca,
mas sim a presenca da inferéncia sobre distribuicoes de pesos, a regularizacao via Dky,, e
a coeréncia estatistica entre a funcao de perda adotada e uma distribuicao plausivel dos

erros dos dados.

Neste trabalho, propomos uma generalizacao dessa abordagem utilizando a Huber
Loss, que chamaremos de Perda Huber (PH), como substituto do logaritmo negativo da
verossimilhanga (Huber, 1964). Essa funcao de perda é particularmente 1til em contextos
onde os residuos entre as predi¢oes do modelo e os valores reais apresentam comportamento
erratico, com a presenca de outliers ou dispersoes nao modeladas adequadamente por uma

distribuicao normal.

A PH pode ser interpretada como uma aproximacao continua por partes do logaritmo
da densidade de uma distribuicao mista entre a normal e a de Laplace, apresentando um
comportamento quadrético em torno da origem (para erros pequenos) e linear nas regioes
periféricas (para erros grandes). Em termos probabilisticos, isso equivale a assumir que
os residuos r = y — ¢ sao centrados em zero, mas com caudas mais pesadas do que as da
distribuicao normal. Assim, a adocao da PH como funcao de verossimilhanca implicita

corresponde a modelagem de erros com maior robustez a valores extremos.

E importante destacar que essa escolha reflete uma nova hipotese sobre o comporta-
mento dos dados, uma hipdtese que, em diversas aplicacoes praticas, é mais realista do

que a suposicao de ruido gaussiano com variancia constante.

Além disso, na literatura pode-se encontrar esse mesmo conceito aplicado, como por
exemplo a substituicao da verossimilhanca modelada por uma distribuicao normal sendo
substituida diretamente pela fun¢ao do Erro Quadrético Médio (EQM). Na Fig.(3.8) temos
uma representacao da relagao existente entre o logaritmo negativo da verossimilhanga de
uma normal e a funcao de perda do tipo EQM, assim como a relagao analoga entre a

verossimilhanca de uma distribuicao de tipo Laplace e a funcao de PH.

A seguir, serd sistematizado de forma objetiva o processo de treinamento do modelo
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—— ERRO QUADRATICO MEDIO

30 === —logp(Y|z,w) o« NORMAL(0, 1)
— —logp(Y|x,w) x LAPLACE
PERDA HUBER
25

20

VALOR DA PERDA OU — log p(y|z, W)

—4 —2 0 2 4
ERRO(r =y —9)

FIGURA 3.8 — Comparagao entre as fungoes de perda deterministicas (EQM e Huber)
e os logaritmos negativos das respectivas distribui¢oes de verossimilhanca (Normal e La-
place), ambos como funcdo do erro residual r = y — . As curvas ilustram como essas
perdas podem ser interpretadas como aproximacoes das respectivas log-verossimilhangas,
justificando seu uso em substituicdo a modelagens probabilisticas explicitas em alguns
cenarios de aprendizado de maquina.

proposto, incluindo o fluxo de propagacao das entradas e a composi¢ao da fungao de perda
total utilizada para a otimizacao dos parametros. Os resultados obtidos a partir desse
processo serao analisados na préxima secao.

Seja Dyyain = {(xi, yl’>}¢]i1’ N € Ny, o conjunto de dados de treinamento, onde cada

vetor-alvo y; = (v}, y?,y?) contém os parametros (I') que definem uma EdE.

Considerando a estrutura definida na Tabela 3.1, a RNB possui, entao, trés ramos

independentes, indexados por j€{1,2,3}, cada qual responsével pela predi¢ao de um T';.

Fixado um tamanho para cada lote'’ de dados M, o nimero de mini-lotes por época

de treinamento do modelo é B = (N/M). Na época t(t =1,...,T) o b-ésimo mini-lote é

By = {(Xt,b,ma }’t,b,m)}nt’b b=1,...,B

m=1’

(3.54)

onde ny, = By = min{M, N — (b — 1)M } denota a cardinalidade do lote, isto é, o
nimero de pares (x,y) que o compoem. Cada época executa B iteragdes de atualizagao

sobre os parametros da rede.

110 lote (ou mini-lote) em aprendizagem de maquina é uma técnica que divide o conjunto de dados de
treinamento em pequenos subconjuntos, usados para atualizar os pesos do modelo durante o treinamento.
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Perda total por lote: Para B ;) calcula-se a perda total

3

Lty = Z O‘it Hjt b) Z DKLv (3.55)
j=1
onde a{t) >1 ¢é o peso dinamico do ramo j no inicio da época t e ﬂ{t’b) é a funcao de PH

média do ramo j no lote (¢, b).

Perda de Huber: Para cada par (thm,ytbm) € By, denote por ytbm a predicao do
ramo j. O erro residual é ] bom = Yipm — Ulpm- Definindo um limiar > 1, a perda de
Huber é

"a) Tu?, lu| < 6; Erro Quadrético Médio (EQM), (3.56)
u) = .
6(|ul = 30), |u| >&; Erro Absoluto Médio (EAM).

A média por ramo no mini-lote resulta em

Nntb

1 .
= 2 M (3:57)

’H =
(t,)
tb m=1
Otimizador: Os parametros variacionais ¢ = {¢; }?:1 que parametrizam q¢(0j ) sdo ajus-
tados com ADAMW (51 =09, By = 0.999, ¢ = 10_8) e taxa inicial n. Para cada
iteracao m, que em nosso caso ¢ equivalente ao niimero de mini-lotes By ), as atualizacoes

escalarizadas seguem

9" = 0sLuy), (3.58)
(n)

m™ = Bm® Y + (1 - py) g™, ) = 1m—n7 (3.59)
- M
(n)

o™ = B D 4 (1- B (g™)2 o = 10_717 (3.60)

M2
) = ) m(n) — 9 Awp 0, (3.61)

I e c—
Vo) g

onde Ay, é o coeficiente de weight-decay desacoplado do gradiente (caracteristico do
AdamW). A normalizagdo adaptativa vo(") estabiliza o treinamento em alta dimensao,

fundamental quando se amostram centenas de pesos por passo.

Ajuste dinamico: Para cada época t define-se a PH média por ramo

B
_ . 1 . )
%(]t) = EZH(Jt,b)7 J € {1a273}7
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onde 7-_[& ) ¢ a média por lote j& introduzida na Eq. (3.57). Calcula-se entdo a referéncia

média entre os ramos ,
_ 1 .
Hoy = 32 My
j=1

Com fator de adaptacdo A = 107*, os pesos dinamicos para a época seguinte sao atuali-

zados por
J 1/ J 1/
; Oz(t)(l + /\), H(t) > H,
Nler1) = ; .
max{1, o (1—=X/2)}, caso contrério.
Dessa forma, ramos cujo erro em PH excede a média recebem o ligeiramente maior,
enquanto ramos mais precisos sofrem uma redugao controlada jamais abaixo de 1), atua-

lizando as contribui¢oes na Eq. (3.55).

Esse procedimento completo, da formagao dos mini-lotes a evolucao dinamica dos
pesos de perda, tem como objetivo que o modelo aprenda simultaneamente 'y, 'y, I's de
forma equilibrada respeitando as incertezas inerentes as camadas variacionais e a robustez
conferida pela PH. Durante o processamento de cada mini-lote B ) o vetor de entrada,
composto por 6 pares (M, R) que caracterizam as seis ENs, é primeiro reorganizado pela
operacao de interleaving'?, resultando em x € R'? compartilhado pelos trés ramos da rede;

em seguida, x é padronizado pela camada BatchNormalization!s.

Cada ramo j amostra 377 pesos variacionais a partir de ¢(6’) numa CV DenseVa-
riational com n! = 2 neurénios. A saida dessa camada alimenta um né denso'* com

ativacao sigmoid, produzindo a previsao g/ para o correspondente parametro I';.

Para cada linha (X pm,Yipm) calcula-se o residual uibﬂn e a PH elementar ’H(uibm)
(Eq.3.56); a média no lote fornece 7-_[(17b) (Eq.3.57). Somando-se a Dgj, devolvida pela
CV, obtém-se a L) via Eq.(3.55), em que o termo da divergéncia ¢ dividido por N para
manter a regularizacao compativel com o tamanho do conjunto de treinamento. FEssa
perda unica é entao passada ao otimizador ADAMW (Loshchilov; Hutter, 2019), que

atualiza os parametros variacionais ¢ conforme Eq.(3.61).

Ao término dos B mini-lotes da época t, computa-se a PH média de cada ramo 7-_[(];) =
By, 7—2& » € a média global Hpy = %ZQ 7:[({5). Com o incremento A = 107, os pesos

dinamicos sao atualizados por ai o qual foi descrito anteriormente.

t41)

120peracao que rearranja os elementos do vetor de entrada (originalmente com 6 valores de M e em
sequencia os de R) em uma sequéncia alternada (Mo, Ry, M1, R1,..., M5, R5), formando os pares M-R
que representam diretamente as ENs do conjunto.

13A camada padroniza o vetor de atributos de cada mini-lote (subtrai a média e divide pelo desvio pa-
drao) e aplica um reescalonamento e viés aprendiveis, reduzindo diferencas de escala entre caracteristicas
e acelerando o treinamento.

4Uma camada densa, também chamada de né denso, aplica uma combinacdo linear dos dados de
entrada, seguida por uma funcao de ativagao, conectando todos os neuronios da entrada a saida.
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Podemos sumarizar todo o processo de treinamento, para cada B (Eq.3.54), nos

seguintes passos:

1. Distribuicao de Inputs: O vetor de entrada contém 6 pares (M, R) que, apés a
operacao de interleaving, geram um tensor x € R'? comum aos trés ramos da rede.

Esse tensor é normalizado pela camada BatchNormalization.

l

2. Amostragem - CV: Cada ramo j executa uma CV com n, = 2 neurdnios (Ta-

bela 3.1). Sdo amostrados 377 parametros variacionais segundo (7).

3. Predicao - I';: O resultado produzido pela CV alimenta um né denso com funcao

de ativagdao sigmoid, produzindo a safda ¢/ para o respectivo I'; da EdE.

4. Calculo de perdas: Para cada amostra do lote calcula-se o residual uibm ea PH ¢
agregada segundo a Eq.(3.57); a D{(L de cada ramo ¢ automaticamente devolvida
pela CV e somada conforme Eq.(3.55) dividida por N para preservar a escala da

regularizacao.

5. Otimizacao: A perda total L ;) alimenta o otimizador ADAMW, que executa o

passo de atualizacdo dos parametros variacionais ¢™ — @™V via Eq. (3.61).
Apoés os B mini-lotes da época t:

6. Ajuste dinamico: Calcula-se a PH média de cada ramo ’H(Jt) e a média global H

Com X\ = 107*, o parametro Oé{ ajusta os pesos comparando os valores de PH

t+1)
médio de cada ramo ao global no final de cada época.

Essas etapas podem ser visualizadas através da Fig.(3.9), onde é exibido um fluxograma

que direciona o treinamento da rede.

3.4.1 Analise dos Resultados do Treinamento

Uma vez detalhada a arquitetura proposta e o fluxo de treinamento, o processo de
aprendizado foi conduzido ao longo de 100 épocas, utilizando mini-lotes de tamanho 5,12 x
10*.  Os resultados, resumidos nas Figs.(3.10, 3.12) e nas Tabelas 3.2, 3.3, permitem

destacar trés aspectos principais que caracterizam o desempenho do modelo:

a) Convergéncia e estabilidade: A curva da Perda Huber total (Fig.3.10) apresenta
decaimento exponencial nas primeiras 15 épocas, estabilizando-se em torno de 3,8 x

1072, A proximidade entre as curvas de treinamento e validacao demonstra boa
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FIGURA 3.9 — Fluxograma de Treinamento: Descreve o fluxo de processos que ocorre por
lote de dados e em uma época de treinamento.

capacidade de generalizacao, sem indicios significativos de sobreajuste para o hori-
zonte analisado. Além disso, a baixa variabilidade nas ultimas iteragoes reforga a

estabilidade do processo de otimizacao.

b) Desempenho por ramo: As perdas individuais de cada saida, mostradas na Fig.(3.11),
evidenciam uma hierarquia de dificuldades: a primeira saida, associada a I'y, con-
verge para valores préximos de 1 x 1073; a segunda (I'y) estabiliza-se em torno de
1x1072%; e a terceira (I's) mantém-se na ordem de 3 x 1072, Ou seja, hé diferengas de

uma a duas ordens de grandeza entre os ramos, refletidas nas métricas do conjunto
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de teste (Tabela 3.3), em que a REQM cresce de 3,38 x 1072 para 2,51 x 10~! entre
a primeira e a terceira saida. Essa disparidade sugere que a predicao de I's, relacio-
nada as regioes de maior densidade da EdE, envolve maior complexidade intrinseca
e maior sensibilidade a variagoes residuais, enquanto I';, ligado a densidades mais

baixas, é aprendido de forma muito mais estavel.

c) Impacto do ajuste dindmico: O fator de ponderacao a (Fig.(3.12)) apresenta va-
riacoes sutis, controladas pelos coeficientes A, = 1,0 x 1072 e A_ = 5,0 x 1073,
Observa-se aumento gradual de as, associado ao ramo de maior erro, atingindo
~ 1,009 na ultima época; a; sofre leve reducao, enquanto as permanece pratica-
mente estdvel. Em termos de aprendizado, cada termo de perda #H’ é ponderado
por o’ na Eq. (3.55); portanto, mesmo sendo otimizada uma tnica fun¢ao de perda
global, o gradiente parcial de cada ramo ¢é efetivamente amplificado ou atenuado
conforme o desempenho relativo. O crescimento de a3 intensifica os ajustes dessa
saida, enquanto a reducao em «; previne sobrecorrecao em um ramo ja estavel.
O mecanismo, assim, redistribui o foco do modelo de forma equilibrada, sem ne-
cessidade de otimizadores separados e sem comprometer a estabilidade global da

atualizacgao.

A Tabela 3.2 resume a PH final do ciclo de treinamento, confirmando a hierarquia de
dificuldade j& observada entre as saidas. Para avaliar a relevancia absoluta desses erros,

definimos

EAM;
Q; = max(y;) — min(y;), P = —q L x 100 %, (3.62)

J

onde () representa a amplitude do alvo I'; no conjunto de teste e p; corresponde ao Erro

Absoluto Médio (EAM) expresso como fragao percentual dessa amplitude.

Aplicando-se as amplitudes obtidas (2,83, 3,50, 3,00) e os valores de EAM da Tabela
3.3, obtém-se p; &~ 0,88 %, po ~ 2,37% e p3 ~ 6,83 %. Dessa forma, mesmo no cendrio
mais desafiador (I's), o erro médio permanece substancialmente inferior a 10 % da variacao

observada nos dados, enquanto para I'y esse valor é inferior a 1 %.

Esses resultados evidenciam que a estratégia adotada, combinagao de PH com regulari-
zagao bayesiana via Dgp,, garante aprendizado consistente mesmo em presenca de residuos
potencialmente heterocedésticos'®. A baixa taxa de erro relativo em I'; confirma a capa-
cidade do modelo de capturar padroes estaveis em regides de menor complexidade fisica,
enquanto o desempenho mais modesto em I's indica maior sensibilidade a variabilidade

intrinseca dos dados de alta densidade.

5 Termo utilizado para indicar que residuos/erros nao tém variancia constante. Em nosso contexto, faz
referéncia a discrepancia dos valores dos erros conectados a diferentes regimes de densidade.
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O leve desbalanceamento entre os ramos, refletido nos diferentes valores de p;, encontra
respaldo no ajuste dinamico dos fatores «, que redistribuem o foco da otimizacao em
direcao as saidas de maior erro. Ainda assim, a andlise sugere que ajustes no limiar ¢ da
PH ou modificagoes especificas na arquitetura voltada a predicao de I's poderiam reduzir

essa disparidade.

Em sintese, a abordagem proposta conduz a uma convergéncia rapida, com generali-
zacao adequada e erros relativos compativeis com a incerteza das observagoes astrofisicas
atuais. Nas proximas secoes, investigaremos de forma mais detalhada as distribuicoes dos
pesos variacionais e os intervalos de credibilidade associados as estimativas dos parametros

I';, aprofundando a analise da incerteza preditiva do modelo.

Cada camada variacional é inicializada com um prior empirico'®

p(67) = Mp;, %), (3.63)

onde o vetor de médias p; = (I';,...) é ancorado na média dos alvos do ramo j e a matriz

de covariancia 3; é parametrizada via decomposi¢ao de Cholesky, ¥, = AjA?

Aqui, A; é uma matriz triangular inferior, onde seus elementos diagonais codificam
as variancias associadas a cada saida. J4 os elementos!'” abaixo da diagonal representam
correlagoes potenciais entre os parametros, permitindo que a rede as aprenda durante
o treinamento. Essa escolha garante que 3J; seja sempre simétrica definida positiva e

preserva a expressividade multivariada da distribuicao.

Para estabilizar a fase inicial e evitar correlacoes artificiais, adotamos como ponto de

partida uma forma diagonal e isotrépica!®, isto é,
Aj = diag(opj, e ,O'pj), (364)

onde or; reflete a dispersao dos alvos correspondentes. Essa escala comum concentra a
maior parte da massa de probabilidade em torno de valores plausiveis, compativeis com
a variabilidade real dos dados. Contudo, a presenca de elementos fora da diagonal em
A; possibilita que, ao longo do aprendizado, o modelo flexibilize essa estrutura inicial e

incorpore correlagoes relevantes entre os parametros da CV.

Na prética, a posterior variacional implementada em VariableLayer inicia proxima

de N(0,I), produzindo um pequeno desalinhamento inicial em relagdo ao prior empi-

16Valores estatisticos derivados diretamente dos dados de treinamento do modelo, sdo aplicados na
construcao das distribuigoes.

17Tais elementos sdo inicializados aleatoriamente.

180 uso do termo isentrdpico visa apenas indicar que a pré-definico recaiu sobre a diagonal de Aj. Isso
nao implica que A; seja estritamente diagonal, o que corresponderia a uma distribuicdo independente e
uniforme. No nosso caso, a estrutura geral permanece multivariada, permitindo a captura de correlagoes
entre parametros.
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rico. Esse desajuste é corrigido pelos dados durante o treinamento, enquanto o termo
de regularizacio D, /N' mantém o custo associado em escala reduzida. Observa-se na
Fig.(3.13) que a divergéncia normalizada permanece no intervalo 7,0 x 107% a 1,8 x 107>
ao longo das 100 épocas, indicando que o prior estabiliza a otimizagao sem sobrepor-se a

verossimilhanca induzida pela PH.

Do ponto de vista dinamico, a evolucao de Dgy, ao longo das épocas revela uma ten-
déncia ascendente acompanhada por flutuacoes locais. Esse comportamento indica que a
regularizagao nao impoe rigidez excessiva, tendo em vista ela permite oscilacoes de curto
prazo, mas conduz a um crescimento consistente da divergéncia. Observa-se ainda que,
apos aproximadamente a época 60, a taxa de aumento torna-se mais acentuada, sugerindo
intensificacao da adaptacao da rede na fase final do treinamento. Ja as distribuicoes a
posteriori dos pesos, vistas na Fig.(3.14), evidenciam realocacao diferenciada de capaci-
dade entre os ramos. Note que a distribuicao referente a I'y permanece mais concentrado,
com variancia reduzida sem ramificagoes pronunciadas. A de 'y apresenta indicios de
bimodalidade, sugerindo flexibilidade intermediaria. Em termos probabilisticos, significa
que essa camada é mais expressiva, permitindo ajustes diferenciados que podem refletir
diferentes caminhos para acomodar os dados. Por tultimo, relacionada a I's, podemos ver
maior dispersao e assimetria, compativel com a complexidade de altas densidades. Ob-
serve que ao contrario da primeira camada, nao ha colapso unico e, diferentemente da

segunda, os modos nao sao tao bem definidos.

Em sintese, o prior empirico multivariado, aliado a decomposicao de Cholesky, atua
como ancoragem estatistica inicial e garante coeréncia probabilistica, enquanto o baixo
peso relativo da Dygj, permite afastamentos parcimoniosos quando respaldados pela re-
dugao de erro. O resultado é uma adaptagao controlada, em que a flexibilidade para
aprender correlagoes emerge progressivamente, reforcando a leitura de que a combinacao

entre PH e regularizacao bayesiana promove consisténcia sem sacrificar expressividade.

A Tabela 3.3 reporta REQM e EAM por saida no conjunto de dados de teste, con-
solidando a hierarquia de dificuldades ja identificada pelas curvas de perda. Observa-
se que a terceira saida apresenta erros superiores as demais. Em termos de escala,
REQMy,/REQMp, =~ 7,30 e EAMp,/EAMr, ~ 7,95, caracterizam uma diferenca pro-

xima de uma ordem de grandeza entre os extremos.

Além disso, observa-se que a razao EAM/REQM cresce de forma monotonica entre os
ramos (~ 0,75, 0,77, 0,82). Esse aumento indica que, em I's, os residuos apresentam cau-
das relativamente mais pesadas, caracteristica tipica de cendarios de maior variabilidade.
Tal comportamento é precisamente o que motiva a adocao da PH, uma vez que essa funcao

de perda reduz a influéncia de outliers e lida de maneira mais adequada com heteroce-

¥Com N denotando o niimero total de amostras do conjunto de treinamento.
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FIGURA 3.10 — Evolugao da PH total ao longo das 100 épocas. Observa-se decaimento
exponencial nas primeiras quinze épocas e convergéncia suave em torno de 3,8 x 1072, As
curvas de treinamento (azul) e validacao (verde) permanecem préximas, sugerindo boa
generalizacao e auséncia de sobreajuste significativo.

dasticidade, resultando em ajustes mais consistentes ao longo dos diferentes regimes de

densidade.

Ao expressar o EAM como fracao da amplitude do alvo €2; (Sec.3.2), obtém-se p; ~
0,88 %, po ~ 2,37 % e p3 ~ 6,83 %. Ou seja, mesmo no caso mais desafiador, o erro médio
permanece bem abaixo de 10% da variabilidade observada, enquanto em I'y fica abaixo
de 1%. Em termos fisicos, isso é consistente com o fato de que I's governa a regiao de alta
densidade da EdE, mais pobremente informada por observaveis e mais sensivel a pequenas
variagoes estruturais, ao passo que I'y (baixa densidade) é mais bem condicionado pelos

dados disponiveis.
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FIGURA 3.11 — PH média de cada saida ao longo das 100 épocas. O painel triplo exibe,
respectivamente, o erro calculado referente a previsao dos parametros I'y, I's e I's. As
curvas de treinamento (azul) e validagdo (verde) convergem rapidamente, porém para
patamares distintos com o seguintes valores aproximados: 107 (1° ramo), 1072 (2°) e
3 x 1072 (3°). As diferengas finais refletem a complexidade relativa de cada parametro.
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Saida Perda Final

Geral 0,038 034
1 0,000 591
2 0,005 895
3 0,031 529

TABELA 3.2 — PH na ultima iteracao do treinamento. A linha Geral é a soma das
perdas das trés saidas. O erro residual da ordem de 10™* a 1072 no 1°/ 2° ramos e
aproximadamente 1072 no 3° ramo.

Saida REQM EAM
1 0,034 39 0,02581
2 0,108 59 0,08373
3 0,25113 0,205 27

TABELA 3.3 — Métricas do modelo sobre o conjunto de dados de teste para cada saida.
A escala relativa entre ramos ¢ marcada: REQMp, /REQMy, ~ 7,30 e EAMr, /EAMp, ~
7,95. As razoes EAM/REQM (~ 0,75, 0,77, 0,82) indicam caudas residuais mais pesadas
a medida que avancamos para os resultados atrelados ao parametro I's que pertence a
regiao de maior densidade no modelo.

A Fig.(3.12) mostra o logaritmo decimal de a; ao longo das épocas. As variagoes
sao deliberadamente modestas. Por exemplo, a3 alcanga ~ 1,009, o que corresponde a
uma modula¢do multiplicativa de ~ 0,9% (com log;,(1,009) ~ 3,9 x 1073). Esse regime
conservador evita instabilidades e, ainda assim, desloca o foco da otimizacao com maior
eficiencia em direcao ao ramo que possui maior contribuicao no erro. Em conjunto com
a andlise das perdas, o padrao observado sugere que valores ligeiramente maiores de A
poderiam acelerar o reequilibrio entre ramos, ao custo potencial de maior oscilagao. A

escolha corrente privilegiou estabilidade global.

A trajetéria de Dgy, j/N na Fig.(3.13) confirma que o desvio da posterior variacional em
relagao ao prior empirico permanece em nivel residual (intervalo ~ 7x107% a ~ 1,8 x 1077,
um aumento de ~ 2,6 x ao longo do treinamento), compativel com a leitura anterior de que

o prior estd bem calibrado. Esse comportamento indica que a regularizacao nao domina
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estabilidade de 5. A

as. Observa-se aumento progressivo de ag, discreta redugao de oy e
modulagao é propositalmente pequena (variagoes < 1%), garantindo

redistribuicao de gradientes sem comprometer a estabilidade do otimizador.

1.8 1

1.6 1

1.4+

1.24

A

DIVERGENCIA KLL TOTAL

0.6

1.0 1

0.81

0 20 40 60 80 100
EPOCAS

FIGURA 3.13 - Trajetéria de Dky, ;/N (posterior variacional vs. prior empirico) resultante
da soma refente as trés CVs ao longo de 100 épocas. Os valores iniciam em torno de

7,0 x 1075 e crescem

gradualmente até aproximadamente 1,8 x 107°. Esse aumento lento

e controlado indica que o custo de complexidade se mantém baixo, enquanto a rede realiza
ajustes consistentes ao prior, sem sinais de instabilidade ou divergéncia abrupta.
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a funcao objetivo nem inibe o ajuste induzido pela Perda Huber.

Os histogramas das distribuiges a posteriori dos pesos na Fig.(3.14) sintetizam como
cada CV utiliza o orgamento de complexidade. A CV de I'y permanece concentrada em
torno de zero, com variancia decrescente, o que caracteriza uma tarefa mais estavel. Ja a
CV de I's apresenta um leve deslocamento e sinais de bimodalidade, sugerindo maior fle-
xibilidade. Por fim, a CV de I's evidencia assimetria e alargamento, indicando uma tarefa
mais custosa e heterogénea. Esse gradiente de complexidade se mostra coerente com as
métricas da Tabela 3.3 e com a dinamica dos «; exibida na Fig.(3.12). Do ponto de vista
pratico, duas extensoes podem ser consideradas para o ramo de I's: ampliar moderada-
mente a largura da CV, aumentando o nimero de unidades ou permitindo covariancias
mais expressivas na posterior variacional; e, de forma complementar, adotar priors com
caudas mais pesadas caso a analise de residuos confirme a persisténcia de assimetrias,

sempre ponderando os impactos sobre a estabilidade.

3.5 Aplicacoes e Cenarios de Teste

Nesta secao avaliamos a aplicabilidade do modelo treinado em dois cenérios distintos,
enfatizando que se trata de um preditor nao deterministico. Diferentemente de abordagens
puramente pontuais, exploramos explicitamente a incerteza das previsoes induzida pela
distribui¢do posterior (variacional) dos pesos. Consequentemente, além das estimativas
centrais, reportamos intervalos de confianga (IC). Tal caracterizacao é essencial para julgar
a robustez e a capacidade de generalizacao do modelo em usos astrofisicos, nos quais a

escassez e a heterogeneidade observacionais sao a regra.

Para cada vetor de entrada x € R!?2, realizamos n € N., amostragens da rede ao
longo da posterior variacional dos pardmetros. Em cada amostra 4, extraimos () ~ ¢(6)

e avaliamos
Y = f9<i) (X), Z = 1, ooy, (365)

onde fp(-) denota a rede parametrizada. No caso vetorial, isto é, para I';_; 23, cada
amostra é registrada diretamente como um vetor y; € R?. Essa representacao conjunta
preserva a estrutura estatistica entre os parametros e, além disso, todos sao necessarios

para compor a EdE.

A partir do conjunto de amostras {y;}!;, calculamos a média preditiva,

Iy
J = E;yi, (3.66)
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FIGURA 3.14 — Distribuigoes a posteriori dos pesos por CV ao longo do treinamento.
1* CV: pico centrado em zero e variancia decrescente; 2* CV: deslocamento moderado
e leve bimodalidade; 3* CV: distribuigdo mais larga e assimétrica, com cauda direita
pronunciada. Os padroes refletem a realocacao de capacidade preditiva de acordo com a
dificuldade de cada ramo e o papel moderador de Dky,.
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bem como o desvio-padrao epistémico,

O = | —— > (i — )% (3.67)

n—14
=1

No caso vetorial, as quantidades generalizam-se componente a componente, de modo a

obter dispersoes epistémicas marginais para cada parametro I';.

A incerteza epistémica preditiva pode ser reportada por meio dos quantis empiricos

da distribuicao amostral:

ICIfr_eg = [Qa/2({yi})a Ql—a/?({yi})]7 (368)

o que reflete diretamente a variabilidade entre amostras da posterior. Quando a dis-

tribuicao é aproximadamente simétrica, esse intervalo pode ser bem aproximado por
Yy + Z1—a/2 Oepi-

As Egs. (3.67) e (3.68) capturam a incerteza epistémica, relacionada ao desconhe-
cimento sobre os parametros #. Nao consideramos incerteza aleatéria de observacao, de
modo que a largura dos intervalos de confianca aqui apresentados depende exclusivamente

da dispersao entre os pesos amostrados.

Com esses elementos, torna-se possivel avaliar a qualidade pontual das predicoes /),
reportar intervalos de confianca consistentes com a posterior variacional, analisar a esta-
bilidade do modelo comparando larguras de intervalos entre diferentes cendrios e saidas,
e, de forma opcional, verificar a calibracao por cobertura empirica. Neste ultimo caso,
compara-se a fracao de pontos contidos nos intervalos de confianca com o nivel nominal
1 — a, podendo-se ainda utilizar métricas como PICP (taxa de cobertura) e MIW (lar-
gura média do intervalo) para caracterizar quantitativamente a qualidade dos intervalos

preditivos.

3.5.1 Cenario de Validacgao

Como primeira verificagao, avaliamos a capacidade da Rede Neural Bayesiana de re-
cuperar, em um ambiente controlado, uma equacao de estado de referéncia EAE, nao uti-
lizada no treinamento. O propdsito deste cenédrio nao é testar generalizagao sobre varias
EdEs, mas sim aferir a precisao das predigoes médias em relagao a uma curva conhecida
e examinar a consisténcia das incertezas epistémicas inferidas a partir da distribuicao

posterior variacional.

A EdE. foi resolvida via TOV e, a partir de sua curva massa-raio M-R.,, selecionamos

6 pontos (M, R) de referéncia. Esses pares foram utilizados como entrada para a rede, que
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entao gerou 10® amostras preditivas por reamostragem dos pesos variacionais. As médias
resultantes dessas amostras definem a equacao de estado predita EdE, e a curva massa-
raio correspondente M-R,,. A Fig.(3.15) mostra que a curva média M-R,, acompanha de
forma consistente a referéncia M-R,, enquanto a Fig.(3.16) evidencia que a EAE,, reproduz
a EdE, com elevada fidelidade. Em ambos os casos, as regioes de incerteza sao estreitas,
indicando boa calibracao epistémica e confirmando que a dispersao observada provém

majoritariamente da variabilidade do modelo.

Para quantificacao detalhada, avaliamos pressoes em trés densidades caracteristicas p;

(1 =1,2,3), considerando a variavel adimensional

p(pi)
b = logy (o). 3.69

%810 1MeV fm ™3 ( )
Os valores de referéncia foram ¢, = [1,248, 2,106, 3,243]. As médias preditivas obtidas
foram ¢, = [1,237, 2,108, 3,235 ], com dispersdes o, = [0,010, 0,042, 0,081]. Convertendo
novamente para o dominio linear, os erros relativos foram ¢ = [2,43%, 0,36%, 1,84% |, com

maior discrepancia em baixas densidades, como esperado.
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FIGURA 3.15 — Diagrama massa-raio no cenario de validagao. Pontos vermelhos: pares
(M, R) de referéncia obtidos da curva M-R, (solugdo TOV da equagao de estado de
teste). Linha sélida: curva predita M-R,, a partir da EJE média EdE,,. Regides em ciano:

incertezas epistémicas correspondentes as amostras da rede.
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FIGURA 3.16 — Equagao de estado média EAE, obtida das 10® amostras preditivas da
rede. Em ciano, as regioes de incerteza epistémica associadas a variabilidade entre amos-
tras. Em preto, a equacao de estado de referéencia EdE.. Nota-se sobreposicao quase
completa entre as curvas, com faixas estreitas mesmo em altas densidades de energia.
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FIGURA 3.17 — Distribuicoes das 10® amostras preditivas para os trés pontos caracterfs-
ticos da EdE no cenario de validacao. Linhas tracejadas: valores de referéncia /.. Linhas
sélidas: médias preditivas £,. Faixas sombreadas: dispersoes o,. Em vermelho, erros
relativos no dominio linear (2,43%, 0,36%, 1,84%). E importante notar que o valor final

Em sintese, o teste de validacao demonstra que a rede recupera a EdE de referéncia

com alta precisao e incertezas epistémicas bem calibradas. A sobreposicao entre curvas

médias e alvos, associada a estreiteza das distribuigoes preditivas, confirma a robustez

do modelo neste cendrio. Ressaltamos, contudo, que os resultados se baseiam em seis
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pontos extraidos de uma tnica EdE e nao incluem ruido observacional, sendo portanto

condicionados a classe de modelos PPG e ao mapeamento

(M, R)XG — (FZ':LQ,S) — EdE —— TOV.

3.5.2 Cenario Realista

Avancando para um teste ancorado em dados observacionais, avaliamos a RNB sob um
cenario realista construido a partir das medidas do NICER para os pulsares J0740+6620 e
J0030+-0451 (Tab. 3.4). O objetivo é verificar a consisténcia da predi¢ao média em torno
de pares observados (M, R) e a calibragao epistémica das incertezas quando a informagao

fisica é mais escassa e potencialmente correlacionada.

Para cada pulsar, geramos outros dois pares de (M, R) adicionando ruido gaussiano da

mesma ordem dos utilizados no treinamento, totalizando 6 pares que alimentam a RNB,

totalizando 6 pares que alimentam a RNB.

PSR Massa (My) Raio (km)
J07404-6620 2,072 12,39
J0030+0451 1,34 12,71

TABELA 3.4 — Pares M-R do NICER utilizados na montagem do cendrio realista.

Amostramos 103 predicoes do pésterior variacional dos pesos. A equacao de estado
média EJE, e a respectiva solu¢ao TOV M-R,, estao dispostas nas Figs.(3.18, 3.19). Com
esse numero de amostras, a variancia da média ¢é inferior a 0,1% da variancia epistémica,
de modo que a largura dos intervalos exibidos ¢ dominada pela incerteza do modelo, como

no cenario de validacao.



CAPITULO 3. REDES NEURAIS

101

2.5

20

1.0

B MR, [2.2M, 11.78km)]
M MRy,
B M-Ryoy

| M-Rugy

PSR-J0030-+0451

GW170817

PSR J0740+6620

10 12 14
R (km)

FIGURA 3.18 — Diagrama massa-raio para o cenario realista. Pontos vermelhos: pares
(M, R) gerados a partir de ruido gaussiano sobre os dados do NICER (pontos pretos).
Curva sélida: solugao TOV obtida da EdE média EdE,. Faixas ciano: intervalos episte-
micos induzidos pela amostragem dos pesos.

103;

?1025

P (Mev/fm

10

109}

SEEn

EdE,

EdE41,
EdE 9,
EdE.s3,

10?

FIGURA 3.19 — Equacao de estado

107
€(MeV /)

Faixas ciano: incertezas epistémicas correspondentes.

média EdE,, resultante das 10° amostras preditivas.
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A Fig.(3.18) mostra que a curva média M-R,, interpola suavemente os pares observados
(pretos) e os sintéticos (vermelhos), mantendo largura radial tipica moderada: < 1,5km
para M 2 1,8 M. A faixa 20 cobre os seis pares utilizados e intersecta as regioes crediveis
do NICER, com J0740+6620 situado entre 1o e 20 e JO030+0451 tipicamente dentro de
20. Incluimos também a regido de credibilidade de 90% de GW170817 (cinza), a qual
¢ cruzada pela faixa 20 de M-R, em M ~ 1,2-1,6 My e R ~ 11-13km, servindo como

checagem independente.

Na Fig.(3.19), a EdE, apresenta bandas estreitas no intervalo de € que domina os
raios entre ~ 1,3 e ~ 2,0 M. Para leitura consistente, os eixos sao interpretados como
logyole/(MeV fm™2)] e log,o[p/(MeV fm~3)], com ticks indicando o intervalo ~ 10%-10°
MeV fm™?

Os histogramas da Fig.(3.20) sao aproximadamente gaussianos e simétricos, com mé-

dias e respectivo desvio-padrao para sobre os valore previstos para pressao:
(, =[1,130, 2,145, 3,335] e o, =[0,009, 0,036, 0,059 |. (3.70)

Dois pontos merecem esclarecimento a fim de evitar interpretacoes equivocadas sobre os

resultados numéricos e graficos obtidos nos cenarios analisados com a RNB.

Primeiro, é essencial ter em mente que o modelo nao preve diretamente pressoes p,, ou
seus correspondentes £,,. O objetivo da rede ¢ fornecer os parametros I'; associados as DIs
da EAE. A partir desses parametros é que se calculam os valores de pressao apresentados,

como 0s que aparecem nos histogramas.

Em segundo lugar, deve-se notar que certos valores de pressao, como ps exibido na
Fig.(3.20), ndo aparecem nas curvas da EdE mostradas na Fig.(3.19). Esse efeito decorre
do critério de causalidade, aplicado no processo de construgao das equagoes de estado
(visto através dos gréficos) e de integracao das TOV, onde os valores sdo truncados

quando o limite causal é atingido.

Comparado ao cenario de validagao, nota-se leve redistribuicao: ¢; tende a valores
menores, enquanto ¢, e f3 crescem modestamente. Esse padrao é plausivel, pois raios em
M ~ 1,3-1,6 Mg, respondem a pressoes em p ~ (1-2) ng, ao passo que a sustentagao de

M.y 2 2,0 Mg, exige maior rigidez em densidades mais altas.

Em sintese, o cendrio realista indica que a RNB acomoda os alvos do NICER com
incertezas epistémicas moderadas, preserva a coeréncia fisica da EdE, e mantém com-
patibilidade com GW170817. A intersecao sistematica de M-R,, com as regioes crediveis
do NICER, a largura radial < 1,5km em M 2 1,8 M e a estrutura quase-gaussiana das

distribuicoes ¢; confirmam boa calibracao epistémica neste regime observacional.
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4 Conclusoes

A principal contribuicao deste trabalho foi demonstrar que a recuperacao dos para-
metros de equacoes de estado para estrelas de néutrons pode ser conduzida de forma
confiavel quando o problema é tratado como um sistema integrado, no qual a geracao
de dados, a preparacao estatistica e a modelagem bayesiana atuam de maneira coerente.
Para viabilizar o treinamento da rede, tornou-se necesséario construir um conjunto de pares
(M, R) e respectivos parametros da equagao de estado. Esse conjunto foi obtido a par-
tir do formalismo politrépico por partes generalizado, garantindo continuidade de p(e),
dp/de, diferenciabilidade, estabilidade na integragao das equagoes de TOV. Essa base as-
segurou que o treinamento da rede fosse alimentado por exemplos fisicamente consistentes

e estatisticamente bem estruturados.

A preparacao do banco de dados preservou a geometria do problema M-R e distribui-
coes estatisticas basicas. A amostragem repetida de pares (M, R), a ordenacao canonica
para evitar ambiguidades de permutacao, a divisao estratificada e a injecao seletiva de
ruido no treino aumentaram a robustez sem induzir viés. O resultado foi um dataframe

com quase cinco milhoes de entradas, equilibrado e reprodutivel.

Sobre esse alicerce assentou-se uma Rede Neural Bayesiana enxuta, com apenas 377
parametros variacionais por ramo e um total de ~ 1164 parametros treinaveis. As escolhas
arquiteturais - ativacoes consistentes com a positividade de pressoes, priors informativos
ancorados em estatisticas fisicas, perda de Huber para lidar com caudas pesadas e re-
gularizagao KL controlada - permitiram alcancar estabilidade rapida no treinamento e

prevencao de sobreajuste.

Os resultados obtidos organizam-se em trés niveis:

e Cendrio controlado: o erro absoluto médio, como fracao da amplitude do alvo, ficou
abaixo de 1% em I'1, em torno de ~ 24% em I'y e ~ 6,8 % em I's. O erro amostral da

média foi residual, confirmando que a dispersao é dominada pela incerteza do modelo.

e Cendrio de validagao: com seis pares (M, R) de uma EdE de referéncia, observamos
sobreposicao quase completa entre EdE, e EAE,, bem como entre M-R,, e M-R;. Os

erros relativos nos trés pontos de pressao foram (2,43, 0,36, 1,84) %, e a largura tipica
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em R foi de ~ 1 km, atestando alta precisao e consisténcia epistémica.

e Cendrio realista: ancorado nos pulsares J0740+6620 e J0030+0451 (NICER), a curva
média M-R,, interpolou suavemente os pares observados e sintéticos, manteve largura
radial < 1,5 km para M 2 1,8 M, e intersectou tanto as regioes crediveis do NICER
quanto o contorno de 90% de GW170817. No espaco pressao-densidade, as médias de
log p foram [1,130, 2,145, 3,335] com dispersdes menores que 3% da amplitude, reve-

lando coeréncia fisica e compatibilidade multimensageira.

Em conjunto, esses trés testes evidenciam que a RNB nao apenas recupera equacoes
de estado de referéncia em ambientes controlados, mas também acomoda medidas reais

com incertezas moderadas e bem calibradas.

Algumas limitacoes foram identificadas. A saida independente por parametro pode
subestimar correlagoes entre (I';,T's, I'3); o limiar da perda de Huber interage com a nor-
malizacao e merece ajuste fino; e as incertezas reportadas sao estritamente epistémicas,
pois ruido observacional nao foi explicitamente modelado. Esses pontos abrem caminhos
claros para avancos: cabecas conjuntas com covariancia plena, variacionais mais expres-
sivas no regime denso para modular a pressao da KL e inclusao de heterocedasticidade

para compor incertezas epistémicas e aleatérias.

4.1 Consideracoes finais

O que se consolida aqui é um método: integrar fisica, dados e inferéncia em um quadro
coerente gera ganhos que nenhuma etapa isolada alcanca. Um formalismo fisico simples
e eficaz para geracao de dados que respeita restri¢oes, um dataprep que evita vazamentos
e um preditor bayesiano parcimonioso e explicito na quantificacao de incerteza foram
suficientes para reconstruir a relagao pressao-densidade, aderir as medidas do NICER,
manter consisténcia com GW170817 e sustentar erros muito abaixo de 10% mesmo em

condicoes desafiadoras.

O framework permanece modular e extensivel. Pode incorporar ruido aleatério na
saida para intervalos completos, explorar perdas alternativas, enriquecer a posterior em
altas densidades, testar sensibilidades a py e ao modelo de crosta, além de utilizar ruido
correlacionado para avaliagao formal de cobertura. Nada disso altera o essencial: o modelo
mantém coeréncia e nivel de precisao com o esperado, e também quantifica o quanto
sabe - e onde precisa aprender. E justamente nas altas densidades, onde a incerteza
epistémica se alarga, que arquiteturas conjuntas, variacionais mais ricas e composi¢ao
epistémico+aleatério prometem os maiores dividendos cientificos. Com esses incrementos,
o caminho para andlises integradas NICER-LIGO-Virgo e para observatorios de raios X

de proxima geracgao fica nao s6 aberto, como também tecnicamente bem fundamentado.
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