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por observações recentes de estrelas.
TIPO DO TRABALHO/ANO: Tese / 2024
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À Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES) pelo su-

porte financeiro durante o primeiro ano do mestrado e quase dois anos do doutorado; sem

esse aux́ılio, não conseguiria fazer pós-graduação em uma instituição tão renomada no

Brasil, como o ITA. Agradeço também ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cien-

t́ıfico e Tecnológico (CNPq) e Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de São Paulo
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Resumo

Utilizamos análise bayesiana para restringir a equação de estado da matéria nuclear a

partir de dados astrof́ısicos relacionados às medições recentes da missão NICER, colabo-

ração LIGO/Virgo, e distribuições de probabilidade de massa e raio de outras 12 fontes,

incluindo explosões termonucleares e binárias de raios-X de baixa massa em quiescência.

Para isso, baseamos nosso estudo em um modelo de campo médio hadrônico relativ́ıstico

que inclui uma interação ω−ρ. Nossos resultados indicam intervalos relevantes para alguns

parâmetros de massa no ponto de saturação, tais como, massa efetiva, incompressibilidade

e inclinação da energia de simetria (L0). Por exemplo, encontramos L0 = 50.79+15.16
−9.24 MeV

(Caso 1) e L0 = 75.06+8.43
−4.43 MeV (Caso 2) em um intervalo de confiança de 68% para

os 2 casos analisados (diferentes intervalos de entrada para L0 relacionados aos dados

do PREX-II). As respectivas parametrizações estão em acordo com importantes restri-

ções da matéria nuclear, bem como com dados observacionais de estrelas de nêutrons,

como a deformabilidade de maré adimensional do evento GW170817. A partir das curvas

massa-raio obtidas dessas melhores parametrizações, também encontramos os intervalos

de 11.97 km ⩽ R1.4 ⩽ 12.73 km (Caso 1) e 12.34 km ⩽ R1.4 ⩽ 13.06 km (Caso 2) para o

raio da estrela de nêutrons de 1.4M⊙.



Abstract

We use bayesian analysis in order to constrain the equation of state for nuclear matter

from astrophysical data related to the recent measurements from the NICER mission,

LIGO/Virgo collaboration, and probability distributions of mass and radius from other

12 sources, including thermonuclear busters, and quiescent low-mass X-ray binaries. For

this purpose, we base our study on a relativistic hadronic mean field model including an

ω − ρ interaction. Our results indicate optimal ranges for some bulk parameters at the

saturation density, namely, effective mass, incompressibility, and symmetry energy slope

(L0). For instance, we find L0 = 50.79+15.16
−9.24 MeV (Case 1) and L0 = 75.06+8.43

−4.43 MeV

(Case 2) in a 68% confidence interval for the 2 cases analyzed (different input ranges for

L0 related to the PREX-II data). The respective parametrizations are in agreement with

important nuclear matter constraints, as well as observational neutron star data, such

as the dimensionless tidal deformability of the GW170817 event. From the mass-radius

curves obtained from these best parametrizations, we also find the ranges of 11.97 km ⩽

R1.4 ⩽ 12.73 km (Case 1) and 12.34 km ⩽ R1.4 ⩽ 13.06 km (Case 2) for the radius of the

1.4M⊙ neutron star.
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verde e vermelho correspondem às parametrizações com intervalo de

confiança de 68% (posteriores) usando priors Uniforme e Gaussiana,

respectivamente. As curvas cont́ınuas (prior Uniforme) e tracejadas

(prior Gaussiana) representam as parametrizações relacionadas aos
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adicionais utilizados na análise. 4U 1702-429 (NÄTTILÄ, J. et al.,
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3.1 Conjunto de parâmetros θ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 Probabilidades a Priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Dados observacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4 Função de Verossimilhança . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.5 Fator de Bayes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1 Distribuições posteriores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Fator de Bayes e comparação entre os casos . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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1 Introdução

Estrelas de nêutrons (EN) são alguns dos objetos mais fascinantes e misteriosos do

universo. Quando estrelas muito massivas (entre 10 e 25 massas solares) chegam ao fim

de sua vida e consomem todo seu estoque de hidrogênio, elas explodem em uma super-

nova lançando no espaço vários elementos pesados e deixando para trás o ‘cadáver’ da

estrela, uma estrela de nêutrons, um objeto colapsado que encontra seu equiĺıbrio de-

vido aos nêutrons estarem tão próximos uns aos outros que a pressão nuclear contrapõe

a gravidade, evitando assim seu colapso total. Um exemplo direto de uma estrela que

colapsou em uma estrela de nêutrons pode ser visto na Figura 1.1, onde é exibido os

remanescentes de uma supernova que é conhecida como nebulosa do caranguejo. As EN

oferecem uma oportunidade única para estudar as propriedades da matéria nuclear sob

condições extremas, uma vez que seu núcleo pode conter matéria com até dez vezes a

densidade de saturação (ρ0 ≃ 2, 5× 1014 g/cm3 ≃ 0, 15 fm−3) (STEINER et al., 2010). Este

ambiente é um contexto adequado para testar os vários tipos de modelos hadrônicos rela-

tiv́ısticos e não relativ́ısticos, juntamente com sua enorme quantidade de parametrizações

relacionadas. Nessa direção, é posśıvel selecionar, ou ao menos distinguir, entre diferentes

modelos/parametrizações capazes de reproduzir propriedades conhecidas desses objetos

astrof́ısicos compactos (OERTEL et al., 2017; LATTIMER, 2012; MENEZES, 2021). Por outro

lado, estudos reproduzidos aqui na terra sobre colisões de ı́ons pesados fornecem algumas

restrições à equação de estado (EoS) para matéria nuclear simétrica (SNM1) em densida-

des em torno de ρ0 (DANIELEWICZ et al., 2002; FUCHS, 2006). Outros estudos baseados

na teoria de campo efetivo quiral (HEBELER et al., 2013; DRISCHLER et al., 2016; KRÜGER

et al., 2013) também fornecem algumas restrições à EoS para a matéria feita puramente

de nêutrons (PNM), que é uma boa aproximação para a matéria da EN.

Medidas recentes de propriedades de EN, como massas, raios e deformabilidade de

maré, abriram a porta para uma nova era de investigação sobre a natureza desses objetos

ao estabelecer novas restrições a serem satisfeitas por diferentes modelos. Tais observações

incluem a detecção realizada pela Colaboração LIGO e Virgo (LVC) de ondas gravitaci-

onais emitidas durante o evento denominado GW170817, no qual a fusão de duas EN foi

registrada (ABBOTT; The LIGO and Virgo Collaboration, 2017; ABBOTT et al., 2018; ABBOTT

1do inglês Symmetrical Nuclear Matter
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FIGURA 1.1 – Imagem do remanescente da supernova SN 1054, conhecida como Nebulosa do Caran-
guejo, capturada pelo Telescópio Espacial James Webb. Imagem: NASA, ESA, CSA, STScI, T. Temim
(Princeton University).

et al., 2019), e dados fornecidos pela missão Neutron Star Interior Composition Explorer

(NICER) da NASA referentes à detecção de raios-X vinda da proximidade dos pulsares

PSR J0030+0451 (RILEY et al., 2019; MILLER et al., 2019) e PSR J0740+6620 (MILLER

et al., 2021; RILEY et al., 2021). Ao usar as equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

(TOV) (TOLMAN, 1939; OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939), é posśıvel criar um v́ınculo en-

tre uma EoS espećıfica e um diagrama de massa-raio único, um gráfico no qual alguns

desses dados observacionais podem ser representados. Portanto, diferentes EoSs podem

ser testadas contra as restrições astrof́ısicas atualizadas. Nesta tese, seguimos esse pro-

cedimento por meio de uma análise bayesiana, ou seja, uma ferramenta computacional

poderosa que pode ser usada para combinar dados observacionais/experimentais com mo-

delos teóricos para testá-los e restringi-los tanto quanto posśıvel, a fim de buscar EoSs

adequadas capazes de reproduzir as necessidades de matéria estelar mencionadas (TRA-

VERSI et al., 2020; SALINAS; PIEKAREWICZ, 2023; ZHU et al., 2022). Nesse sentido, tra-

balhos fazendo inferência de EoS com métodos bayesianos pela colaboração LIGO-Virgo

também foram realizados, por exemplo, em (ABBOTT; The LIGO and Virgo Collaboration,

2019; ABBOTT; The LIGO and Virgo Collaboration, 2020).

Pretendemos encontrar parametrizações de um modelo de campo médio relativ́ıs-

tico (RMF) hadrônico de alcance finito baseado em fundamentos teóricos da chamada

Hadrodinâmica quântica (QHD). Este modelo também considera a matéria nuclear como

infinita, o qual oferece uma aproximação notável para analisar a f́ısica das estrelas de nêu-

trons, que contêm cerca de 1057 part́ıculas. Notavelmente, quando o conceito de matéria
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nuclear infinita é aplicado ao estudo de núcleos finitos, os resultados obtidos frequente-

mente se alinham de forma impressionante com a realidade. Os modelos de Walecka estão

inseridos nesse contexto, ele considera prótons e nêutrons interagindo entre si através de

potenciais tipo Yukawa (YUKAWA, 1935), nos quais o alcance da interação núcleon-núcleon

é regulado pelas massas dos mésons trocados. Além disso, as forças atrativas e repulsivas

dessa interação são controladas pelos parâmetros livres do modelo. Usamos uma versão

do modelo de Walecka não-linear que leva em conta auto-interações cúbicas e quárticas

no campo σ (atrativo, méson σ), juntamente com uma interação cruzada entre os campos

ωµ (repulsivo, méson ω) e ρ⃗µ. Este último representa o méson isovetor ρ responsável pela

assimetria do sistema (número diferente de prótons e nêutrons). O procedimento ado-

tado aqui é obter, a partir da inferência bayesiana, os intervalos adequados para alguns

parâmetros de bulk, isto é, quantidades f́ısicas derivadas da EoS avaliadas na densidade

de saturação, que melhor representem as observações feitas de EN. Como entrada para o

método, fornecemos funções de verossimilhança extráıdas de 16 fontes diferentes de mas-

sas e raios de explosões termonucleares (ÖZEL et al., 2016), de binários de raios-X de baixa

massa quiescentes (ÖZEL et al., 2016), do NICER e da CLV. Mostramos que essas “me-

lhores” parametrizações determinadas a partir dessa abordagem são capazes de descrever

matéria nuclear simétrica, matéria de nêutrons pura e propriedades do sistema de matéria

estelar também (raio da estrela de nêutrons de 1, 4M⊙ e deformabilidade de maré, por

exemplo).

Em comparação com o estudo realizado em Traversi et al. (2020), nosso trabalho

apresenta as seguintes novidades: (i) usamos uma densidade lagrangiana para o modelo

relativ́ıstico com uma interação ω − ρ inclúıda. Esse novo termo nos dá a liberdade

de escolher mais um parâmetro de massa isovetor para ser usado na análise bayesiana.

No nosso caso, além da inclinação da energia de simetria, também utilizamos na análise

a energia de simetria em 2/3 da densidade de saturação; (ii) o intervalo usado para a

inclinação da energia de simetria é baseado no estudo proveniente da análise dos resultados

do PREX-II para a espessura da pele de nêutrons de 208Pb (ESSICK et al., 2021; ESTEE et

al., 2021; YUE et al., 2022; REED et al., 2021); (iii) usamos como uma das fontes da análise

bayesiana os dados observacionais recentes fornecidos pela missão NICER com relação ao

pulsar PSR J0704+6620 (RILEY et al., 2021).

Esta tese está organizada da seguinte maneira: no capitulo 2, descreveremos em deta-

lhes o modelo relativ́ıstico utilizado como base para o estudo, apresentando a lagrangiana

utilizada, destacando a derivação das EoSs para a pressão e densidade de energia em

função da densidade bariônica, bem como as expressões para as quantidades de interesse

nesse estudo como massa efetiva, incompressibilidade, energia de simetria e seu coeficiente

angular. Também nesse caṕıtulo, apresentaremos a derivação das equações de Tolmann-

Oppenheimer-Volkoff (TOV) e como podemos solucioná-las obedecendo as condições de



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 19

equiĺıbrio qúımico e de neutralidade de carga. Além disso, apresentamos as fórmulas

para o fator de deformabilidade de maré que pode ser calculado simultaneamente com as

equações de TOV.

No caṕıtulo 3 iremos explicar o processo de inferência bayesiana, onde apresentaremos

os métodos empregados para calcular os posśıveis valores dos parâmetros da EoS, com o

aux́ılio de dados observáveis de massa e raio e do conhecimento prévio sobre o intervalo

desses parâmetros. Esse conhecimento prévio acerca dos parâmetros pode ser resumido

em uma distribuição de probabilidade a priori (ou prior), então diferentes tipos de priors

podem produzir resultados diferentes. Por isso, nesse estudo, iremos utilizar dois tipos de

priors, e verificar se seus resultados são compat́ıveis. Explicaremos como obter o fator de

Bayes, necessário para comparar os resultados entre as priors.

No caṕıtulo 4 iremos expor os resultados decorrentes da inferência bayesiana dos parâ-

metros da EoS. Analisaremos o comportamento das EoSs resultantes através de restrições

na dependência da densidade para a pressão e energia por part́ıcula conhecidas na litera-

tura. Compararemos os resultados de cada modelo com seu fator de Bayes. Examinaremos

as sequências de massa-raio geradas por essas EoSs, assim como também as deformabi-

lidades de maré associadas, sempre comparando os resultados obtidos para as diferentes

priors utilizadas e, por fim, no caṕıtulo 5 apresentamos nossas conclusões e considerações

finais do trabalho.



2 Modelo Relativ́ıstico

A pesquisa em f́ısica nuclear evoluiu significativamente nas últimas décadas, impul-

sionada pelo desenvolvimento de modelos hadrônicos relativ́ısticos sofisticados. Um dos

marcos nesse avanço é a Hadrodinâmica Quântica (QHD), com o modelo de Walecka

destacando-se como um componente fundamental. Esse modelo teórico aborda prótons

e nêutrons como núcleons fundamentais que interagem por meio da troca de mésons.

No modelo original proposto por Walecka (WALECKA, 1974), são introduzidos dois tipos

de mésons: o méson escalar σ, que media forças atrativas de longo alcance, e o méson

vetorial ω, responsável por forças repulsivas de curto alcance. Essas interações são encap-

suladas em uma densidade lagrangiana que mantém a invariância de Lorentz, garantindo

que suas propriedades não variem com a mudança de referencial. Várias propriedades da

dinâmica nuclear podem ser derivadas da densidade lagrangiana, incluindo o potencial

efetivo nuclear, o qual se reduz ao potencial de Yukawa (YUKAWA, 1935) para um sistema

estacionário e de simetria esférica:

V (r) =
1

4πr

(
−gσe

−mσr + gωe
−mωr

)
. (2.1)

Podemos perceber a natureza atrativa do méson σ e repulsiva do méson ω refletidas nos co-

eficientes negativo e positivo no primeiro e segundo termos do potencial, respectivamente.

Os valores das constantes de acoplamento gσ e gω são ajustados para que o modelo possa

prever corretamente medidas experimentais cruciais, tais como a energia de ligação por

núcleon (B0 ≈ −16 MeV) e a densidade de saturação da matéria nuclear (ρ0 ≈ 0, 15

fm−3) a zero Kelvin (GLENDENNING, 2012). A Figura 2.1 ilustra o comportamento do

potencial V (r) em função da distância r entre núcleons, usando um conjunto espećıfico de

parâmetros: gσ = 11, 25, mσ = 561 MeV, gω = 13, 25, e mω = 756 MeV. Notavelmente, o

ponto de mı́nimo do potencial, localizado em r ≈ 0, 33fm−1, corresponde à densidade de

saturação ρ0 = 0, 15 fm−3, em um contexto de simetria esférica.

Embora o modelo de Walecka descreva adequadamente parâmetros como B0 e ρ0, ele

enfrenta desafios em descrever outras propriedades, como a massa efetiva do núcleon (m∗)

e a incompressibilidade (K0), cujo valor estimado em 554 MeV supera consideravelmente

o valor geralmente aceito na literatura, que é de cerca de 220 MeV (TREINER et al.,
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FIGURA 2.1 – Potencial efetivo gerado pelo modelo de Walecka

1981). Para superar essas limitações, Boguta e Bodmer (1977) sugeriram uma versão

não linear do modelo de Walecka. Eles adicionaram termos de autointeração cúbicos e

quárticos ao campo mesônico escalar σ, junto com duas novas constantes de acoplamento.

Essa abordagem permitiu alcançar valores mais realistas para K0 e m∗. Esse modelo é

conhecido como o modelo não-linear de Walecka ou modelo tipo σ3 − σ4.

Para introduzir assimetria no sistema nuclear, é essencial incorporar outro méson ve-

torial, o méson ρ. Assim como o méson ω, o ρ media interações entre os núcleons. No

entanto, diferentemente do ω, no espaço de isospin, o ρ funciona como um isovetor. O mé-

son ρ é crucial para modelar a assimetria entre o número de prótons e nêutrons, uma vez

que ele incorpora o isospin das part́ıculas na densidade lagrangiana. Essa caracteŕıstica é

particularmente relevante em ambientes como estrelas de nêutrons, onde a proporção de

nêutrons para prótons é significativamente alta.

2.1 Modelo de Walecka não-linear do tipo ω-ρ

Nesse trabalho estudaremos as propriedades das equações de estado provenientes do

modelo de Walecka não-linear do tipo σ3 − σ4 com a inclusão do méson ρ. Além disso,

neste modelo permitiremos interações entre os mésons vetoriais ρ e ω. Fazendo isso,

acrescentamos duas constantes de acoplamento ao modelo: gρ e α. A inclusão do méson

ρ e suas interações têm impacto em grandezas nucleares como a energia de simetria e sua

derivada em relação à densidade (MANKA; BEDNAREK, 2001; FATTOYEV; PIEKAREWICZ,

2010). Além disso, é conhecido que a interação entre os mésons ρ e ω tem influência no

raio da estrela, alterando sua compactação (FILHO, 2011). A densidade lagrangiana que
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descreve a matéria hadrônica é a seguinte: (DUTRA et al., 2014; LI et al., 2008)

L = Lnm + Lσ + Lω + Lρ + Lωρ, (2.2)

onde

Lnm = Ψ̄(iγµ∂µ −M)Ψ− gσσΨ̄Ψ− gωΨ̄γµωµΨ− 1

2
gρΨ̄γµρ⃗µτ⃗Ψ, (2.3)

Lσ =
1

2
(∂µσ∂µσ −mσσ

2)− A

3
σ3 − B

4
σ4, (2.4)

Lω = −1

4
F µνFµν +

1

2
m2

ωωµω
µ, (2.5)

Lρ = −1

4
B⃗µνB⃗µν +

1

2
m2

ρρ⃗µρ⃗
µ e (2.6)

Lωρ =
1

2
αg2ωg

2
ρωµω

µρ⃗µρ⃗
µ , (2.7)

que representam, respectivamente, as interações dos núcleons com os mésons (equação

(2.3)), a parte cinética e autointerações do méson σ (equação (2.4)), a parte cinética dos

mésons ω (equação (2.5)) e ρ (equação (2.6)) e por último, as interações cruzadas entre os

mésons ω e ρ (equação (2.7)). O campo de núcleons é dado pelo espinor de Dirac Ψ. Os

mésons σ, ω, e ρ estão relacionados com os campos escalar, vetor e isovetor: σ, ωµ, e ρ⃗µ,

respectivamente. Os tensores antissimétricos são representados por Fµν = ∂νωµ − ∂µων e

B⃗µν = ∂ν ρ⃗µ − ∂µρ⃗ν . A massa do núcleon é M = 939 MeV e as massas dos mésons são

dadas por: mσ, mω, e mρ. As constantes de acoplamento gσ, gω e gρ representam a força

da interação dos campos entre si e a constante α a força da interação entre os campos ω

e ρ.

A partir da densidade Lagrangiana, na equação (2.2), podemos resolver as equações

de Euler-Lagrange para cada um dos campos:

∂L
∂ϕ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
. (2.8)

Portanto, os campos devem satisfazer as seguintes equações não-lineares altamente aco-

pladas:

(
∂µ∂

µ +m2
σ

)
σ = −gσΨ̄Ψ− Aσ2 −Bσ3, (2.9)

∂νF
µν −m2

ωω
µ = −gωΨ̄γµΨ+ αg2ωg

2
ρρ⃗µρ⃗

µωµ, (2.10)

∂νB
µν −m2

ρρ⃗
µ = −1

2
gρΨ̄γµτ⃗Ψ+ αg2ωg

2
ρωµω

µρ⃗µ (2.11)

e [γµ (i∂µ − gωωµ − gρρ⃗µτ⃗)− (M + gσσ)] Ψ = 0. (2.12)

A equação para o campo Ψ (2.12) é interpretada como uma equação de Dirac que
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representa um férmion cujo momento é deslocado pela quantidade gωωµ + gρρ⃗µτ⃗ e que

possui massa efetiva M∗ dada por

M∗ = M + gσσ (2.13)

que passa a variar conforme o campo ω que por sua vez depende da densidade. Esta é

uma definição estritamente relativ́ıstica de massa efetiva, também chamada de massa de

Dirac (JAMINON et al., 1981). As soluções das equações para os campos (2.9-2.12), se não

forem aproximadas, são determinadas utilizando métodos numéricos.

Buscando soluções semi-anaĺıticas para as equações, um método amplamente utilizado

é a aproximação de campo médio (ACM) (WALECKA, 1974; SEROT;WALECKA, 1986), onde

substitui-se os campos mesônicos por seus respectivos valores médios. Este método baseia-

se na suposição que, em uma matéria uniforme, infinita e em seu estado fundamental,

os núcleons estão sob a ação de uma interação nuclear média. Neste sentido, quanto

maior a densidade bariônica mais eficaz será essa aproximação, pois as flutuações dos

campos tendem a ser despreźıveis comparadas as amplitudes dos campos dos núcleons.

Empregando a ACM, reescrevemos os campos mesônicos como:

σ → ⟨σ⟩ ≡ σ , ωµ → ⟨ωµ⟩ ≡ ω0 e ρ⃗µ → ⟨ρ⃗µ⟩ ≡ ρ̄0, (2.14)

Substituindo as fontes dos campos mesônicos por seus valores médios, encontramos

Ψ̄Ψ → ⟨Ψ̄Ψ⟩ = ρs, Ψ̄γµΨ → ⟨Ψ̄γµΨ⟩ = Ψ̄γ0Ψ = ρ e

Ψ̄γµτ⃗Ψ → ⟨Ψ̄γµτ⃗Ψ⟩ = Ψ̄γ0τ3Ψ = ρ3,
(2.15)

onde ρs = ρsp + ρsn e ρ = ρp + ρn são, respectivamente, a soma das densidades escalares

e vetoriais de prótons e nêutrons e ρ3 = ρp − ρn = (2y − 1)ρ a diferença. y é a fração de

prótons do sistema, definida por y = ρp/ρ. τ3 é a terceira componente do isospin, é igual

a 1 para prótons e -1 para nêutrons. A expressão paras as densidades são

ρsp,n =
γM∗

2π2

∫ kFp,n

0

k2 dk

(k2 +M∗2)1/2
e ρp,n =

γ

2π2

∫ kFp,n

0

k2 dk =
γ

6π2
k3
Fp,n

. (2.16)

Os ı́ndices p e n representam respectivamente prótons e nêutrons. kFp,n é o momento

de Fermi. O fator de degenerescência, γ, é igual a 2 para matéria assimétrica e 4 para

matéria simétrica. Aplicando a ACM, as equações para os campos são simplificadas:

m2
σσ = −gσρs − Aσ2 −Bσ3 , (2.17)

m2
ωω0 = gωρ− αg2ωg

2
ρρ̄

2
0ω0 , (2.18)

m2
ρρ̄0 =

gρ
2
ρ3 − αg2ωg

2
ρρ̄0ω

2
0 e (2.19)
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γµ
(
i∂µ − gωω0 −

gρ
2
ρ̄0τ3

)
−M∗

]
Ψ = 0. (2.20)

Pela definição da massa efetiva dada na equação (2.13), temos que ∆M/gσ = σ, onde

∆M = M∗ − M , logo, substituindo o campo escalar na equação (2.17) encontramos a

expressão transcendental para M∗ que dependerá apenas da fração de prótons (y) e da

densidade bariônica (ρ)

M∗(y, ρ) = M −G2
σ

[
ρs + a(∆M)2 + b(∆M)3

]
, (2.21)

com G2
σ = g2σ/m

2
σ, a = A/g3σ, e b = B/g4σ. Rearranjando os termos das equações (2.18) e

(2.19), temos

gωω0(y, ρ) = G2
ωρ
[
1 + αG2

ω(gρρ̄0)
2
]−1

e (2.22)

gρρ̄0(y, ρ) =
G2

ρρ3

2

[
1 + αG2

ρ(gωω0)
2
]−1

, (2.23)

onde G2
ω = g2ω/m

2
ω e G2

ρ = g2ρ/m
2
ρ. Note que as expressões dos campos mesônicos ω e ρ

formam um conjunto de equações acopladas que, afim de calcular a equação de estado do

sistema, devem ser determinadas simultaneamente com a massa efetiva (equação (2.21))

para cada densidade ρ e fração de prótons y.

2.2 Pressão e densidade de energia

Utilizando a densidade lagrangiana do sistema, podemos escrever o tensor energia-

momento, definido por

Tµν = −gµνL+
∑
i

∂L
∂(∂µQi)

∂νQi. (2.24)

Aplicando a ACM e fazendo o uso da equação (2.20), o tensor energia-momento pode ser

escrito como

Tµν = −gµν

[
−m2

σ

2
σ2 − A

3
σ3 − B

4
σ4 +

m2
ω

2
ω2
0 +

m2
ρ

2
ρ̄20 +

1

2
αg2ωg

2
ρω

2
0 ρ⃗

2
0

]
+iΨ̄γµ∂νΨ. (2.25)

Uma maneira particularmente útil de tratarmos o tensor energia-momento na matéria

nuclear é considerando-a um fluido perfeito, isto é, uma substância em que a pressão

é uniforme em todas as direções e onde não há forças de cisalhamento e transporte de

calor. Se em certo ponto, a velocidade do fluido for v, um observador movendo-se com

essa velocidade vê o fluido ao seu redor como isotrópico. Esta aproximação é melhor

quanto menor o livre caminho médio entre colisões de part́ıculas (WEINBERG, 1972).

Nesse sentido, é posśıvel determinar uma expressão para a pressão e densidade de energia
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a partir do tensor energia-momento fazendo P = 1
3
⟨Tii⟩ e ε = ⟨T00⟩. Assim temos que

P = −1

2
m2

σσ
2 − A

3
σ3 − B

4
σ4 +

1

2
m2

ωω
2
0 +

1

2
m2

ρρ̄0
2 +

1

2
αg2ωg

2
ρω

2
0 ρ̄0

2 + P n
cin + P p

cin, (2.26)

e

ε =
1

2
m2

σσ
2 +

A

3
σ3 +

B

4
σ4 − 1

2
m2

ωω
2
0 −

1

2
m2

ρρ̄0
2 + gωω0ρ+

gρ
2
ρ̄0ρ3

− 1

2
αg2ωg

2
ρω

2
0 ρ̄0

2 + εncin + εpcin,

(2.27)

com os termos cinéticos das equações (2.27) e (2.26) escritos como:

εp,ncin =
γ

2π2

∫ kF p,n

0

k2(k2 + (M∗)2)1/2dk e P p,n
cin =

γ

6π2

∫ kF p,n

0

k4

(k2 + (M∗)2)1/2
dk .(2.28)

Podemos reescrever as expressões da pressão (2.26) e densidade de energia (2.27) uti-

lizando as expressões dos campos ω (2.18) e ρ (2.19), resultando na expressão final da

equação de estado do sistema:

P (y, ρ) = −(∆M)2

2G2
σ

− a(∆M)3

3
− b(∆M)4

4
+

(gωω0)
2

2G2
ω

+
(gρρ̄0)

4
ρ3 + P n

cin + P p
cin (2.29)

e

ε(y, ρ) =
(∆M)2

2G2
σ

+
a(∆M)3

3
+

b(∆M)4

4
− (gωω0)

2

2G2
ω

+
(gρρ̄0)

4
ρ3 + (gωω0)ρ

+ εncin + εpcin.

(2.30)

As equações (2.29) e (2.30) constituem as EoS do sistema e, com o aux́ılio das equações

acopladas (2.22) e (2.23), possuem seis constantes, G2
σ, G

2
ω, G

2
ρ, a, b e α, que são de-

terminadas de forma a reproduzirem grandezas macroscópicas medidas em laboratório,

chamadas parâmetros de bulk.

2.3 Parâmetros de bulk derivados da pressão e densidade

de energia

A partir da pressão (2.29) e da densidade de energia (2.30), outras grandezas f́ısicas

importantes podem ser derivadas. Essas grandezas são chamadas de parâmetros de bulk,

são quantidades que descrevem propriedades macroscópicas e gerais da matéria nuclear,

como a densidade de saturação ρ0, a massa efetiva do núcleon m∗
0, a energia de ligação
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por núcleon B0, a incompressibilidade K0, a energia de simetria J e a derivada da energia

de simetria L0.

ρ0 é definida como a densidade em que o potencial nuclear é mı́nimo, ou seja, é o ponto

em que a força entre os núcleons deixa de ser atrativa (negativa) e passa a ser repulsiva

(positiva), portanto:

P (ρ0)y=1/2 = 0. (2.31)

Já m∗
0 é a razão entre a massa efetiva do núcleon avaliada em ρ0 e a sua massa:

m∗
0 =

M∗(ρ0)

M
. (2.32)

A energia por part́ıcula em função da densidade (ε/ρ) pode ser expandida em série de

Taylor em torno de ρ0 que, na SNM, toma a seguinte forma: (DUTRA et al., 2012; NA et

al., 2009)
ε

ρ
= ESNM = E0 +

1

2
K0x

2 +O(x3), (2.33)

onde x = (ρ − ρ0)/3ρ0, E0 é a energia por part́ıcula e K0 a incompressibilidade, ambas

calculadas na densidade de saturação ρ0. A diferença de E0 com a massa do núcleon M

é o que chamamos de energia de ligação por núcleon (B0), ou simplesmente energia de

ligação. Essa é uma quantidade importante na f́ısica nuclear que mede quanta energia é

necessária para separar completamente um núcleo atômico em seus prótons e nêutrons

constituintes:

B0 = E0 −M =
ε(ρ0)

ρ0
−M. (2.34)

Outro parâmetro que aparece na expansão de ε/ρ, na equação (2.33), é a incompressi-

bilidade (K), uma propriedade que está associada ao movimento dos prótons e nêutrons.

De maneira geral, a incompressibilidade descreve a incapacidade de um material ou fluido

de ser comprimido ou reduzido em volume quando submetido a uma pressão externa.

Pode ser identificada experimentalmente ao analisar as ressonâncias de monopolo gigan-

tes (conhecidas como GMR em inglês) em núcleos de átomos pesados (BLAIZOT, 1980).

A incompressibilidade pode ser expressada de várias formas igualmente equivalentes, uma

forma conveniente, valida apenas em temperatura nula, é a seguinte (FILHO, 2011):

K = 9

[
∂(ε+ P )

∂ρ
− ε+ P

ρ

]
, (2.35)

esta forma se torna proveitosa devido aos termos que se cancelam quando somamos as

equações (2.29) e (2.30). Estamos interessados em calcular a incompressibilidade no re-

gime SNM, portanto, fazemos ρ3 = 0 e kFn = kFp = kF nas expressões da pressão

(2.29) e densidade de energia (2.30), além disso, utilizamos que na SNM εcin + Pcin =
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TABELA 2.1 – Parâmetros de bulk e constantes de acoplamento das parametrizações G2*, GL1, e Z271s6

ρ0 m∗
0 B0 K0 J L0

(fm−3) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV)

G2* 0,154 0,66 -16,07 214,77 30,39 69,68
GL1 0,153 0,70 -16,30 199,97 32,49 94,66
Z271s6 0,148 0,80 -16,24 271,00 31,20 47,81

G2
σ G2

ω G2
ρ a b α

(fm2) (fm2) (fm2) (10−2fm−1) (10−3) (10−1)

G2* 13,57 8,26 4,89 -1,83 -4,82 0,46
GL1 12,69 7,16 4,41 2,66 -6,96 0,00
Z271s6 9,08 4,42 7,40 -2,79 15,12 1,74

(k2
F +M∗2)1/2ρ, que resulta na forma explicita da incompressibilidade:

K(ρ) = 9

[
G2

ωρ+
k2
F

3E∗
F

+ ρ

(
M∗

E∗
F

)
∂M∗

∂ρ

]
, (2.36)

onde a derivada da massa efetiva em relação a densidade, na matéria simétrica é

∂M∗

∂ρ
= −

(
M∗

E∗
F

)(
1

G2
σ

+ 2a∆M + 3b(∆M)2 + 3

(
ρs
M∗ − ρ

E∗
F

))−1

, (2.37)

com E∗
F = (k2

F +M∗2)1/2.

Em laboratório, é posśıvel reproduzir densidades até a densidade de saturação, entre-

tanto, o valor da incompressibilidade, assim como outros parâmetros de bulk, não pode

ser medido diretamente e irá depender do modelo teórico utilizado. Por isso, na literatura

existem diversas parametrizações, isto é, conjuntos de parâmetros de bulk, que descrevem

a matéria nuclear. Na Tabela VII de (DUTRA et al., 2014) podemos encontrar varias para-

metrizações para diferentes tipos de modelos teóricos. O intervalo de valores aceitos para

a incompressibilidade avaliada na densidade de saturação (K0 = K(ρ0)) está entre 220 e

260 MeV, segundo o entendimento atual sobre esta grandeza (veja Garg e Colò (2018), por

exemplo). Tomemos para fins didáticos três parametrizações: G2* (SULAKSONO; MART,

2006), GL1 (GLENDENNING, 2012) e Z271s6 (HOROWITZ; PIEKAREWICZ, 2002), que tem

como valor de K0: 214,77 MeV, 199,97 MeV e 271 MeV respectivamente. As constantes

de acoplamento dessas parametrizações, bem como os valores dos parâmetros que elas

geram, estão na Tabela 2.1. Na Figura 2.2 podemos ver o comportamento de K(ρ) (2.36)

para as três parametrizações citadas.

Uma grandeza bastante estudada na f́ısica nuclear é a energia de simetria (S). A

energia de simetria caracteriza a variação da energia de ligação à medida que a relação

nêutron-próton de um sistema nuclear varia. Ela aparece quando expandimos a energia
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FIGURA 2.2 – Incompressibilidade em função da densidade bariônica para três diferentes parametrizações

por part́ıcula (ε/ρ) em termos do parâmetro de assimetria β = (1− 2y):

ε

ρ
(ρ, β) = E(ρ) + S(ρ)β2 +O(β4). (2.38)

desse modo, S é definida por

S(ρ) = 1

2

(
∂2(ε/ρ)

∂β2

)
β=0

ou S(ρ) = 1

8

(
∂2(ε/ρ)

∂y2

)
y=1/2

, (2.39)

utilizando que ρ3 = −βρ podemos reescrever S(ρ) em função de ρ3:

S(ρ) = 1

2
ρ

(
∂2ε

∂ρ23

)
ρ3=0

. (2.40)

Para calcularmos S na equação (2.40), partimos de (2.27) e, utilizando a seguinte expres-

são:
∂ (εpcin + εncin)

∂ρ3
=

1

2

(
E∗

Fp
− E∗

Fn

)
+ ρs

∂M∗

∂ρ3
, (2.41)

chegamos à expressão para ∂ε/∂ρ3:

∂ε

∂ρ3
=

1

2

(
E∗

Fp
− E∗

Fn

)
+

1

2
gρρ̄0, (2.42)

com gρρ̄0 dado na equação (2.23). Podemos então derivar novamente em relação à ρ3 e

por fim fazer ρ3 = 0 para encontrar explicitamente a expressão da energia de simetria:

S(ρ) = k2
F

6E∗
F

+
G2

ρρ

8
(
1 + αG2

ρ(G
2
ωρ)

2
) . (2.43)
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FIGURA 2.3 – Energia de simetria em função da densidade bariônica. As parametrizações são as mesmas
da Figura 2.2.

Perceba que a constante α, que controla a interação entre os mésons ω e ρ, aparece

explicitamente na expressão de S, por isso, os modelos que permitem esse tipo de interação

possibilitam um ajuste fino em seu valor para que se adéque ao intervalo de valores previsto

em laboratório. Em vários estudos recentes, temos que a energia de simetria avaliada em

ρ0 (J = S(ρ0)) está na faixa 29 MeV < J < 36 MeV (LATTIMER, 2023; YUE et al.,

2022). Na Figura 2.3 vemos o comportamento de S(ρ) para as mesmas parametrizações

utilizadas na Figura 2.2, onde o valor de J é 30,39 MeV, 32,49 MeV e 31,20 MeV para

G2*, GL1 e Z271s6, respectivamente. Apesar dos valores de J serem parecidos para

as três parametrizações, vemos um comportamento de S bem diferente para densidades

superiores à ρ0, isso se deve principalmente à diferença dos valores da primeira derivada

da energia de simetria, como veremos a seguir.

A última grandeza nuclear que iremos derivar é a taxa de variação da energia de

simetria em relação a densidade, conhecida como slope1 (L). É um importante parâmetro

da EoS, uma vez que ela está correlacionada com o raio de estrelas (LOPES; MENEZES,

2014). Ela surge quando expandimos S em termos de x = (ρ− ρ0)/3ρ0, similarmente ao

que foi feito para ε/ρ na equação (2.33)

S = J + L0x+O(x2), (2.44)

onde as quantidades J e L0 são, respectivamente, a energia de simetria e a sua primeira

1’inclinação’ em uma tradução livre



CAPÍTULO 2. MODELO RELATIVÍSTICO 30

FIGURA 2.4 – Taxa de variação da energia de simetria em função da densidade bariônica. As parame-
trizações são as mesmas da Figura 2.2.

derivada avaliadas no ponto de saturação e são dadas, respectivamente, por

J = S(ρ0) e L0 = L(ρ0) = 3ρ0

(
∂S
∂ρ

)
ρ=ρ0

. (2.45)

Escrevendo L de forma expĺıcita, temos

L(ρ) =
k2
F

3E∗
F

− k4
F

6E∗3
F

(
1 +

2M∗kF
π2

(
∂M∗

∂ρ

))
+
3

8

G2
ρρ(

1 + αG2
ρ(G

2
ωρ)

2
) (1− 2αG2

ρG
4
ωρ

2

1 + αG2
ρ(G

2
ωρ)

2

)
.

(2.46)

O intervalo de valores aceitos para L0 ainda é bastante amplo na literatura, estando entre

40 MeV < L0 < 150 MeV (ESSICK et al., 2021)(ESTEE et al., 2021). O comportamento de

L(ρ) pode ser visto na Figura 2.4.

Vários modelos hadrônicos demonstram uma correlação significativa entre a energia

de simetria na densidade de saturação (J) e seu Slope (L0), conforme relatado em diversas

publicações (GANDOLFI et al., 2012; HEBELER et al., 2013; SANTOS et al., 2015; DRISCHLER

et al., 2020; LI et al., 2021). Para abordar essa caracteŕıstica, optamos por utilizar o valor da

energia de simetria em ρcross =
2ρ0
3
, denotado por S2/3 = S(ρcross), como dado de entrada em

nossas análises. Pesquisas, como a apresentada em Santos et al. (2015), demonstram que,

se diferentes parametrizações do parâmetro de bulk A(ρ) se intersectam quando plotadas

em função de ρ, então o parâmetro derivado B(ρ), que é definido como a derivada de A
em relação à densidade, tende a mostrar uma relação linear com A no ponto de saturação,

ou seja, B(ρ0) = a + bA(ρ0). Neste contexto, a densidade na qual as parametrizações de

A se cruzam é referida como densidade de cruzamento. Como L(ρ) é definido como a

derivada de S(ρ), a análise realizada em Santos et al. (2015) facilita o estabelecimento
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de uma correlação entre J e L0. Assim, escolhemos a densidade de cruzamento ρcross =
2ρ0
3
, sugerida por Khan e Margueron (2013). Destacamos que S2/3 e L0 são as únicas

variáveis isovetoriais usadas como entrada em nossa análise bayesiana, ao contrário do

que ocorre em Drischler et al. (2020), onde os parâmetros de bulk correlacionados J e L0

são empregados junto com suas incertezas associadas.

A t́ıtulo de observação, mencionamos que os h́ıperons poderiam ser inclúıdos no mo-

delo. No entanto, a inclusão de tais part́ıculas no sistema suaviza as equações de estado,

como consequência, o modelo não produz estrelas muito massivas em comparação com o

caso em que os núcleons são os únicos graus de liberdade (the hyperon puzzle). Além disso,

as interações dos h́ıperons não são completamente determinadas e algumas suposições pre-

cisam ser feitas, o que torna inevitável a proliferação de mais constantes de acoplamento a

serem ajustadas no modelo. Neste trabalho, preferimos evitar tais problemas mantendo,

por uma questão de simplicidade, apenas núcleons e mésons no lado hadrônico do sistema

de matéria estelar.

2.4 Estrelas de Nêutrons

As estrelas de nêutrons, verdadeiros colossos cósmicos, são remanescentes densos re-

sultantes da explosão de supernovas que tiveram colapso de núcleo. Elas representam um

dos destinos finais de estrelas maciças após esgotarem seu combust́ıvel nuclear e colapsa-

rem sob sua própria gravidade. Notavelmente, estrelas de nêutrons podem possuir uma

massa maior que 2 massas solares, enquanto seu raio é incrivelmente reduzido, em torno

de 10 km. A densidade central ρc de uma EN pode atingir cerca de sete vezes a densidade

do núcleo atômico (ρnuc = 2× 1014g cm−3) e a gravidade na superf́ıcie é bilhões de vezes

maior que a gravidade na terra (GLENDENNING, 2012). Essas propriedades desafiam nossa

compreensão da f́ısica e da natureza fundamental da matéria.

O conceito teórico de uma estrela de nêutrons foi inicialmente proposto por Fritz

Zwicky e Walter Baade em 1934 — pouco mais de um ano após a descoberta do nêutron —

que imaginaram a possibilidade de um objeto estelar colapsado, composto principalmente

de nêutrons. No entanto, a confirmação experimental e observacional dessa ideia só viria

mais tarde, em 1967, quando a primeira evidência concreta de uma estrela de nêutrons foi

encontrada. A descoberta do pulsar PSR B1919+21 por Jocelyn Bell Burnell e Antony

Hewish marcou significativamente a astrof́ısica. Inicialmente interpretado como um sinal

de posśıvel comunicação extraterrestre devido à sua natureza regular de pulsação, logo

foi compreendido como um pulsar, uma estrela de nêutrons altamente magnetizada que

emite feixes de radiação eletromagnética periódica enquanto gira rapidamente.

Densidades tão altas quanto 2ρ0 a 15ρ0 podem levar à criação de novas fases da matéria
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e condensados de part́ıculas como kaons e h́ıperons, todavia são muito dependentes dos

modelos teóricos, de modo que sua estrutura interna teórica pode mudar de maneira signi-

ficativa dependendo do modelo. Tendo isso em vista, podemos dizer que a EoS da matéria

estelar está intimamente conectada com a sua estrutura e pode nos fornecer informações

de quantidades macroscópicas das EN que podemos medir aqui da terra. Neste contexto,

as equações de TOV (TOLMAN, 1939; OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939), desempenham

um papel crucial. Essas equações, derivadas da relatividade geral, descrevem o equiĺıbrio

hidrostático que impede o colapso da estrela devido a força da gravidade. Resolvendo

essas equações, obtemos a massa e o raio da EN quando uma EoS é fornecida, ou seja,

quando a densidade de energia e a pressão são fornecidas como inputs.

2.4.1 Equações de Tolman-oppenheimer-Volkoff e condições de equiĺı-

brio estelar

As equações de TOV podem ser encontradas a partir das equações de campo da rela-

tividade geral:

Rµν = −8π

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
, (2.47)

onde Rµν é o tensor de Ricci, gµν a métrica, Tµν é o tensor energia-momento e T = gµνTµν .

Utilizamos G = c = 1 em todo o decorrer dessa dedução. Assumimos uma métrica na

forma esférica simétrica padrão:

grr = A(r), gθθ = r2, gϕϕ = r2sen2(θ), gtt = −B(r) e gµν = 0 µ ̸= ν,

(2.48)

e um tensor energia-momento para um fluido perfeito:

Tµν = pgµν + (p+ ϵ)UµUν (2.49)

onde p é a pressão e ϵ a densidade de energia. Uµ é a quadrivelocidade, e para um fluido

em repouso temos que as componentes espacias de U são iguais a zero, isto é,

Ur = Uθ = Uϕ = 0, (2.50)

além disso, Uµ é definida de modo que

gµνUµUν = −1, (2.51)

e portanto, por causa de (2.50), apenas o termo temporal de (2.51) será não-nulo, logo

gttUtUt = −1 ; Ut = −
√
−gtt = −

√
B(r). (2.52)
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Utilizando esses resultados podemos escrever as expressões para os tensores de Ricci e,

consequentemente, as equações de campo (2.47). Os termos não nulos são:

Rrr =
B′′

2B
− B′

4B

(
A′

A
+

B′

B

)
− A′

rA
= −4π(ϵ− p)A , (2.53)

Rθθ = −1 +
r

2A

(
−A′

A
+

B′

B

)
+

1

A
= −4π(ϵ− p)r2 e (2.54)

Rrr = −B′′

2A
+

B′

4A

(
A′

A
+

B′

B

)
− B′

rA
= −4π(ϵ+ 3p)B , (2.55)

onde a linha denota derivada em r. A equação para ϕϕ é idêntica à θθ. Podemos derivar

a expressão de A(r), fazendo a seguinte relação com as equações (2.53), (2.54) e (2.55):

Rrr

2A
+

Rθθ

r2
+

Rtt

2B
= − A′

rA2
− 1

r2
+

1

Ar2
= −8πϵ , (2.56)

essa equação pode ser escrita como( r

A

)′
= 1− 8πϵr2. (2.57)

Integrando a equação (2.57) em r temos que, para A(0) finito

A(r) =

(
1− 2m(r)

r

)−1

, (2.58)

onde m(r) é definida de modo que

m(r) =

∫ r

0

4πr′2ϵ(r′)dr′. (2.59)

Além disso, empregamos a condição de equiĺıbrio hidrostático, isto é, a conservação

do tensor energia-momento:

∇νT
µν = 0, (2.60)

que, usando as equações (2.48) à (2.52), resulta em

B′

B
= − 2p′

(p+ ϵ)
. (2.61)

Utilizando os resultados dos campos A(r) e B(r) em (2.58) e (2.61), podemos reescrever

a equação para Rθθ (2.54), que se torna:

−1 +

(
1− 2m

r

)(
1− rp′

p+ ϵ

)
+

m

r
− 4πϵr2 = −4π(ϵ− p)r2. (2.62)
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Rearranjamos os termos de (2.62) de forma que chegamos finalmente em

dp(r)

dr
= − [ϵ(r) + p(r)][m(r) + 4πr3p(r)]

r2[1− 2m(r)/r]
, (2.63)

onde
dm(r)

dr
= 4πr2ϵ(r). (2.64)

Essas equações foram derivadas em 1939 por Robert Oppenheimer e George Volkoff (OP-

PENHEIMER; VOLKOFF, 1939) e independentemente por Richard C. Tolman (TOLMAN,

1939). Ela é conhecida como equação de estrutura pois relaciona a pressão e a densidade

de energia da matéria estelar, com parâmetros observáveis de estrelas, como massa e raio.

Um último passo, para calcularmos a pressão total e densidade de energia, é adicionado

as contribuições dos elétrons e múons no sistema, e portanto a pressão total será p =

P + Pe + Pµ e a densidade de energia total será ϵ = ε + εe + εµ, onde P e ε são dados

respectivamente nas equações (2.29) e (2.30), e Pl e εl são dados por

Pl =
1

3π2

∫ √
µ2
l −m2

l

0

k4

(k2 + (ml)2)1/2
dk e εl =

1

π2

∫ √
µ2
l −m2

l

0

k2(k2 + (ml)
2)1/2dk .(2.65)

com l = e, µ. µl são os potenciais qúımicos e serão explicados na seção (2.4.2). mµ é a

massa do múon e vale 105, 7 MeV. Como a massa do elétron é muito pequena (apenas

0,511 MeV) em comparação com a do múon, podemos considerar os elétrons como sendo

sem massa e portanto a pressão total e densidade de energia do sistema serão

p = P +
µ4
e

12π2
+

1

3π2

∫ √
µ2
µ−m2

µ

0

dk k4

(k2 +m2
µ)

1/2
, (2.66)

e

ϵ = ε+
µ4
e

4π2
+

1

π2

∫ √
µ2
µ−m2

µ

0

dk k2(k2 +m2
µ)

1/2. (2.67)

A solução para as equações de TOV pode ser encontrada considerando as seguintes

condições de contorno: no centro da estrela p(r = 0) = pc (pressão central) em(r = 0) = 0;

então as equações (2.63) e (2.64) são integradas com incrementos dr. Devido ao sinal

negativo de (2.63) a pressão irá diminuir a cada incremento, até que p(r = R) = 0,

que é considerada a superf́ıcie da estrela, e m(r = R) ≡ M , onde R e M são o raio e

massa da estrela, respectivamente. A crosta externa da estrela de nêutron é descrita pela

equação de estado de Baym-Pethick-Sutherland (BAYM et al., 1971) para densidades entre
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FIGURA 2.5 – Curvas Massa-Raio de três EoS distintas.

6, 29× 10−12 ⩽ ρ ⩽ 8, 91× 10−3 fm−3.

Portanto, resolvendo as equações acopladas (2.63) e (2.64) para um determinado valor

e pc, encontraremos a massa e o raio correspondente. Quando resolvemos as equações

para vários valores diferentes de pc e plotamos os valores de massa e raio, encontramos a

curva massa-raio que será diferente para cada EoS. Podemos ver alguns exemplos de curva

massa-raio na Figura 2.5, onde foram usadas as equações de estado cujas parametrizações

estão na Tabela 2.1.

2.4.2 Potenciais qúımicos e condições de equiĺıbrio

Por definição, os potenciais qúımicos são definidos como a variação de energia em

relação à variação de part́ıculas no sistema, ou seja, o potencial qúımico nos diz o quanto

de energia é necessária para remover ou adicionar uma part́ıcula no sistema. Para os

núcleons, podemos escrever tal grandeza como

µi =
∂ε

∂ρi
, i = p, n. (2.68)

Utilizando a equação (2.30) e também que

∂ (εpcin + εncin)

∂ρi
=

√
kF

2
i +M∗2 + ρs

∂M∗

∂ρi
, (2.69)
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encontramos a forma explicita do potencial qúımico dos prótons e nêutrons:

µi =

√
kF

2
i +M∗2 + gωω0 +

∂ρ3
∂ρi

ρ̄0, (2.70)

onde ∂ρ3
∂ρi

= 1 para prótons e −1 para nêutrons. Como consideramos os elétrons sem

massa, então o seu potencial qúımico será igual ao seu momento de Fermi, ou seja

µe =
(
3π2ρe

) 1
3 . (2.71)

Múons só serão produzidos quando o potencial qúımico dos elétrons (2.71) excederem

o valor da massa do múon, ou seja:

µµ =

µe, se µe > mµ,

0, se µe ≤ mµ,
(2.72)

portanto, o potencial qúımico do elétron e do múon dependem da densidade de elétrons

(ρe) e para calcularmos ρe, duas condições devem ser satisfeitas que são: a condição

de equiĺıbrio qúımico (equiĺıbrio beta) e de neutralidade de carga; essas condições são

representadas pelas respectivas equações:

µn(ρ, y)− µp(ρ, y) = µe(ρe) (2.73)

e

ρp(ρ, y)− ρe = ρµ(ρe) =
(µ2

µ −m2
µ)

3/2

3π2
; (2.74)

então, para um dado valor de ρ, satisfazendo simultaneamente as equações (2.73 e 2.74),

encontramos a fração de prótons e a densidade de elétrons, que por sua vez nos diz a

densidade de múons, e assim temos um sistema de equação completo.

2.4.3 Deformabilidade de maré

Sistemas binários de estrelas de nêutrons, como aquele em que o LVC detectou pela

primeira vez ondas gravitacionais (ABBOTT; The LIGO and Virgo Collaboration, 2017; ABBOTT

et al., 2018), são particularmente úteis na astrof́ısica, pois é posśıvel determinar a massa

das EN no sistema com precisão. Nesse sistema, duas EN giram ao redor de um centro de

massa comum. A rotação gera ondas gravitacionais, fazendo com que as órbitas percam

energia e se aproximem, resultando em um movimento espiral, gerando cada vez mais

ondas gravitacionais à medida que se aproximam até colidirem e se fundirem. Durante

a fase de espiral, um poderoso campo gravitacional de maré Eij causado pela estrela
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FIGURA 2.6 – Ilustração da deformação causada pelo campo gravitacional de maré em um sistema
binário de EN. A deformabilidade fica mais intensa quanto mais perto estão as estrelas

companheira deforma sua estrutura, induzindo na estrela um momento de quadrupolo

Qij; A Figura 2.6 ilustra o efeito da distorção do campo de maré nesses sistemas binários.

O parâmetro de deformabilidade de maré (λ), também conhecido como número de maré

de Love, pode ser utilizado para descrever esse efeito.

Qij = −λEij onde λ =
2

3
k2R

5. (2.75)

A versão adimensional do parâmetro λ é escrita como

Λ =
2

3

k2
C5

, (2.76)

Onde C = M/R é o parâmetro de compacidade e k2 é o número de maré de Love de

segunda ordem, que contém informações sobre a estrutura interna da EN, pois seu cal-

culo depende diretamente da EoS. Outra maneira de perceber que a deformabilidade está

ligada à EoS é a seguinte: conforme o raio da EN aumenta, a influência do campo gravita-

cional externo intensifica a deformação devido ao crescimento do gradiente gravitacional

associado ao aumento do raio; isso significa que uma equação de estado mais ŕıgida (mais

flex́ıvel) provocará, respectivamente, maiores (menores) deformações no sistema de estre-

las de nêutrons binárias. Para derivarmos k2 é necessário resolver as equações de campo

da Relatividade Geral utilizando uma métrica com coeficientes de perturbação. O calculo

completo dessas derivações estão no apêndice A. Explicitamente, o numero de Love k2

pode ser escrito como

k2 =
8C5

5
(1− 2C)2[2 + 2C(yR − 1)− yR]×

{
2C[6− 3yR + 3C(5yR − 8)]

+ 4C3[13− 11yR + C(3yR − 2) + 2C2(1 + yR)]

+ 3(1− 2C)2[2− yR + 2C(yR − 1)]ln(1− 2C)
}−1

, (2.77)

com yR ≡ y(R). A função y(r) pode ser encontrada resolvendo a equação diferencial

acoplada às equações de TOV, dada por

r(dy/dr) + y2 + yF (r) + r2Q(r) = 0, (2.78)
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com

F (r) =
1− 4πr2[ϵ(r)− p(r)]

1− 2m(r)/r
, (2.79)

Q(r) =
4πr

r − 2m(r)

[
5ϵ(r) + 9p(r) +

ϵ(r) + p(r)

∂p(r)/∂ε(r)
− 6

r2

]
− 4

[
m(r) + 4πr3p(r)

r2(1− 2m(r)/r)

]2
. (2.80)

Mais detalhes sobre a derivação dessas equações podem ser vistos no apêndice A e também

em (HINDERER et al., 2010; POSTNIKOV et al., 2010; DAMOUR; NAGAR, 2010a; BINNING-

TON; POISSON, 2009; HINDERER, 2008).



3 Análise bayesiana

Nesta seção, discutiremos o método empregado para utilizar observações recentes de

massa e raio de estrelas de nêutrons a fim de restringir a EoS do modelo relativ́ıstico com

aproximação de campo médio, como detalhado no caṕıtulo 2, isto é, a análise bayesiana.

Esta análise é um modo de testar e restringir modelos, onde a principal ideia é a construção

de uma probabilidade posterior através do Teorema de Bayes (SIVIA; SKILLING, 2006;

GELMAN et al., 2014), dado por:

P (θ|D,M) =
P (D|θ,M)P (θ,M)

P (D,M)
. (3.1)

que nos retorna a distribuição de probabilidade de um conjunto de parâmetros θ, uma

vez fornecido um conjunto de dados D de um modelo M. Essa distribuição é chamada

de função densidade posterior (PDF).

A PDF é o resultado da junção de informações anteriores, dadas pela probabilidade a

priori (prior) P (θ,M), que reflete o conhecimento que temos sobre os parâmetros antes

dos dados serem considerados, e da função de verossimilhança (likelihood) P (D|θ,M), que

é a probabilidade de inferir os dados que foram observados assumindo que são reproduzidos

por um modelo M com parâmetros θ. P (D,M) é a probabilidade dos dados observáveis

D; é conhecida como evidência e pode ser tratada como um fator de normalização, pois

não depende do conjunto de parâmetros θ (STEINER et al., 2010; TRAVERSI et al., 2020).

Portanto, podemos reescrever (3.1) como

P (θ|D,M) =
P (D|θ,M)P (θ,M)

ZM
, (3.2)

onde ZM é a constante de normalização. Desse modo, a probabilidade posterior (não

normalizada) de um determinado conjunto de parâmetros θ é obtida apenas pelo produto

entre a prior e a likelihood.

Como exemplo, suponha que precisamos encontrar o conjunto de parâmetros θ =

a1, a2, a3 que caracterizam a função f(x) = a1 + a2x + a3x
2, onde x e f(x) podem ser

medidos experimentalmente, porém com uma certa incerteza. Neste exemplo, os valores

exatos de a1, a2 e a3 são -0,96, 3,29 e -2,57, respectivamente. Através da análise baye-
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FIGURA 3.1 – Dados experimentais hipotéticos da grandeza y em função de x. As barras verticais em
cada ponto são as margens de erro.

siana, estimaremos os valores para o conjunto de parâmetros θ = a1, a2, a3. Para isso,

utilizaremos dados hipotéticos experimentais observados para essa grandeza, que estão

apresentados na Figura 3.1, onde y são os valores observados de f(x). Acerca de a1, a2

e a3 sabemos apenas que eles devem ter valores entre -5 e 5. Como não temos mais ne-

nhuma informação sobre esses parâmetros, podemos propor uma distribuição uniforme

como prior, de modo que qualquer valor dentro deste intervalo tenha a mesma probabili-

dade, isto é, uma distribuição de probabilidade que dentro do intervalo [-5,5] tenha valor

igual a 1
5−(−5)

= 1
10
, este valor é escolhido de modo a normalizar a distribuição. Logo

P (θ) = P (a1, a2, a3) = P (a1)P (a2)P (a3) =

 1
103

, se − 5 < a1, a2, a3 < 5

0, caso contrário.
(3.3)

Agora, precisamos definir uma função de verossimilhança do modelo, P (D|θ). Em outras

palavras, precisamos descobrir qual a probabilidade de obtermos os dados observacionais

D partindo de um conjunto θ. Na literatura, existem diversas maneiras de fazer isso. Uma

das mais utilizadas é o método da máxima verossimilhança, que basicamente consiste em

uma distribuição gaussiana, que tem a probabilidade máxima quando yn (grandeza obtida

experimentalmente) é igual à função f(x) do modelo teórico, ou seja,

P (x, y|a1, a2, a3) = exp

{
−1

2

∑
n

[
(yn − f(xn))

2

σ2
n

+ ln(2πσ2
n)

]}
. (3.4)

Utilizando as equações (3.4) e (3.3), podemos popular a posterior (3.2), isto é, calcular

P (θ|D) (não normalizada) para diversos valores dos parâmetros θ. O resultado pode
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FIGURA 3.2 – Histograma representando a distribuição posterior dos parâmetros hipotéticos a1, a2 e a3.
A linha azul corresponde ao valor ’verdadeiro’ dos parâmetros.

ser visualizado através de histogramas, como utilizado na Figura 3.2, onde podemos ver

os posśıveis valores dos parâmetros a1, a2 e a3. Podemos ver claramente que a análise

bayesiana conseguiu inferir com precisão os valores prováveis de a2 e a3, no entanto a1 ficou

um pouco mais distante do seu valor correto, porém ainda dentro do intervalo de confiança

de 68%. Na região em que os dados observacionais foram retirados (0 ≤ x ≤ 10), a

função f(x) tem o seu comportamento dominado pelo termo quadrático. Por esse motivo,

neste exemplo, o coeficiente ligado a x2, isto é, a3, é determinado com tanta precisão.

Para obtermos mais precisão nos coeficiente a1 e a2 seria necessário obtermos mais dados

observacionais na faixa entre 0 ≤ x ≤ 1. Portanto, o intervalo a ser analisado também é

de suma importância na análise bayesiana.

Nesta tese, seguiremos a ideia apresentada no exemplo, porém utilizando os dados

observacionais de massa e raio de EN para restringir os parâmetros da equação de estado

do modelo relativ́ıstico descrito no caṕıtulo 2.
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3.1 Conjunto de parâmetros θ

O modelo relativ́ıstico utilizado nesta tese, é composto por seis constantes de acopla-

mento, como descrito no fim da seção 2.2. Determinamos essas seis constantes a partir

de seis parâmetros de bulk da SNM: m∗
0, B0, K0, ρ0, S2/3, e L0; ou seja, encontramos G2

σ,

G2
ω, G

2
ρ, a, b e α de modo que:

M∗(ρ0) = m∗
0M, (3.5)

P (ρ0) = 0, (3.6)

ε(ρ0) = ρ0(M +B0), (3.7)

K(ρ0) = K0, (3.8)

S(2ρ0
3

) = S2/3, (3.9)

L(ρ0) = L0. (3.10)

As formas explicitas destas quantidades são dadas nas equações (2.21), (2.29), (2.30),

(2.36), (2.43) e (2.46), respectivamente.

Decidimos fixar ρ0 em 0, 15 fm−3 e B0 em −16, 0 MeV, uma vez que essas quantidades

são bem estabelecidos na maioria dos modelos nucleares de campo médio, tendo margens

de erro muito pequenas como se pode ver, por exemplo, em Margueron et al. (2018), em

que os intervalos para tais quantidades são ρ0 = 0, 155 ± 0, 005 fm−3 e B0 = −15, 8 ±
0, 3 MeV. Os outros quatro parâmetros de bulk constituem o conjunto de parâmetros θ

que serão inferidos pelo teorema de Bayes, equação (3.11). Logo, podemos reescrevê-la

como:

P (m∗
0, K0,S2/3, L0|D,M) =

P (D|m∗
0, K0,S2/3, L0,M)× P (m∗

0, K0,S2/3, L0,M)

ZM
,

(3.11)

onde ZM ≡ P (D,M).

3.2 Probabilidades a Priori

Diferentes estudos foram realizados para determinar intervalos para os parâmetros

de bulk, e utilizamos alguns deles para fornecer informações de entrada para a análise

bayesiana. Para m∗
0 foi escolhido o intervalo obtido em Souza et al. (2020), a saber,

0, 60 ⩽ m∗
0 ⩽ 0, 88, que foi obtido analisando as correlações do parâmetro com a de-

formabilidade de maré de uma estrela de 1,4 M⊙ (Λ1,4), baseado em modelos RMF. O

intervalo usado para a incompressibilidade foi 220, 0 ⩽ K0 ⩽ 260, 0 MeV (GARG; COLÒ,

2018), onde os autores chegaram neste intervalo analisando os resultados experimentais
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de Ressonancias Gigantes de Monopolo e Dipolo Isoscalar (ISGMR1 e ISGDR2). Já no

caso de S2/3, utilizamos o intervalo dos modelos RMF não-lineares (excluindo os modelos

dependentes de densidade), da Tabela I de Dutra et al. (2016). O intervalo encontrado

foi 22, 45 < S2/3 < 26, 04 MeV.

Para o intervalo da slope da energia de simetria, utilizamos quatro estudos diferentes

e recentes que calculam L0 baseado em resultados do experimento sobre a espessura da

pele-de-nêutrons do chumbo 208 (208Pb), conhecido com PREX-II. Os resultados para a

slope nesses estudos são: L0 = 53+14
−15 MeV (ESSICK et al., 2021), L0 = (106 ± 37) MeV

(REED et al., 2021), 42 < L0 < 117 MeV (ESTEE et al., 2021), L0 = (83, 1 ± 24, 7) MeV

(YUE et al., 2022). É interessante investigar como diferentes tipos de intervalos iniciais

para a slope pode influenciar o resultado final da análise, por isso decidimos dividir nossas

priors em dois casos:

• Caso 1: intervalo determinado pelo menor e o maior valor de L0 nos artigos do

PREX-II citados:

38 MeV ⩽ L0 ⩽ 143 MeV (3.12)

• Caso 2: intervalo determinado pela intersecção dos valores de L0 em (REED et al.,

2021; ESTEE et al., 2021; YUE et al., 2022):

69 MeV ⩽ L0 ⩽ 107, 8 MeV. (3.13)

Além disso, até onde sabemos, diferentes tipos de priors podem alterar o resultado da

posterior (STEINER et al., 2016). Para verificar essa hipótese, calculamos as posteriores

utilizando distribuições uniforme e gaussiana como priors para entender como elas afetam

a PDF.

No caso da distribuição uniforme, os intervalos globais para os parâmetros de bulk,

apresentados anteriormente, foram usados (valores mı́nimos e máximos). Quanto à distri-

buição gaussiana, atribúımos como média o ponto médio desses intervalos ∆ = (Máximo+

Minimo)/2 e como desvio padrão (σ) = (Máximo−Minimo)/4. Dessa forma, os limites

dos intervalos estão 2σ distantes da média. Todos os intervalos dos parâmetros da dis-

tribuição uniforme, assim como as médias e os desvios padrão da distribuição gaussiana,

podem ser vistos na Tabela 3.1.

1do inglês Isoscalar Giant Monopole Ressonance
2do inglês Isoscalar Giant Dipole Ressonance
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TABELA 3.1 – Quantidades de saturação usada nas priors. Para a densidade de saturação e energia de
ligação foram fixados os valores ρ0 = 0, 15 fm−3 e B0 = −16 MeV, respectivamente.

Tipo de Prior Intervalo m∗
0 K0 S2/3 L0

(MeV) (MeV) (MeV) (MeV)
Caso 1 Caso 2

Uniforme
Min 0,60 220,0 22,45 38,0 69,0
Max 0,88 260,0 26,04 143,0 107,8

Gaussiana
∆ 0,74 240,0 24,25 90,5 88,4
σ 0,07 10,0 0,90 26,25 9,7

FIGURA 3.3 – Diagrama de Massa x Raio das medidas provenientes das fontes de dados tratadas em
Özel et al. (2016). Sendo 6 fontes de busters termonucleares (diagrama à esquerda) e 5 fontes de qLMXBs
(diagrama à direita). Os contornos representam a região dentro de 68% do intervalo de confiança.

3.3 Dados observacionais

Os dados observacionais utilizados nesse trabalho são constitúıdos por 16 fontes. Es-

ses dados são posteriores, ou seja, são estudos que tem como resultado distribuições de

probabilidade de massa e raio. Primeiramente, temos onze fontes de dados cujas medições

de massa e raio constam no trabalho de Özel (ÖZEL et al., 2016). Seis destas fontes são

busters termonucleares: 4U 1820–30, SAX J1748.9–2021, EXO 1745–248, KS 1731–260,

4U 1724–207, e 4U 1608–52, suas distribuições posteriores de massa e raio são calculadas

utilizando cálculos de diâmetros angulares aparentes, distância e fluxos de aterragem3. A

Figura 3.3a apresenta as medidas de massa e raio dentro do intervalo de confiança (CI)

de 68%, conforme calculadas por Ozël para estas fontes.

3tradução livre para ’touchdown fluxes’
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Ainda no estudo de Ozël (ÖZEL et al., 2016), outras cinco fontes provenientes de raios-

X (qLMXBs4) são utilizadas para inferir medidas de massa e raio: M13, M30, NGC

6304,NGC 6397, e ω Cen, cujas posteriores de massa-raio são calculadas a partir da

análise espectroscópica da emissão de radiação termal. Os contornos de massa e raio

dentro do CI de 68% das fontes de qLMXBs estão apresentados na Figura 3.3b. Mais

detalhes sobre a metodologia utilizada no tratamento dessas fontes de dados, bem como

as distribuições de M −R, podem ser encontradas em Özel e Paulo (2016).

Em relação às 5 fontes de dados restantes, das 16, uma delas vem da análise de raios-

X da estrela de nêutrons em 4U 1702–429 (NÄTTILÄ, J. et al., 2017), em que os autores

calcularam M = 1, 9± 0, 3 M⊙ e R = 12, 4± 0, 4 km. Do artigo do LVC (ABBOTT et al.,

2018) usamos os dois componentes provenientes da análise do evento de onda gravitacional

GW1708175 (LSC et al., 2019). As duas últimas fontes provêm de medições de massa-raio

obtidas a partir dos dados fornecidos pela missão NICER, nomeadamente, uma para o

pulsar PSR J0030+0451, calculada através de modelos para o perfil de pulsação (RILEY

et al., 2019), e outra para o pulsar PSR J0740+6620, calculado usando observações de

raios-X e padrões de rotação de regiões quentes (RILEY et al., 2021). Os contornos dessas

distribuições de massa e raio podem ser visualizadas na Figura 3.4. A fim de emular

as distribuições M − R para os observáveis 4U 1702–429 e PSR J0030+0451, usamos a

mesma descrição e parâmetros propostos em NÄTTILÄ, J. et al. (2017), Traversi et al.

(2020), ou seja, a distribuição gaussiana bivariada, dada por

P (M,R) =
1

2πσMσR

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

×
[
(M − µM)2

σ2
M

− 2ρ
(M − µM)(R− µR)

σMσR

+
(R− µR)

2

σ2
R

]}
, (3.14)

onde µM = 1, 34 M⊙, σM = 0, 155 M⊙, µR = 12, 71 km, σR = 1, 165 km e ρ = 0, 9

para PSR J0030+0451. O valor de ρ é escolhido para imitar o comportamento altamente

correlacionado dos dados. De maneira similar temos para 4U 1702–429 que µM = 1, 9

M⊙, σM = 0, 3 M⊙, µR = 12, 4 km, σR = 0, 4 km.

3.4 Função de Verossimilhança

Para calcular a verossimilhança, P (D|θ), de um dado conjunto de parâmetros θ, nós

seguimos o processo descrito em Traversi et al. (2020), método amplamente utilizado na

literatura e detalhado, por exemplo, em Steiner et al. (2010), Özel et al. (2016), Raithel

4abreviação em inglês para Quiescent Low-Mass X-ray Binaries
5as posteriores podem ser encontradas em https://dcc.ligo.org/LIGO-P1800115/public
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FIGURA 3.4 – Contornos massa-raio dentro de um CI de 68% (linhas tracejadas) e 90% CI (linhas
continuas). Os contornos obtidos pelo NICER em laranja (MILLER et al., 2019) e azul claro (RILEY

et al., 2019) para PSRJ0030+0451; vermelho (MILLER et al., 2021) e verde (RILEY et al., 2021) para
PSR J0740+6620. O contorno violeta representa as medições de massa e raio do evento GW170817
obtidos pelo LVC (ABBOTT et al., 2018). Por último, o contorno em azul proveniente análise de raios-X
em 4U 1702-429 (NÄTTILÄ, J. et al., 2017).

et al. (2017). Nesse caso, a likelihood é a probabilidade de gerar N observações de massa-

raio dados um conjunto de parâmetros espećıficos do modelo. Portanto, a partir da EoS,

calculamos a probabilidade de realização do par D = (M ,R) de uma fonte espećıfica

através do seguinte procedimento: (i) dado um conjunto de parâmetros, calculamos a

respectiva EoS e, a partir disso, resolvemos as equações de TOV (veja seção 2.4.1) com

vários valores de densidade central para obter a curva de massa-raio correspondente. Se

a EoS produzir Mmax < 2M⊙, o conjunto de parâmetros é descartado e outro é escolhido.

(ii) Se a condição Mmax ≥ 2M⊙ for satisfeita, a probabilidade de cada ponto do diagrama

massa-raio é avaliada de acordo com a distribuição M −R da fonte. (iii) A probabilidade

máxima encontrada nesses pontos será assinalada como o valor da likelihood. Portanto,

P (D|m∗
0, K0,S2/3, L0,M) =

N=16∏
i=1

Pi(Di|m∗
0, K0,S2/3, L0,M), (3.15)

onde

Pi(Di|m∗
0, K0,S2/3, L0,M) = Pmax,i(Di|m∗

0, K0,S2/3, L0,M), (3.16)
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com Pmax,i(Di|m∗
0, K0,S2/3, L0,M) sendo a probabilidade máxima associada com o con-

junto de parâmetro.

Finalmente, o numerador da PDF na equação (3.1) é calculado através de simulações

de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC). Para isso, utilizamos o pacote python

emcee apresentado em Foreman-Mackey et al. (2013). Porém, como nosso estudo considera

duas priors diferentes, bem como dois conjuntos diferentes de parâmetros L0, é necessário

calcular a evidência P (D,M), dada por:

P (D,M) = ZM =

∫
P (D|θ,M)P (θ,M)dθ. (3.17)

Tal quantidade é obtida através de uma integração de Monte Carlo sobre a posterior,

equação (3.2).

3.5 Fator de Bayes

Para testar e comparar as hipóteses levantadas pelos modelos utilizados, ou seja, pelas

diferentes tipos de priors escolhidas, é interessante calcular o fator de Bayes (BF), que

é uma medida estat́ıstica que quantifica a evidência a favor ou contra uma hipótese em

relação a outra, com base nos dados observados (JEFFREYS, 1961; ROBERT et al., 2009;

KöHLINGER et al., 2019; BRESCHI et al., 2021). O fator de Bayes pode ser encontrado pela

razão das evidências de dois modelos:

BAB =
P (D|MA)

P (D|MB)
=

ZA

ZB

. (3.18)

Para interpretar o fator de Bayes, utilizamos a sugestão proposta por Jeffreys (1961) e

resumida em Kass e Raftery (1995), conforme apresentado na Tabela 3.2.

TABELA 3.2 – Valores padrão fornecidos pela escala de Jeffrey (JEFFREYS, 1961), úteis para comparar
duas hipóteses usando o fator de Bayes

log10(BAB) BAB Evidência contra MA

< 0 > 1 Hipótese nula sustentada
0 a 0,5 1 a 3,2 Merece apenas uma menção breve
0,5 a 1 3,2 a 10 Substancial
1 a 2 10 a 100 Forte
> 2 > 100 Decisivo



4 Resultados

Neste caṕıtulo, apresentaremos os resultados obtidos por meio da análise bayesiana

descrita no Caṕıtulo 3. Utilizamos simulações de Monte Carlo via Cadeias de Markov

(MCMC) para estimar a função de densidade de probabilidade posterior, conforme de-

finido pelo teorema de Bayes na equação (3.11). O conjunto de parâmetros analisados,

θ = m∗
0, K0,S2/3, L0, será restringido baseado nos dados observacionais de massa e raio

de estrelas de nêutrons, que também são detalhados no Caṕıtulo 3. O tipo de equação

de estado considerada nessa análise deriva de um modelo relativ́ıstico de campo médio,

incluindo interações do tipo ω − ρ, conforme descrito no Caṕıtulo 2. Após a obtenção da

distribuição posterior, calculamos a energia de simetria no ponto de saturação.

Um esboço do algoŕıtimo utilizado nesta tese para calcular a posterior encontra-se no

apêndice B. Para iniciar o MCMC precisamos definir a quantidade de walkers, isto é, a

quantidade de pontos iniciais que será calculada a probabilidade posterior, e também a

quantidade de passos, ou seja, a quantidade de vezes que esses pontos serão atualizados. A

cada novo passo, os walkers escolhem novos conjuntos θ e a probabilidade é então calculada

(equação 3.1); esses conjuntos podem ser aceitos ou rejeitados dependendo do valor da

probabilidade encontrada, assim, conjuntos de parâmetros θ com maior probabilidade

tendem a ser mais aceitos e portanto serem escolhidos mais frequentemente, fazendo com

que o histograma final das amostras reflita a distribuição de probabilidade posterior.

Para cada rodada de análise feita (4 no total), foram utilizados 500 walkers e 900 passos,

totalizando um histograma com 450 mil conjuntos de parâmetros θ. Mais detalhes sobre

o método do MCMC pode ser visto em Foreman-Mackey et al. (2013).

4.1 Distribuições posteriores

Como um resultado inicial, apresentamos as PDFs posteriores resultantes dos Casos 1

e 2. Estas distribuições resultantes da análise bayesiana são apresentadas em histogramas

em uma e duas dimensões, onde foi utilizado o pacote do python corner.py (FOREMAN-

MACKEY, 2016) para visualização dos dados. Os ńıveis observados nos histogramas bi-

dimensionais são 0, 5σ, 1σ, 1, 5σ e 2σ, que correspondem a 12%, 39%, 68% e 90% do



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 49

intervalo de confiança, respectivamente.

FIGURA 4.1 – Distribuição posterior dos parâmetros de bulk usando uma prior uniforme para o Caso 1
(azul) e o Caso 2 (laranja). Os histogramas mostrados na diagonal representam a distribuição marginal
posterior de cada parâmetro de forma independente. As linhas sólidas pretas (vermelhas) representam o
valor mediano da PDF para o Caso 1 (Caso 2). As linhas tracejadas azuis (laranjas) indicam os valores
dos quantis 0, 16 e 0, 84 para o Caso 1 (Caso 2). Os pontos em forma de circulo (quadrado) pretos
(vermelhos) referem-se aos valores medianos do Caso 1 (Caso 2). O triângulo (losango) preto (vermelho)
é o valor mais provável para o Caso 1 (Caso 2), ou seja, as modas. Os ńıveis de σ nos histogramas 2D
são 0, 5σ, 1σ, 1, 5σ e 2σ. O limite da prior é mostrado como uma linha verde (linha tracejada) para o
Caso 1 (Caso 2) na diagonal.

Na Figura 4.1, apresentamos os resultados da análise utilizando prior uniforme. Note

que em ambos os casos, a massa efetiva manifesta uma preferência por valores maiores,

exibindo um pico notável próximo ao valor médio. Note que o histograma de m∗
0 apre-

senta uma queda brusca após m∗
0 = 0, 8, um dos motivos poderia ser o limite superior do

intervalo escolhido para a análise (0, 88), que está próximo do valor mais provável. Outra



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 50

FIGURA 4.2 – Distribuição posterior dos parâmetros de bulk utilizando prior gaussiana. A mesma
notação da Figura 4.1.

explicação provável é que m∗
0 > 0, 8 não deva produzir curvas massa-raio com massas

máximas maiores que 2M⊙. m
∗
0 está fortemente ligada com a massa máxima, de maneira

que quanto menor m∗
0 maior será a massa máxima e vice-versa (Weissenborn et al., 2012).

Como uma das condições que impomos na análise foi que as EoSs reproduzissem uma

massa máxima maior que 2M⊙, então valores mais altos de m∗
0 foram descartados. A

incompressibilidade tem um comportamento decrescente e uma tendência de escolha de

valores menores em comparação com a prior para os dois casos. Tanto a incompressibili-

dade quanto a energia de simetria afetam a rigidez da EoS. Segundo Alam et al. (2016),

K0 tem pouca correlação com a massa da EN na faixa entre 0, 8− 1, 8M⊙ e portanto seu

valor é restringido principalmente pelo tamanho dos raios das fontes. Os dados proveni-

entes de fontes de qLMXBs e busters termonucleares — que constituem a maior parte dos
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dados observacionais — tem faixas de erro muito grandes, como podemos ver na Figura

3.3, porém os raios das EN medidos pelo NICER e LVC são mais precisos e tem raios li-

geiramente maiores (posicionados mais à direita no diagrama massa-raio na Figura 3.4), o

que acaba suportando valores menores de incompressibilidade, que acabamos visualizando

na posterior. Em S2/3 observa-se uma distribuição posterior uniforme e plana; note que

a posterior não apresenta mudanças abruptas em relação à prior uniforme adotada para

ambos os casos, o que significa que os dados observacionais não teve impacto significante

para condicionar a posterior. Ainda em relação a S2/3, especificamente no Caso 2, há

uma tendência geral de aumento na distribuição em direção ao limite superior da prior,

ou seja, ≈ 26 MeV. Este é o valor apontado em Reed et al. (2021) como sendo o correto

para S2/3. Os autores afirmam que S2/3 ≈ 26 MeV, uma vez que esta quantidade é forte-

mente restringida pela energia de ligação dos núcleos pesados. Quanto ao parâmetro L0,

notamos uma tendência para valores menores em ambos os casos. No entanto, devido ao

limite superior ser mais elevado na faixa do Caso 2, isso possibilita que a inclinação da

energia de simetria alcance valores superiores em comparação com os obtidos no Caso 1.

Valores menores de L0 são uma consequência direta da escolha do modelo ω − ρ, como

podemos ver explicitamente na fórmula de L(ρ) na equação (2.46), onde a constante de

acoplamento da interação ω− ρ (α) aparece no último termo diminuindo o valor de L(ρ).

Por último, após o cálculo via análise bayesiana, também foram gerados os histogramas

1D e 2D para os valores da energia de simetria na densidade de saturação J que são

apresentados na última linha da Figura 4.1. Esses histogramas foram constrúıdos com

base nos parâmetros obtidos na distribuição posterior. É importante observar que os

valores de J exibem uma distribuição normal centralizada em ambos os casos. Embora as

duas representações sejam centralizadas, a do Caso 1 gera valores mais prováveis, isto é,

a moda, em torno de 31 MeV, enquanto para o Caso 2 a moda está em torno de 34 MeV.

Segundo esses dados, é altamente provável que J esteja na faixa de 28 a 34 MeV para o

Caso 1 e aproximadamente 31 a 36 MeV para o Caso 2, dentro de um intervalo de confiança

de 90%; estes resultados estão de acordo com vários estudos recentes sobre restrições na

energia de simetria (LATTIMER, 2023; LATTIMER; LIM, 2013; LIM; SCHWENK, 2024), onde

os autores reportam J na faixa de 30, 9−33, 1 MeV, 29, 0−32, 7 MeV e 30, 6−33, 9 MeV,

respectivamente.

Ao analisar a posterior calculada usando prior gaussiana na Fig 4.2, observa-se o

mesmo comportamento para a massa efetiva de quando a prior uniforme foi utilizada,

ou seja, um pico acentuado seguido por uma rápida queda em torno de 0, 8, para ambos

os casos estudados, o que reforça a hipótese que massas efetivas acima desse valor não

produzam massas máximas de pelo menos 2M⊙. As distribuições posteriores para K0 e

S2/3 não tem diferenças significativas de suas respectivas priors. Para essas três primeiras

quantidades, os Casos 1 e 2 têm praticamente o mesmo comportamento, o que não ocorre
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para L0 — devido a mudança significativa no desvio padrão (σ)— porém a clara tendência

de escolher valores no limite inferior ainda é a mesma vista no resultado com prior uniforme

(Figura 4.1), como podemos perceber que ambos os casos apresentam valores posteriores

deslocados para a esquerda em relação às suas respectivas priors. Para L0, a análise total

da posterior com CI de 90% permite intervalos em torno de 33− 84 MeV para o Caso 1

e 64 − 93 MeV para o Caso 2. As distribuições posteriores da energia de simetria J não

sofreram diferenças significativas quando comparadas aos resultados com prior uniforme.

O valor mais provável de J encontrado na posterior com prior gaussiana é praticamente

o mesmo obtido no resultado com prior uniforme na Figura 4.1 em ambos os casos.

Um resumo de todos esses resultados se encontra na Tabela 4.1, onde a faixa de valores

obtidos para os parâmetros de bulk encontrados nas distribuições posteriores, dos Casos 1

e 2 de ambas as priors, são apresentados, juntamente com outras quantidades estat́ısticas

obtidas das PDFs, como média, moda e mediana. As constantes de acoplamento das EoSs

que geram os parâmetros da 4.1 podem ser encontrados na Tabela C.1 no Apêndice C.

4.2 Fator de Bayes e comparação entre os casos

Para compararmos de maneira mais efetiva os resultados obtidos pelos modelos utili-

zados, isto é, pelas priors e casos escolhidos, devemos calcular o BF (equação 3.18) que

é utilizado para comparar diferentes hipóteses e determinar qual delas é mais provável,

considerando os dados dispońıveis (JEFFREYS, 1961). A fim de calcular o BF, precisamos

encontrar as evidências (Z) de cada modelo. Para isso fazemos uma integração de monte

carlo em toda a posterior para cada um dos modelos.

Para facilitar comparação, definimos o Caso 1 como o conjunto de parâmetros para o

modelo MA. Fazemos essa definição devido à escolha menos restritiva para o intervalo de

L0. Os resultados da comparação entre os modelos utilizados são mostrados na Tabela 4.2

e na Tabela 4.3, onde os BFs são interpretados de acordo com o descrito na Tabela 3.2.

A análise do BF nos diz que existe uma leve preferência pela descrição que utiliza a

prior uniforme com o conjunto de parâmetros definidos no Caso 2. Isso mostra que apesar

das distribuições posteriores possúırem uma tendência a escolher valores menores de L0,

a faixa de valores mais provável de L0 é aquela do modelo com prior uniforme do Caso

2, ou seja, L0 = 75, 06+8,43
−4,43 MeV com 68% CI. Este resultado está de acordo com a maior

parte dos estudos do PREX-II (REED et al., 2021; ESTEE et al., 2021; YUE et al., 2022).

Adicionalmente podemos citar a faixa L0 = 43, 7 − 70, 0 MeV (LIM; SCHWENK, 2024),

MeV onde os autores determinam o valor de L0 através também da análise bayesiana

utilizando Teoria Efetiva de Campos Quirais.
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TABELA 4.1 – Intervalos para os parâmetros de bulk obtidos a partir da posterior utilizando as diferentes
priors. Todas as quantidades estão em MeV, exceto m∗

0 (adimensional). CI: intervalo de confiança.

Média Moda Mediana 68% CI 90% CI
Uniforme
Caso 1

m∗
0 0,751 0,761 0,754 0,729 – 0,771 0,710 – 0,777

K0 237,54 221,00 236,36 224,71 – 251,14 221,39 – 257,10
S2/3 24,22 23,65 24,21 23,01 – 25,44 22,62 – 25,84
L0 53,75 39,78 50,79 41,55 – 65,95 39,05 – 78,29
J 31,28 31,18 31,18 29,49 – 33,05 28,64 – 34,37

Caso 2
m∗

0 0,757 0,763 0,757 0,737 – 0,770 0,720 – 0,777
K0 235,88 221,00 234,00 223,87 – 249,32 221,16 – 256,22
S2/3 24,34 25,83 24,39 23,12 – 25,54 22,66 – 25,88
L0 77,00 69,97 75,06 70,62 – 83,48 69,50 – 91,38
J 33,65 34,58 33,66 32,17 – 35,04 31,52 – 35,78

Gaussiana
Caso 1

m∗
0 0,753 0,760 0,754 0,731 – 0,770 0,714 – 0,777

K0 237,91 237,88 237,90 227,87 – 247,94 221,25 – 254,43
S2/3 24,25 24,28 24,26 23,37 – 25,14 22,76 – 25,73
L0 58,01 56,32 56,73 40,96 – 72,61 33,50 – 83,82
J 31,68 31,61 31,63 29,71 – 33,56 28,60 – 34,81

Caso 2
m∗

0 0,758 0,761 0,758 0,737 – 0,770 0,722 – 0,777
K0 236,02 236,41 236,01 225,94 – 246,12 219,49 – 252,70
S2/3 24,34 24,36 24,34 23,44 – 25,23 22,85 – 25,81
L0 78,03 78,07 77,94 69,67 – 86,29 64,20 – 92,65
J 33,72 33,73 33,72 32,46 – 34,99 31,62 – 35,80
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TABELA 4.2 – Evidência (Z) e fatores de Bayes, calculados através da equação (3.18), para os modelos
analisados. Modelo A refere-se ao Caso 1 com uso de prior Uniforme.

Dados Prior Modelo ln(Z) BAB log10(BAB) Evidência contra MA

Caso 1 Uniforme MA -94,06 − − −
Caso 1 Gaussiana MB -94,03 0,97 -0,01 Negativa (suporta MA)
Caso 2 Uniforme MB -95,32 3,51 0,55 Substancial
Caso 2 Gaussiana MB -95,09 2,80 0,45 Merece apenas uma menção breve

TABELA 4.3 – O mesmo que na Tabela 4.2, com o Modelo A referindo-se ao Caso 1 com prior Gaussiano.

Dados Prior Modelo ln(Z) BAB log10(BAB) Evidência contra MA

Caso 1 Gaussiana MA -94,03 − − −
Caso 1 Uniforme MB -94,06 1,03 0,01 Merece apenas uma menção breve
Caso 2 Uniforme MB -95,32 3,62 0,56 Substancial
Caso 2 Gaussiana MB -95,09 2,88 0,46 Merece apenas uma menção breve

4.3 EoS resultantes em matéria simétrica e matéria pura

de nêutrons

Neste ponto, temos todos os valores prováveis para os parâmetros de bulk m∗
0, K0, S2/3,

L0 e J . Para verificar como esses números afetam a matéria nuclear e estelar, utilizamos os

parâmetros de bulk com intervalo de confiança de 68% da distribuição posterior resultante

(apresentados na Tabela 4.1) para traçar o gráfico dessas EoSs (isto é, a pressão ou

densidade de energia em função da densidade bariônica) em diferentes regimes. Os valores

respectivos das constantes de acoplamento para essas parametrizações são apresentados

na Tabela C.1.

Analisamos o comportamento da EoS sob o regime de matéria nuclear simétrica

(y = 0, 5, ρp = ρn) através do gráfico de pressão versus densidade visto na Figura 4.3.

Nesta Figura, a região delimitada pela faixa cinza claro (flow experiment) foi retirada de

Danielewicz et al. (2002), onde os autores analisaram dados experimentais do fluxo de

part́ıculas gerados por colisões de alta energia entre núcleos de 197Au, e então, utilizando

um modelo formulado dentro da teoria de Landau relativ́ıstica, extrapolaram os dados

para pressões avaliadas entre 2ρ0 até 4,5ρ0. Outro estudo que investiga a produção de

Kaons em Colisões de Ions Pesados (HIC) (LYNCH et al., 2009) resulta em mais uma faixa

de restrição para a pressão em densidades menores 1, 2 ⩽ ρ ⩽ 2, 2 fm−3, indicado pela

faixa cinza escura na Figura 4.3. Podemos notar que as EoS geradas satisfazem as duas

regiões delimitadoras citadas. Além disso, as descrições das EoSs geradas utilizando os

resultados com priors uniforme e gaussiana são praticamente idênticas dentro do intervalo

de confiança de 68%, o que é evidenciado pela região em laranja, onde a descrição gerada

por cada uma das priors se sobrepõem. Não foram observadas diferenças significativas

entre os Casos 1 e 2; no entanto, notamos que o Caso 2 apresenta uma região delimitada
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FIGURA 4.3 – Pressão versus ρ/ρ0 (matéria simétrica) para as parametrizações obtidas a partir da análise
bayesiana. A área sombreada em cinza claro do experimento do fluxo (flow experiment), foi retirada de
Danielewicz et al. (2002). A faixa em cinza escuro foi extráıda de Lynch et al. (2009). As faixas em verde
e vermelho correspondem às parametrizações com intervalos de confiança de 68% (posteriores) usando
priores Uniforme e Gaussiano, respectivamente. As curvas sólidas (priors Uniformes) e tracejadas (priors
Gaussianos) representam as parametrizações relacionadas aos valores medianos dos parâmetros de bulk
analisados.

um pouco mais estreita em comparação com o Caso 1, sugerindo uma margem de erro

potencialmente menor para o Caso 2.

Já nas Figuras 4.4 e 4.5, analisamos a EoS para matéria constitúıda puramente de

nêutrons (PNM), isto é, EoS onde y = 0 e ρn = ρ. Investigações de EoS em PNM são

importantes pois são uma boa aproximação da matéria constituinte de uma estrela de

nêutrons. Estudos baseados na teoria efetiva de campos quirais (chEFT) têm sido realiza-

dos ao longo dos anos, como (HEBELER et al., 2013; KRÜGER et al., 2013; DRISCHLER et al.,

2016), por exemplo. Nestes trabalhos, expansões de baixos momentos são utilizadas para

descrever a força nuclear. As interações entre núcleons são consideradas como pontuais

ou através da troca de ṕıons. Os parâmetros correspondentes são ajustados por meio da

observação de sistemas de dois e três corpos. Na Figura 4.4, é exibida uma comparação

dos nossos resultados com as faixas relacionadas aos cálculos de chEFT em um gráfico

de energia por part́ıcula versus densidade. As faixas em cinza, cinza escuro e azul claro,

denominadas como NN+3N, PRC88 e PRC98 foram extráıdas de Hebeler et al. (2013),

(KRÜGER et al., 2013) e (DRISCHLER et al., 2016), respectivamente. Vemos que as para-

metrizações do Caso 2 apresentam maiores desvios das faixas delimitadas, principalmente

para a região de baixa densidade. A comparação desses resultados sugere uma EoS suave,

com L0 e J menores, como os encontrados no Caso 1. Além disso, é mais notável aqui a
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FIGURA 4.4 – Energia por part́ıcula de matéria puramente de nêutrons em função da densidade. As
faixas em cinza, cinza escuro e azul claro, derivadas da chEFT, foram extráıdas de Hebeler et al. (2013),
Krüger et al. (2013), Drischler et al. (2016), respectivamente. As faixas em verde e vermelho correspondem
às parametrizações com intervalo de confiança de 68% (posteriores) usando priors Uniforme e Gaussiana,
respectivamente. As curvas cont́ınuas (prior Uniforme) e tracejadas (prior Gaussiana) representam as
parametrizações relacionadas aos valores das medianas dos parâmetros de bulk analisados

diferença na faixa de erro das regiões entre os dois casos. A faixa em 68% CI do Caso 2

é notavelmente mais estreita, o que é um reflexo do intervalo menor escolhido para L0 na

prior para o Caso 2.

Ainda no regime de PNM, Danielewicz et al. (2002) analisaram os dados do fluxo de

part́ıculas ejetadas de colisões entre ı́ons de 197Au. Também utilizando teoria efetiva de

Landau, os autores propuseram uma restrição para a pressão dependendo da densidade

através de uma extrapolação dos dados das colisões, incluindo termos de assimetria com

forte (stiff ) ou fraca (soft) dependência da densidade. A região delimitada encontrada

pode ser vista na Figura 4.5, onde mais uma vez as nossas EoSs resultantes satisfazem

as restrições, principalmente a região com fraca dependência na densidade (soft), onde a

faixa em ambos os casos passa inteiramente dentro da região (em cinza claro).

4.4 Diagramas massa x raio

Utilizamos as EoSs geradas a partir dos resultados das posteriores com 68% do CI

e resolvemos as equações de TOV (2.63,2.64) para vários valores diferentes de pressão

central para obter sequências de massa-raio. Os diagramas resultantes podem ser vistos

na Figura 4.6. Nesta Figura, também exibimos os contornos correspondentes aos dados
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FIGURA 4.5 – Pressão versus ρ/ρ0 (matéria puramente de nêutrons) para as parametrizações obtidas a
partir da análise bayesiana. As faixas em cinza foram retiradas de Danielewicz et al. (2002). As faixas em
verde e vermelho correspondem às parametrizações com intervalo de confiança de 68% (posteriores) usando
priors Uniforme e Gaussiana, respectivamente. As curvas cont́ınuas (priors Uniformes) e tracejadas (priors
Gaussianas) representam as parametrizações relacionadas aos valores das medianas dos parâmetros de
bulk analisados.

FIGURA 4.6 – Diagramas massa-raio para as parametrizações obtidas a partir da análise bayesiana. As
faixas em verde e vermelho correspondem às parametrizações em 68% CI (posteriores) usando priors
Uniforme e Gaussiana, respectivamente. As curvas cont́ınuas (priors Uniformes) e tracejadas (priors
Gaussianas) representam aquelas parametrizações relacionadas aos valores das medianas dos parâmetros
de bulk analisados. Também são exibidos os contornos para a massa-raio restritos pela missão NICER,
nomeadamente, em laranja (MILLER et al., 2019) e azul (RILEY et al., 2019) para PSRJ0030+0451; vermelho
(MILLER et al., 2021) e verde (RILEY et al., 2021) para PSR J0740+6620. O contorno violeta representa o
evento GW170817 (ABBOTT et al., 2018).
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FIGURA 4.7 – Semelhante à Figura 4.6, mas agora comparada com 7 observáveis adicionais utilizados
na análise. 4U 1702-429 (NÄTTILÄ, J. et al., 2017). Para os restantes, consulte (ÖZEL et al., 2016) e as
referências ali contidas.

do NICER (MILLER et al., 2019; MILLER et al., 2021; RILEY et al., 2019; RILEY et al., 2021)

e LVC (ABBOTT; The LIGO and Virgo Collaboration, 2017; ABBOTT et al., 2018). Podemos

observar que o Caso 1 e o Caso 2 são muito semelhantes entre si, especialmente para

M/M⊙ > 1. Para valores menores de M , podemos notar a diferença entre os dois casos

na espessura da faixa de 68% do CI, provavelmente causada pelo intervalo de valores me-

nor de L0 no Caso 2, como já mencionado anteriormente. A relação massa-raio inferida

também é mostrada nas Figuras 4.7 e 4.8 em relação às outras observações utilizadas

nesta tese (ÖZEL et al., 2016; NÄTTILÄ, J. et al., 2017). Observe que os resultados também

suportam um intervalo de confiança de 68% para quase todas as fontes usadas no traba-

lho. No entanto, a fonte descrita por ω Cen na Figura 4.8 tem uma pequena distância dos

resultados obtidos para 68% CI. Essa distância é pequena para o Caso 1 em comparação

com o Caso 2, o que indica que EoSs com pequenos valores de L0, são mais compat́ıveis

com a descrição da fonte de dados provenientes de ω Cen. Note que a faixa de menores

valores de L0 é aquela dada pelo Caso 1. Para este caso, os raios das estrelas geradas

também são menores em comparação com aqueles obtidos no Caso 2, veja as Figuras 4.6

a 4.8. O efeito de redução de R à medida que L0 diminui também foi verificado em Fat-

toyev et al. (2013), Alam et al. (2016), Zhang e Li (2018), Souza et al. (2020), Lourenço

et al. (2022). Na Tabela 4.4, são apresentados os valores para algumas propriedades

macroscópicas provenientes dos resultados das posteriores com CI de 68%. A Tabela con-

tém a massa máxima (Mmax), seu raio respectivo (Rmax), o raio da estrela de nêutrons de

1, 4M⊙ (R1,4), e a sua deformabilidade de maré adimensional (Λ1,4). Esta última é obtida

simultaneamente na resolução das equações de TOV, faremos mais comparações com esta
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FIGURA 4.8 – Semelhante à Figura 4.6, mas agora comparada com os restantes 5 observáveis. Consulte
Özel et al. (2016) e as referências ali contidas.

TABELA 4.4 – Algumas propriedades observacionais de NS que resultam das EoSs em 68% CI (Veja a
quarta coluna na Tabela 4.1).

Mmax (M⊙) Rmax (km) R1,4 (km) Λ1,4

Uniforme
Caso 1 2,01 – 2,22 10,39 – 11,06 11,97 – 12,73 354,05 – 474,02
Caso 2 2,00 – 2,17 10,41 – 10,98 12,34 – 13,06 378,52 – 505,15

Gaussiana
Caso 1 2,00 – 2,20 10,43 – 11,02 12,04 – 12,84 357,68 – 481,32
Caso 2 2,00 – 2,16 10,53 – 10,96 12,42 – 13,12 383,76 – 541,65
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quantidade na Seção 4.5. As faixas de intervalo resultantes são praticamente as mesmas

para as priors Uniforme e Gaussiana utilizadas em cada caso analisado. Podemos dizer

que o resultado é independente da prior utilizada, a diferença está entre os casos. O Caso

2 (valores maiores de L0) resulta em valores maiores de R1,4 e Λ1,4 e massas máximas um

pouco menores.

FIGURA 4.9 – Previsões para R1,4 calculadas a partir das parametrizações obtidas da análise bayesiana
(ćırculos). Neste caso, apresentamos os resultados para o raio da estrela de nêutrons para 1, 4Msun com
intervalo de confiança de 90% (posteriores), quando são utilizadas as priores Uniforme (UP) e Gaussiana
(GP). A faixa em cinza foi extráıda de Breschi et al. (2021), e as linhas vermelhas foram retiradas de
Huth et al. (2022).

Estrelas de Nêutrons de 1,4 M⊙ são especificamente importantes pois boa parte das

estrelas de nêutrons observadas tem massas próximas a esse valor. Recentemente, os auto-

res de Breschi et al. (2021) compilaram estimativas recentes para R1,4. Apresentamos essa

faixa de valores na Figura 4.9, assim como outra previsão para essa quantidade encontrada

em Huth et al. (2022), também proveniente da inferência bayesiana. Uma vez que todas

essas são estimativas baseadas em uma análise estat́ıstica que leva em consideração um

intervalo de confiança de 90% ou mais, comparamos nossos resultados também usando

um CI de 90%. Note que todos os pontos obtidos em nosso trabalho (ćırculos) concordam

com essas estimativas, mostrando uma tendência em direção a valores mais próximos dos

limites superiores.
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4.5 Deformabilidade de maré

Finalmente, semelhantemente ao método feito para encontrarmos os diagramas massa-

raio, calculamos a deformabilidade de maré adimensional, que é computada juntamente

com as equações de TOV. Seu comportamento em função de M pode ser visto na Fi-

gura 4.10. A descrição para ambas as priors é praticamente idêntica, e podemos também

FIGURA 4.10 – Λ em função de M para as parametrizações obtidas da análise bayesiana. As faixas em
verde e vermelho correspondem às parametrizações com CI de 68% (posteriores) usando priors Uniforme
e Gaussiana, respectivamente. As curvas cont́ınuas (priors Uniformes) e tracejadas (priors Gaussianas)
representam as parametrizações relacionadas aos valores das medianas dos parâmetros de bulk analisados.
O quadrado roxo é o resultado de Λ1,4 = 190+390

−120 obtido pelo LVC (ABBOTT et al., 2018).

observar que todas as parametrizações produzem Λ1,4 dentro da faixa prevista pelo LVC,

independentemente do caso utilizado na análise bayesiana. Quando comparado ao Caso

1, o Caso 2 apresenta valores ligeiramente maiores para Λ, especialmente em valores mais

baixos de M . Para Λ1,4 especificamente, alguns estudos já mostraram que essa quantidade

é senśıvel a L0 (FATTOYEV et al., 2013; ALAM et al., 2016; ZHANG; LI, 2018; SOUZA et al.,

2020; LOURENçO et al., 2022). Em nosso estudo, o Caso 2 possui valores maiores para L0

e, como consequência, Λ é geralmente maior.

Na Figura 4.11, mostramos a deformabilidade de maré adimensional para cada uma

das estrelas do sistema binário relacionado ao evento GW170817, com massas componen-

tes M1 na faixa de 1, 37 ⩽ M1/M⊙ ⩽ 1, 60 (ABBOTT; The LIGO and Virgo Collaboration,

2017). A massa da estrela companheira é calculada através da relação entre M1, M2, e a

massa de chirp, isto é, M = (M1M2)
3/5/(M1 + M2)

1/5 = 1, 188M⊙ (ABBOTT; The LIGO

and Virgo Collaboration, 2017). As deformabilidades são calculadas usando a EoS resultante

dentro do CI de 68% para ambas as priors e casos. Também mostramos linhas de contorno
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FIGURA 4.11 – Deformabilidades de maré adimensionais para o caso dos componentes de alta massa (Λ1)
e baixa massa (Λ2) do evento GW170817. As linhas roxas são os resultados obtidos pelo LVC (ABBOTT et

al., 2018) com intervalos de confiança de 50% e 90%. A linha tracejada diagonal corresponde a Λ1 = Λ2.
As faixas em verde e vermelho correspondem às parametrizações com CI de 68% (posteriores) usando
priors Uniforme e Gaussiana, respectivamente. As curvas cont́ınuas (priors Uniformes) e tracejadas (priors
Gaussianos) representam as parametrizações relacionadas aos valores das medianos dos parâmetros de
bulk analisados.

nos intervalos de confiança de 50% e 90% (linhas roxas) associadas ao evento GW170817.

Podemos observar que todos os resultados obtidos neste trabalho estão dentro das previ-

sões do LVC. Apenas uma pequena porção na faixa de 68% do CI do resultado com prior

gaussiana que está fora do intervalo de 90% fornecido pelo LVC.



5 Conclusão

Neste trabalho, realizamos uma análise bayesiana para estabelecer intervalos de valores

para os principais parâmetros de bulk : m∗
0 (a razão de massa efetiva em ρ = ρ0), K0 (a

incompressibilidade em ρ = ρ0), S2/3 (a energia de simetria em ρ = 2ρ0/3) e L0 (a

inclinação da energia de simetria em ρ = ρ0). As funções de verossimilhança empregadas

na análise foram baseadas em 16 fontes distintas de dados sobre massas e raios. Destas, 11

foram derivadas de Özel et al. (2016), incluindo seis busters termonucleares identificadas

como 4U 1820–30, SAX J1748.9–2021, EXO 1745–248, KS 1731–260, 4U 1724–207 e 4U

1608–52, e cinco fontes de Raios-X de Binários de Baixa Massa em Quiescência (qLMXBs)

observados em M13, M30, NGC 6304, NGC 6397 e ω Cen. Adicionalmente, incorporamos

dados de uma análise de raios-X da estrela de nêutrons em 4U 1702–429 (NÄTTILÄ, J.

et al., 2017), dois componentes da LVC (LSC et al., 2019), e dois conjuntos de medições

de massa-raio da missão NICER (RILEY et al., 2019; RILEY et al., 2021). Utilizando os

intervalos resultantes, desenvolvemos parametrizações otimizadas do modelo de campo

médio relativ́ıstico empregado, que inclui a interação ω − ρ. A adição dessa interação

permitiu um controle mais efetivo não só da energia de simetria, mas também de sua

inclinação. Isso possibilitou a inclusão de valores espećıficos para L0, baseados nos dados

experimentais mais recentes do PREX-II (ESSICK et al., 2021; ESTEE et al., 2021; REED et

al., 2021; YUE et al., 2022).

O estudo enfrentou limitações intŕınsecas ao método bayesiano, como a necessidade

de uma modelagem precisa das funções de verossimilhança e a dependência nas priors

e intervalos escolhidos para a análise. Com isso em mente, dividimos nossa análise em

dois conjuntos denominados Caso 1 e Caso 2, ambos com dois tipos diferentes de priors:

distribuições uniforme e gaussiana. Esses conjuntos levam em consideração os extremos

e interseções dos valores de L0 obtidos através de estudos dos resultados do PREX-II

mencionados anteriormente. Os resultados mostram que os valores de L0, aqueles encon-

trados pela análise, são impactados pela escolha da distribuição, mais especificamente, o

valor mais provável para essa quantidade (moda) e seu limite inferior para os intervalos

de confiança de 68% e 90% para o Caso 1. Isso ocorre porque a distribuição gaussiana

permite escolhas posśıveis de valores mais baixos de L0. O mesmo não é verdade para a

distribuição uniforme, na qual valores mais baixos para L0 têm probabilidade zero. Nossos
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resultados posteriores também mostram que, para uma maior (menor) restrição nos valores

de entrada para L0 na análise para ambas as distribuições a priori, uniforme e gaussiana,

Caso 1 (Caso 2), os resultados de sáıda para essa quantidade mudam consideravelmente.

Por exemplo, os valores posteriores usando o prior uniforme são L0 = 50, 79+15,16
−9,24 MeV

(L0 = 75, 06+8,43
−4,43 MeV) para CI de 68%. Esses valores estão relacionados à energia de

simetria na faixa de J = 31, 18+1,87
−1,69 MeV (J = 33, 66+1,38

−1,49 MeV), todos eles compat́ıveis

com valores recentemente previstos na literatura (ADHIKARI et al., 2021; ADHIKARI et al.,

2022; REED et al., 2021; CARLSON et al., 2022).

Finalmente, demonstramos que a EoS com CI de 68% obtida da análise bayesiana des-

creve satisfatoriamente tanto a matéria nuclear simétrica quanto a matéria puramente de

nêutrons em regimes de densidade sub e supra-saturação. Na matéria estelar, nossos resul-

tados mostram que as parametrizações produzem estrelas de nêutrons com uma massa má-

xima deMmax = 2, 115±0, 105M⊙ para o Caso 1 eMmax = 2, 085±0, 085M⊙ para o Caso 2,

ambas para distribuição posterior quando a prior uniforme é usada. Os raios correspon-

dentes relacionados a essas massas são Rmax = 10, 725±0, 335 km e Rmax = 10, 695±0, 285

km, respectivamente. Além disso, os valores encontrados para o raio da estrela de nêu-

trons de 1, 4M⊙ são R1,4 = 12, 35± 0, 38 km para o Caso 1, e R1,4 = 12, 7± 0, 36 km para

o Caso 2. Esses valores são totalmente compat́ıveis com aqueles recentemente obtidos

em Breschi et al. (2021) e Huth et al. (2022). Os números previstos pelas parame-

trizações ótimas em relação aos coeficientes adimensionais de deformabilidades de maré

Λ1, e Λ2 (sistema de estrelas de nêutrons binárias), e Λ1,4 (relacionado à estrela de nêu-

trons de 1, 4M⊙) também estão de acordo com as restrições observacionais impostas pela

colaboração LVC a partir da análise do evento GW170817, ou seja, detecção de ondas

gravitacionais provenientes da fusão de duas estrelas de nêutrons.

Futuros trabalhos poderiam explorar a inclusão de um espectro mais amplo de dados

experimentais e observacionais para refinamento adicional das EoSs. Além disso, a explo-

ração de outras interações mesônicas e a extensão do modelo para incluir a dinâmica de

outros bárions (como h́ıperons) poderiam oferecer insights mais profundos sobre a matéria

nuclear em densidades ultra-altas.

O uso de técnicas bayesianas para refinar modelos de estrelas de nêutrons oferece uma

ponte poderosa entre teoria nuclear e astrof́ısica observacional, permitindo um entendi-

mento mais aprofundado das condições extremas no universo. Este estudo demonstrou

que, dentro das incertezas determinadas, as EoSs que modelamos estão bem alinhadas

com as observações atuais, oferecendo suporte para a precisão dos modelos hadrônicos

relativ́ısticos na descrição da matéria estelar. A pesquisa sublinha a importância da

análise cont́ınua à medida que novos dados tornam-se dispońıveis, garantindo que as teo-

rias nucleares permaneçam relevantes e precisas no contexto de descobertas astronômicas

emergentes.
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Como resultado desta pesquisa, publicamos um artigo no Monthly Notices of the Royal

Astronomical Society em agosto de 2023 (SOARES et al., 2023), onde detalhamos a me-

todologia e os principais resultados obtidos, reforçando a importância e o impacto deste

estudo na comunidade cient́ıfica.
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https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.80.084018.

BLAIZOT, J. Nuclear compressibilities. Physics Reports, v. 64, n. 4, p. 171–248, 1980.
ISSN 0370-1573. Dispońıvel em:
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KRÜGER, T.; TEWS, I.; HEBELER, K.; SCHWENK, A. Neutron matter from chiral
effective field theory interactions. Phys. Rev. C, American Physical Society, v. 88, p.
025802, Ago. 2013. Dispońıvel em:
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OERTEL, M.; HEMPEL, M.; KLÄHN, T.; TYPEL, S. Equations of state for supernovae
and compact stars. Rev. Mod. Phys., American Physical Society, v. 89, p. 015007, Mar.
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em: https://dx.doi.org/10.3847/1538-4357/aa7a5a.

REED, B. T.; FATTOYEV, F. J.; HOROWITZ, C. J.; PIEKAREWICZ, J. Implications
of prex-2 on the equation of state of neutron-rich matter. Phys. Rev. Lett., APS, v. 126,
n. 17, p. 172503, 2021. Dispońıvel em:
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https://doi.org/10.3847/2041-8213/ac0a81.

ROBERT, C. P.; CHOPIN, N.; ROUSSEAU, J. Harold Jeffreys’s Theory of Probability
Revisited. Statistical Science, Institute of Mathematical Statistics, v. 24, n. 2, p. 141 –
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https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.58.124031.

THORNE, K. S.; CAMPOLATTARO, A. Non-radial pulsation of general-relativistic
stellar models. i. analytic analysis for l>= 2. Astrophysical Journal, vol. 149, p. 591,
v. 149, p. 591, 1967.
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Apêndice A - Derivação do Número de

Love de Segunda Ordem

Agora vamos derivar o numero de maré de segunda ordem de Love, que depende da

equação de estado. O momento quadrupolar da estrela Qij e o campo de maré externo

Eij aparecem nos coeficientes de expansão assintótica da métrica total a uma grande

distância r da estrela. Esta expansão inclui o componente da métrica gtt em coordenadas

cartesianas assintoticamente centradas na massa (THORNE, 1998), e temos

−(1 + gtt) = ϕint + ϕext = −M

r
− 3Qij

2r3

(
ninj −

1

3
δij

)
+ · · ·+ Eij

2r2

3
ninj, (A.1)

onde ni =
xi

r
, e ambos Qij e Eij são tensores simétricos e sem traço e M é a massa da

estrela.

O objetivo é derivar o número de Love dentro do quadro da teoria de perturbação

linear. Consideramos perturbações estáticas de uma estrela esfericamente simétrica e

relativ́ıstica descrita por:

g
(0)
αβ = diag[−eν(r), eλ(r), r2, r2 sin2 θ]. (A.2)

Nosso interesse está nas perturbações de paridade par no calibre de Regge-Wheeler, que

é a dependência angular dos componentes de uma perturbação métrica linearizada em

harmônicos esféricos (REGGE; WHEELER, 1957). A métrica perturbada pode ser expressa

como:

hαβ = diag[−eν(r)H(r),−eλ(r)H(r), r2K(r), r2 sin2 θK(r)]Y20(θ, ϕ), (A.3)

onde Y20(θ, ϕ) é a função harmônica esférica associada ao momento quadrupolar. Ao fazer

x = cos θ e escrever Y20(θ, ϕ) =
√
5

4
√
π
(3x2 − 1), então a equação se torna:

hαβ = diag

[
− eν(r)H(r),−eλ(r)H(r), r2K(r), r2(1− x2)K(r)

] √
5

4
√
π
(3x2 − 1). (A.4)
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A métrica total então se torna:

gαβ = g
(0)
αβ + hαβ. (A.5)

A equação (A.5) pode ser resolvida com as seguintes condições:

(i) Primeiro, as equações de Einstein perturbadas (para l ≥ 2) para o fluido perfeito

devem ser determinadas. Em seguida, a derivada do tensor energia-momento é encontrada

tomando

δT ν
µ = (δϵ+ δp)uµuν + (p+ ϵ)(uµδuν + uνδu

µ) + δpδνµ. (A.6)

Os componentes não nulos do tensor energia-momento são δT 0
0 = −δϵ = − dϵ

dp
δp e T i

i = δp.

(ii) Portanto, a equação de Einstein linearizada com todos os componentes combinados

é dada por δGµ
ν = 8πδT µ

ν , e então procedemos para calcular todos os componentes da

equação de Einstein.

Escrevemos a componente rθ das equações de campo para encontrar uma expressão

para K ′(r)

K ′(r) = −H ′(r)−H(r)ν ′(r), (A.7)

Para encontrarmos uma expressão para H, precisamos subtrair a componente rr da

equação de Einstein da componente tt:

δGt
t − δGr

r = 8π
(
T 0
0 − T i

i

)
,

δGt
t − δGr

r + 8π

(
dϵ

dp
δp+ δp

)
= 0,

− 1

4r2

(
H(r)

[
24eλ(r) + r

(
2

(
−1 +

dϵ

dp

)
ν ′(r) +

(
1 +

dϵ

dp

)
rν ′(r)2

−λ′(r)

(
2(3 +

dϵ

dp
) + (1 +

dϵ

dp
)rν ′(r)

)
+ 2(1 +

dϵ

dp
)rν ′′(r)

)
+r

(
−
(
1 +

dϵ

dp

)
H ′(r) (−4 + rλ′(r)− 3rν ′(r))

+

(
−
(
3 +

dϵ

dp

)
(−4 + rλ′(r)) +

(
−1 +

dϵ

dp

)
rν ′(r)

)
(−H ′(r)−H(r)ν ′(r))

+2r

((
1 +

dϵ

dp

)
H ′′(r) +

(
3 +

dϵ

dp

)
(−H ′(r)ν ′(r)−H ′′(r)−H(r)ν ′′(r))

)]))
= 0.

(A.8)

Rearranjando os termos, podemos escrever a equação diferencial de H na forma:

H ′′(r) + C1H
′(r) + C0H(r) = 0. (A.9)
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C1 e C0 são extráıdos de (A.8).

C1 =
2

r
+

1

2
(ν ′(r)− λ′(r)) =

2

r
+ eλ(r)

[
2m(r)

r2
+ 4πr(p− ϵ)

]
(A.10)

e

C0 = eλ(r)
[
− l(l + 1)

r2
+ 4π(ϵ+ p)

dϵ

dp
+ 4π(5ϵ+ 9p)

]
− ν ′(r)2, (A.11)

Onde foram utilizados as equações de TOV para reescrever C1 e C0. A equação de segunda

ordem de H é convertida em duas equações de primeira ordem em uma nova variável β:

dH(r)

dr
= β(r) (A.12)

e

dβ(r)

dr
= eλ(r)H(r)

[
− 4π

(
5ϵ+ 9p+

(
dp

dϵ

)−1

(ϵ+ p)

)

+
l(l + 1)

r2
+ 4eλ(r)

(
m(r)

r2
+ 4πrp

)2 ]
+

2β(r)

r
eλ(r)

(
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m(r)

r
+ 2πr2(ϵ− p)
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,

=

(
1− 2m(r)

r

)−1

H(r)

[
− 4π
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5ϵ+ 9p+

(
dp

dϵ

)−1

(ϵ+ p)
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+
l(l + 1)

r2
+ 2

(
1− 2m(r)

r

)−1(
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r2
+ 4πrp
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+

2β(r)

r

(
1− 2m(r)

r

)−1(
−1 +

m(r)

r
+ 2πr2(ϵ− p)

)
.

(A.13)

Definindo a quantidade y(r) = rβ(r)/H(r) para a solução interna, podemos diferenciar

y(r) com relação a r. As equações são

y′(r)H(r) + (y(r)− 1)β(r)− rβ′(r) = 0 (A.14)

substituindo (A.13) em (A.14) chegamos finalmente a

ry′(r) + y(r)2 + y(r)F (r)r2Q(r) = 0 (A.15)

com

F (r) =
1− 4πr2[ϵ(r)− p(r)]

1− 2m(r)/r
, (A.16)

Q(r) =
4πr

r − 2m(r)

[
5ϵ(r) + 9p(r) +

ϵ(r) + p(r)

∂p(r)/∂ε(r)
− 6

r2

]
− 4

[
m(r) + 4πr3p(r)

r2(1− 2m(r)/r)

]2
. (A.17)
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. Novamente, podemos escrever a equação diferencial de segunda ordem (A.9) para fora

da estrela r = R com relação à equação de Legendre associada com m = 2(THORNE;

CAMPOLATTARO, 1967; DAMOUR; NAGAR, 2010b):

(x2 − 1)H ′′(x) + 2xH ′(x)−
(
l(l + 1)− 4

x2 − 1

)
H(x) = 0, (A.18)

onde m(r = R) = M , e x = R/M−1 é a variável independente. Portanto, a solução geral

da equação (A.18) pode ser escrita como

H(x) = aP P̂l2(x) + aQQ̂l2(x) (A.19)

onde aP , e aQ são constantes de integração que são determinadas pelo ajuste à solução

interna. Substituindo o valor de y(r) na equação (A.19), temos

y(x) = (1 + x)
P̂ ′
l2(x) + alQ̂

′
l2(x)

P̂l2(x) + alQ̂l2(x)
(A.20)

aqui al =
aQ
aP

é determinado pelo ajuste à solução interna em relação à compactação

C = M/R da estrela.

al = − P̂
′

l2(x)− CylP̂l2(x)

Q̂
′
l2(x)− CylQ̂l2(x)

∣∣∣∣
x= R

M
−1

(A.21)

Por outro lado al está relacionado ao número de Love adimensional kl (DAMOUR; NAGAR,

2010b). Pode-se definir kl como

kl =
1

2
C2l+1al (A.22)

com l=2,3,4... sendo os números de quadrupolo, octopolo e hexadecapolo, respectiva-

mente. Para o numero de quadrupolo, isto é, número de Love de segunda ordem (l=2),

temos:

k2 =
8C5

5
(1− 2C)2[2 + 2C(yR − 1)− yR]×

{
2C[6− 3yR + 3C(5yR − 8)]

+ 4C3[13− 11yR + C(3yR − 2) + 2C2(1 + yR)]

+ 3(1− 2C)2[2− yR + 2C(yR − 1)]ln(1− 2C)
}−1

, (A.23)

com yR = y(R).



Apêndice B - Código utilizado para o

cálculo da distribuição posterior

1 from scipy import interpolate

2 import numpy as np

3

4 #(importando script com a funcao ’couplings ’ que retorna as

constantes de acoplamento , input= theta)

5 exec(open(’my_couplings_v3.py’).read())

6

7 #Importando script com a funcao ’EoSSolve ’ que retorna tabela com

a EoS do modelo estudado na tese , input= constantes de

acoplamento.

8 exec(open(’walecka_solver_wp.py’).read())

9

10 #Script com funcao ’TOVSOLVER ’ que resolve a TOV e retorna a curva

massa -raio , tendo como input a EoS

11 exec(open(’PYTOV.py’).read())

12

13 #LEITURA DOS DADOS OBSERVACIONAIS#

14 PDF1608=np.loadtxt(’MRprob_1608.dat’, unpack=True)

15 PDF1724=np.loadtxt(’MRprob_1724.dat’, unpack=True)

16 PDF1731=np.loadtxt(’MRprob_1731.dat’, unpack=True)

17 PDF1745=np.loadtxt(’MRprob_1745.dat’, unpack=True)

18 PDF1748=np.loadtxt(’MRprob_1748.dat’, unpack=True)

19 PDF1820=np.loadtxt(’MRprob_1820.dat’, unpack=True)

20 PDFM13=np.loadtxt(’MRprob_M13.dat’, unpack=True)

21 PDFM30=np.loadtxt(’MRprob_M30.dat’, unpack=True)

22 PDFNGC6304=np.loadtxt(’MRprob_NGC6304.dat’, unpack=True)

23 PDFNGC6397=np.loadtxt(’MRprob_NGC6397.dat’, unpack=True)

24 PDFOmCen=np.loadtxt(’MRprob_OmCen.dat’, unpack=True)

25 PDFLigo1=np.loadtxt(’Ligo_PDF1_new.dat’, unpack=True)

26 PDFLigo2=np.loadtxt(’Ligo_PDF2_new.dat’, unpack=True)
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27 PDFnicer=np.loadtxt(’Nicer_PDF_new.dat’, unpack=True)

28 PDFnatila=np.loadtxt(’Natila_new.dat’, unpack=True)

29 PDFnicer19=np.loadtxt(’Nicer19_PDF_new.dat’, unpack=True)

30 sources=PDF1608 ,PDF1724 ,PDF1731 ,PDF1745 ,PDF1748 ,PDF1820 ,PDFM13 ,

PDFM30 ,PDFNGC6304 ,PDFNGC6397 ,PDFOmCen ,PDFLigo1 ,PDFLigo2 ,

PDFnicer ,PDFnatila ,PDFnicer19

31 quant_sources =16

32

33 interp =[]

34 for source in sources:

35 y,x,z = source

36 points=int(np.sqrt(len(z)))

37 Msource=np.zeros(points)

38 Rsource=np.zeros(points)

39 Probab_2d = np.reshape(z, (points ,points))

40 for p in range(points):

41 Msource[p]=y[p]

42 Rsource[p]=x[p+points*p]

43

44 #DEFINICAO DA FUNCAO QUE IRA INTERPOLAR O VALOR DA PROBABILIDADE

PARA (R,M) ARBITRARIO , DE ACORDO COM CADA FONTE DE DADOS

45 f=interpolate.RectBivariateSpline(Rsource , Msource , Probab_2d)

#(x,y,z)

46 interp.append(f)

47

48 del PDF1608 ,PDF1724 ,PDF1731 ,PDF1745 ,PDF1748 ,PDF1820 ,PDFM13 ,PDFM30 ,

PDFNGC6304 ,PDFNGC6397 ,PDFOmCen ,sources ,source ,x,y,z,PDFnicer

49

50

51 #DEFINICAO DOS PARAMETROS INICIAIS PARA O MCMC

52 ndim = 4

53 nwalkers =600

54 steps =900

55

56 ######################################

57 # DEFINICAO DA PRIOR E DA LIKELIHOOD #

58 ######################################

59 def lnprior(theta): #DISTRIBUICAO UNIFORME

60 ms,K,J1,L0 = theta

61 if msmin < ms < msmax and Kmin < K < Kmax and S1min < J1 <

S1max and L0min < L0 < L0max:
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62 return 0.0

63 return -np.inf

64

65

66 def lnlike(theta):

67 constantes=couplings(theta) #CALCULO DAS CONSTANTES DE

ACOPLAMENTO

68

69 EoS=EoSSolve(constantes) #CALCULO DA EOS

70

71 MRcurve ,Mmax=TOVSOLVER(EoS) #CALCULO DA CURVA MASSA -RAIO , E

MASSA MAXIMA

72

73 if Mmax < 2.: #ESTAMOS INTERESSADOS EM MASSAS MAXIMAS MAIOR

QUE 2

74 return -np.inf

75

76 likelihood =1. #iniciando o produtorio da likelihood

77 for i in range(quant_sources):

78 NewPDF =[]

79 for Point in MRcurve:

80 rhoc ,R,M=Point

81 newprob=float(interp[i](R,M))

82 if newprob <0.: newprob =0.0

83 NewPDF.append(newprob)

84

85 likeli= np.max(NewPDF)

86 likelihood= likelihood*likeli

87 if likelihood ==0:

88 return -np.inf

89 return np.log(likelihood)

90

91 def lnprob(theta):

92 lp = lnprior(theta)

93 if not np.isfinite(lp):

94 return -np.inf

95 ll=lnlike(theta)

96 if not np.isfinite(ll):

97 return -np.inf

98 return lp + ll

99
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100 #################

101 #INICIANDO O MCMC

102 import emcee

103 from multiprocessing import Pool

104 if __name__ == ’__main__ ’:

105 with Pool() as pool:

106 sampler = emcee.EnsembleSampler(nwalkers , ndim , lnprob ,

pool=pool)

107

108

109 #PRIMEIRAMENTE RODAMOS UMA RODADA DE BURNIN COM 200 STEPS E

SALVAMOS A ULTIMA POSICAO DOS WALKERS (pos)

110 # EXECUTANDO MCMC

111 pos , prob , state = sampler.run_mcmc(pos , steps)

112

113 #SALVANDO A DISTRIBUICAO RESULTANTE

114 samples = sampler.flatchain

115 np.savetxt("samples.dat",samples)



Apêndice C - Constantes de acoplamento

das EoSs
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TABELA C.1 – Constantes de acoplamento que reproduzem os parâmetros de bulk relacionados na Tabela
4.1. L.I: Limite Inferior; L.S.: Limite Superior.

g2σ/m
2
σ g2ω/m

2
ω g2ρ/m

2
ρ 100A/g3σ B/g4σ 10α

(fm2) (fm2) (fm2) (fm−1) (10−3)
Uniforme
Caso 1

Média 10,94 5,81 6,85 -3,13 -4,56 1,00
Moda 10,84 5,51 7,47 -3,86 -6,85 1,73
Mediana 10,88 5,74 7,00 -3,23 -4,65 1,12
68% L.I. 11,76 6,48 7,12 -2,83 -5,93 1,41
68% L.S. 10,18 5,24 6,99 -3,23 -0,80 0,75
90% L.I. 12,34 7,03 7,39 -2,47 -5,69 1,49
90% L.S. 9,90 5,04 6,84 -3,15 1,68 0,49

Caso 2
Média 10,79 5,65 6,09 -3,32 -4,62 0,42
Moda 10,80 5,48 7,07 -3,90 -6,85 0,62
Mediana 10,80 5,63 6,16 -3,38 -4,89 0,46
68% L.I. 11,54 6,25 5,61 -3,03 -6,17 0,48
68% L.S. 10,22 5,25 6,55 -3,28 -1,22 0,36
90% L.I. 12,06 6,74 5,39 -2,68 -5,99 0,47
90% L.S. 9,92 5,06 6,56 -3,18 1,37 0,23

Gaussiana
Caso 1

Média 10,90 5,77 6,67 -3,16 -4,47 0,88
Moda 10,67 5,54 6,76 -3,36 -4,17 0,97
Mediana 10,85 5,72 6,73 -3,20 -4.42 0,92
68% L.I. 11,66 6,41 7,37 -2,83 -5,68 1,42
68% L.S. 10,23 5,24 6,63 -3,33 -1,46 0,58
90% L.I. 12,23 6,92 8,46 -2,55 -5,81 1,84
90% L.S. 9,93 5,05 6,65 -3,25 1,04 0,37

Caso 2
Média 10,76 5,62 6,06 -3,35 -4,57 0,40
Moda 10,67 5,53 6,08 -3,42 -4,38 0,40
Mediana 10,77 5,62 6,06 -3,34 -4,58 0,40
68% L.I. 11,49 6,22 5,80 -3,02 -5,98 0,51
68% L.S. 10,25 5,24 6,33 -3,39 -1,83 0,29
90% L.I. 12,03 6,69 5,67 -2,74 -6,17 0,60
90% L.S. 9,94 5,04 6,50 -3,32 0,71 0,21
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