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Resumo

O modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) é um modelo fenomenológico da QCD,

que incorpora a dinâmica do desconfinamento dos quarks no modelo Nambu-Jona-Lasinio

(NJL) em temperatura finita através do laço de Polyakov (Φ). Porém, em temperatura

nula o modelo PNJL perde toda a dinâmica provida por Φ e suas equações se reduzem às

mesmas do modelo NJL. A fim de contornar este problema, propomos o modelo Polyakov-

Nambu-Jona-Lasinio em temperatura nula (PNJL0) em SU(2), que inclui a dinâmica do

confinamento/desconfinamento a partir da modificação das constantes de acoplamento

escalar e vetorial, convertidas em funções dependentes de Φ com a imposição de que to-

das as interações desapareçam na fase desconfinada (Φ = 1). Deste modo, as interações

advindas dos quarks influenciam diretamente no setor de glúons, o que fornece o efeito de

back-reaction do setor de quarks no de glúons mesmo em temperatura nula. Com intuito

de tornar mais reaĺıstico o estudo da fenomenologia da QCD, propomos também neste

trabalho a extensão do modelo PNJL0 para o caso de três sabores, no qual implemen-

tamos a dependência de Φ na constante de acoplamento de ’t Hooft, juntamente com as

constantes escalar e vetorial. Estudamos a termodinâmica do modelo PNJL0 SU(3) com

foco nas transições de fases de primeira ordem do confinamento/desconfinamento, no qual

Φ é o parâmetro de ordem. Mostramos que para o caso da matéria simétrica de quarks

ocorre uma forte redução no valor da massa constituinte do quark estranho exatamente

no potencial qúımico associado à transição de fases do confinamento/desconfinamento,

indicando que o surgimento de soluções de Φ ̸= 0 favorece a restauração da simetria qui-

ral, mesmo para o quark s. Verificamos também que o canal vetorial exerce um papel

importante no modelo PNJL0 e na construção dos diagramas de fase da matéria forte-

mente interagente. Também investigamos o comportamento da fase quarkiônica em T = 0

mostrando os efeitos causados pela variação dos parâmetros livres do modelo. Por fim,

modelamos estrelas h́ıbridas compactas utilizando o modelo PNJL0 juntamente com um

modelo hadrônico relativ́ıstico de campo médio e comparamos os resultados obtidos com

dados observacionais.



Abstract

The Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio model (PNJL) is a phenomenological QCD model

which incorporates the quark deconfinement dynamics in the Nambu-Jona-Lasinio mo-

del (NJL), at finite temperature regime, through the inclusion of the Polyakov loop (Φ).

However, at zero temperature the PNJL model loses all dynamics provided by Φ and it

is equations are reduced to those of the NJL model. In order to circumvent this problem,

we propose the SU(2) Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio model at zero temperature (PNJL0),

which includes the dynamics of confinement/deconfinement through the modifications of

the scalar and vector couplings strengths, converted into Φ dependent functions with the

constraint of being vanishing at the deconfinement phase (Φ = 1). Therefore, the interac-

tions arising from the quark sector directly affects the gluon sector, which provides the

back-reaction effect of the quarks sector into the gluonic one even at zero temperature. In

order to make the study of QCD phenomenology more realistic, we also propose in this

work an extension of the PNJL0 model for the three flavor case, in which the Φ dependence

the ’t Hooft coupling strength is also implemented, along with the modifications in the

scalar and vector couplings strengths. We study the thermodynamics of the SU(3) PNJL0

model focusing on the confinement/deconfinement first order phase transition, in which Φ

is the order parameter. We show that for symmetric quark matter a strong reduction of

the constituent strange quark mass is verified exactly at the chemical potential associated

with confinement/deconfinement phase transition, indicating that the emergence of Φ ̸= 0

solutions favors the chiral symmetry restoration, even for the quark s. We also verify that

the vector channel plays an important role in the PNJL0 model and in the construction of

the phase diagrams of the strongly interacting matter. We also investigate the behavior of

the quarkyonic phase at T = 0 by showing the effects caused by the variation of the free

parameters of the model. Finally, we model compact hybrid stars using the PNJL0 model

together with a relativistic mean-field hadronic model and compare the results obtained

with observational data.
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1991). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

FIGURA 2.5 – ρs/ρs(vac) em função de µ para o conjunto 3 do modelo NJL de dois

sabores e GV = 0, onde o µquiral = 433, 492 MeV. Onde os pontos p1

e p2 são os valores que ρs assume no momento da transição de fases

quiral. Os pontos s1 e s2 são os centros das espinodais, onde ocorre

a mudança das soluções de mı́nimos locais para pontos de máximo
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associada ao quark s. As curvas pontilhadas são os resultados para

o modelo NJL SU(3) em T = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

FIGURA 4.8 – Mf em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto

RKH da Tabela 2.3 para o modelo PNJL0 SU(3). Onde a curva
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trica, onde se manifestam, força de acoplamento e uma visão quân-

tica de cada interação fundamental. Sendo mP a massa do próton,
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râmetros (Gs, K, mf ) também são listados os valores de Mf(vac)

obtidos. Os conjuntos RKH, HK e LKW foram retiradas da referên-

cias (REHBERG et al., 1996; HATSUDA; KUNIHIRO, 1994; LUTZ et al.,

1992), respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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ρB Densidade bariônica
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Apêndice D – Cálculo das densidades de quarks e do
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1 Introdução

Desde antes da criação efetiva da ciência, a humanidade sempre buscou mais e mais

conhecimento, primeiramente a partir de pensamentos filosóficos e da razão. Anaxágoras,

o primeiro f́ısico, propôs que não se criava matéria do nada e que essa também não deixava

de existir do nada (um prinćıpio muito conhecido na f́ısica atual). Aristóteles, considerado

o primeiro cientista, criou o método emṕırico para investigar os fenômenos da natureza.

Ambos mostraram ao longo da história a importância da ciência, razão e filosofia no desen-

volvimento da humanidade. De maneira a sempre buscar qual seria o próximo fenômeno

natural a ser estudado e explicado, o desenvolvimento da ciência culminou em diversas

descobertas, teorias, experimentos e leis . Talvez a grande descoberta da ciência que res-

soa até a atualidade é a confirmação da existência do átomo, proposto na Grécia antiga, e

que consequentemente nos levou às descobertas do núcleo atômico, os hádrons, os quarks,

os glúons e consequentemente à criação do Modelo Padrão da F́ısica de Part́ıculas (PAR-

TICLE DATA GROUP; WORKMAN, 2022). O Modelo Padrão surge como a principal teoria

que descreve os fenômenos, interações e comportamento do mundo microscópico. Este por

sua vez engloba os fenômenos descritos pelas teorias da Eletrodinâmica Quântica (QED,

do inglês, Quantum EletroDynamics), Sabordinâmica Quântica (do inglês, Quantum Fla-

vordynamics) e Cromodinâmica Quântica (QCD, do inglês, Quantum ChromoDynamics),

incorporando três das interações fundamentais (eletromagnética, fraca e forte). Vale res-

saltar que somente a interação gravitacional não foi devidamente incorporada (ainda!) ao

Modelo Padrão, uma vez que as ondas gravitacionais foram recentemente detectadas e

seu campo está começando a ser explorado. Uma descoberta que sem dúvidas expandiu e

continuará expandindo as vastas fronteiras da F́ısica. Tais interações têm suas principais

caracteŕısticas listadas na Tabela 1.1 (HALZEN; MARTIN, 1984; HUANG, 1992; PARTICLE

DATA GROUP; WORKMAN, 2022; PESKIN; SCHROEDER, 1995).

Das teorias abrangidas pelo Modelo Padrão, a que mais nos interessa para este traba-

lho é a QCD. A Cromodinâmica Quântica teve ińıcio na tentativa de Murray Gell-Mann

de corretamente descrever os hádrons utilizando a teoria matemática eightfold way (GELL-

MANN, 1961; GELL-MANN, 1962), de modo que estes estivessem de acordo com os últimos

resultados adquiridos pelos aceleradores de part́ıculas da época. Sendo assim, Gell-Mann

propôs que os hádrons fossem compostos por part́ıculas mais fundamentais ainda (inicial-
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TABELA 1.1 – Os quatro tipos de interação com seus bósons mediadores, carga elétrica, onde se mani-
festam, força de acoplamento e uma visão quântica de cada interação fundamental. Sendo mP a massa
do próton, e a carga do elétron e g a constante de acoplamento forte. A “?” no último diagrama denota
todos os processos que podem contribuir para a interação forte entre nucleons.

Interação Gravitacional Fraca Eletromagnética Forte
Bósons
mediadores

g (Graviton)
W± e Z

(Bósons fracos)
γ (Fóton)

gi (Glúons)
(i = 1, . . . , 8)

Carga (Q) 0 ±1, 0 0 0

Manifestação Mecânica Celeste Radioatividade β Todo o mundo
Ligações
Nucleares

Força
de acoplamento

γm2
P

ℏc = 5.76× 10−36 Gm2
P = 1.01× 10−5 e2

4πℏc = 1
137,036

g2

4πℏc = 10

Visão quântica massa 1 massa 2

√
γm1

√
γm2

g

d u

W

ν⃗ e

carga 1 carga 2

q1 q2
γ

nucleon

geff geff
(?)

mente 3 dessas), os quarks (GELL-MANN, 1964). De maneira independente outro grande

f́ısico, George Zweig, chegou exatamente ao mesmo resultado e praticamente ao mesmo

tempo que Gell-Mann (ZWEIG, 1964) 1. Em 1968, os quarks tiveram sua existência com-

provada por experimentos conduzidos no SLAC (do inglês, Stanford Linear Accelerator

Center), o que rendeu a Gell-Mann o Prêmio Nobel em f́ısica de 1969 e posteriormente

o Prêmio Nobel em f́ısica de 1990 a Jerome I. Friedman, Henry W. Kendall e Richard

E. Taylor por encontrarem importantes evidências dessas part́ıculas (RIORDAN, 1992;

TAYLOR, 1991). O elemento fundamental da interação forte que restava ser descoberto

era seu bóson mediador, o glúon. Este tendo sua primeira evidência experimental em

1979 através de experimentos realizados no DESY (do alemão, Deutsches Elektronen-

SYnchrotron) utilizando o acelerador PETRA (do inglês, Positron-Electron Tandem Ring

Accelerator) (ELLIS, 2014), fechando a década de 70 com a consolidação da QCD como

uma teoria essencial para a f́ısica de part́ıculas.

O grande intuito e desafio da QCD é classificar e descrever todos os fenômenos hadrô-

nicos em termos de graus de liberdade de quarks e glúons. Porém, esta não é uma tarefa

simples devido aos comportamentos distintos, em altas e baixas energias, manifestados

pela QCD. Para os processos no regime de altas energias (Q > 1 GeV)2 podemos recorrer

a teoria da perturbação para auxiliar na descrição dos fenômenos. Entretanto, em regime

de baixas energias (Q < 1 GeV) a QCD apresenta caráter não perturbativo, refletindo em

fenômenos como o confinamento dos quarks e glúons e a quebra dinâmica da simetria qui-

ral. Essa dualidade de comportamento (perturbativo e não perturbativo) torna o estudo

anaĺıtico da QCD muito complexo. Atualmente, temos somente pistas de como realizar a

1Veja o Apêndice H.
2Quando λQCD = 200 MeV, onde Q é a transferência de momento invariante (PESKIN; SCHROEDER,

1995).



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 26

unificação de toda a QCD, sendo algumas delas a estrutura não perturbativa do vácuo, a

quebra dinâmica da simetria quiral, a anomalia UA(1) e o sucesso dos modelos de quarks

constituintes (PAGELS, 1975; SHURYAK, 1980; ’t HOOFT, 1986). Mais a frente falaremos

sobre essas caracteŕısticas tão importantes para o entendimento da QCD.

 T

ρ
B

1

2

FIGURA 1.1 – Primeiro Diagrama esquemático de fases termodinâmicas da matéria fortemente intera-
gente, sendo a densidade bariônica (ρB) em função da temperatura (T ). Neste diagrama temos os quarks
confinados na região 1 (fase hadrônica) e desconfinados na fase 2 (QGP). Figura adaptada da referên-
cia (CABIBBO; PARISI, 1975).

Alvo de largo estudo teórico e experimental, as fases termodinâmicas da matéria for-

temente interagente são de extrema importância para o completo entendimento da QCD.

O primeiro diagrama de fases esquemático foi proposto por N. Cabibbo e G. Parisi em

1975 (CABIBBO; PARISI, 1975) e somente continha duas fases distintas, a fase hadrônica

e a fase do plasma de quarks e glúons (QGP, do inglês, Quark-Gluon Plasma), sendo a

transição entre os dois estados da matéria de segunda ordem. Na primeira fase, os quarks

e glúons estariam confinados no interior dos hádrons (bárions ou mésons), já na segunda

fase, os quarks e glúons estariam completamente desconfinados, assim como mostrado na

Figura 1.1. Atualmente existem diagramas de fases da QCD mais complexos e completos

que apresentam outras fases da matéria além das duas exibidas no diagrama original da

QCD. Existe muito esforço e empenho para a construção correta das delimitações entre as

regiões da matéria e onde/quando ocorrem transições de fase de primeira ordem, segunda

ordem e os crossover, veja a Figura 1.2. As transições de fase de primeira ordem são

caracterizadas pela sua descontinuidade no momento da mudança de fase, onde pode-se

distinguir as duas fases da matéria, assim como acontece na transição ĺıquido-gás da água.

Este tipo de transição de fases é caracterizada por uma descontinuidade na primeira de-

rivada da energia livre em relação ao parâmetro de ordem. Para as transições de fase de

segunda ordem, a transição entre as regiões ocorre após se alcançar um ponto cŕıtico e

assim a matéria muda de fase de forma cont́ınua, ou seja, sem poder se distinguir em qual

fase o sistema está. Já as transições do tipo crossover são caracterizadas por uma lenta

e suave mudança de fase da matéria. Outro ponto de discussão na comunidade cient́ıfica

é a onde ocorre a conexão entre a linha das transições de primeira ordem com a linha

dos crossover, ou seja, a localização do denominado ponto cŕıtico final (CEP, do inglês,

Critical End Point). O CEP relacionado a simetria quiral, proposto inicialmente por A.

Masayuki e Y. Koichi em 1989, ainda é alvo de muitos estudos através de modelos fe-
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nomenológicos e simulações computacionais (MASAYUKI; KOICHI, 1989; BUBALLA, 2005).

O ponto de encontro entre as linhas das transições de fase de primeira e segunda ordem

é designado como ponto tricŕıtico (BERGES; RAJAGOPAL, 1999; BERGES, 1998). Outro

ponto relevante acerca das transições de fase da matéria fortemente interagente é o estudo

realizado através do plot de Columbia ao qual é criado a partir de simulações de rede nas

quais são variadas e comparadas as massas dos quarks leves e estranho afim de distinguir

diferentes regimes de simetria da QCD. Este estudo nos indica o tipo de transição de fases

relacionada a QCD que possivelmente ocorre no mundo real. Alguns estudos apontam

que todas as transições de fase relacionadas a matéria fortemente interagente são crosso-

vers (FORCRAND; PHILIPSEN, 2007). Entretanto, ao que tudo indica as transições de fase

de primeira ordem ocorrem nos extremos da matéria fortemente interagente (próximo ao

limite quiral e no setor puramente de glúons), enquanto que as demais regiões da matéria

as transições de fase seriam do tipo crossover, veja as referências (FUKUSHIMA, 2008a;

CUTERI et al., 2018; DENKE, 2015).

FIGURA 1.2 – Diagramas de fase esquemáticos da matéria fortemente interagente mais recentes. Veja
as referências (MCLERRAN, 2009a) e (COSTA et al., 2018).

De grande interesse são as fases da matéria fortemente interagente em regimes ex-

tremos (altas densidades e temperaturas). A exemplo disto, temos a região de baixas

temperaturas e altas densidades, onde ocorre a fase de supercondutividade de cor (CSC,

do inglês, Color SuperConducting) (ALFORD et al., 2008). Ainda há a fase chamada de

matéria quarkiônica (do inglês, quarkyonic matter), região onde os quarks já não apresen-

tam massa, porém ainda encontram-se confinados no interior dos hádrons (MCLERRAN,

2009b). A influência de campos eletromagnéticos externos na QCD também é alvo de

grande estudo, principalmente para o estudo de estrelas, pulsares e objetos astrof́ısicos.

Outra fase de extrema importância é a QGP, que acredita-se ter ocorrido nos primór-

dios do universo, logo após o Big Bang, quando o universo se encontrava extremamente

denso e quente. O grande desafio experimental é a recriação destas fases termodinâmicas

da matéria que interage fortemente, sendo esta missão do LHC (do inglês, Large Ha-

dron Collider) no CERN (do francês, Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire), do



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 28

RHIC (do inglês, Relativistic Heavy-Ion Collider) no BNL (do inglês, Brookhaven Na-

tional Laboratory) e futuramente do FAIR (do inglês, Facility for Antiproton and Ion

Research) no GSI Helmholtz Centre for Heavy Ion Research (do alemão, Gesellschaft für

Schwerionenforschung) e do NICA (do inglês, Nuclotron-based Ion Collider fAcility) no

JINR (do inglês, Joint Institute for Nuclear Research).

1.1 Bases da Cromodinâmica Quântica(QCD)

Além dos tipos de quarks, chamados de“sabores”, sendo eles up, down, strange, charm,

top e bottom, estes carregam um tipo de carga denominada de“carga de cor”, podendo esta

ser vermelha, azul ou verde (do inglês, red, blue, green, respectivamente). Já os antiquarks

podem carregar as cargas de cor ciano, amarelo ou magenta (do inglês, cyan, magenta,

yellow, respectivamente). As cargas de cor da QCD por sua vez têm função idêntica às das

cargas elétricas da QED. Segundo as regras de soma da QCD, somente podemos isolar um

quark “sem cor” ou de cor “branca”, da mesma forma sempre devemos observar hádrons

de cor “branca” (GREINER et al., 2007), veja o diagrama de cores na Figura 1.3, onde os

hádrons são compostos por pares de quarks e antiquarks (denominados mésons) ou por

trios de quarks (denominados bárions).

FIGURA 1.3 – Diagrama da composição das cargas de cores da QCD para os quarks. As cores vermelha,
azul e verde remetem aos quarks (q). As cores ciano, magenta e amarelo remetem aos antiquarks (q̄). A
região central branca refere-se aos hádrons (H) sem cor compostos pelos quarks com cor.

Assim como toda teoria quântica de campos, a QCD também pode ser descrita a partir

de uma lagrangiana. A densidade lagrangiana clássica da QCD com simetria de cor SU(3)

local é escrita como (HATSUDA; KUNIHIRO, 1994; WEINBERG, 1995; FRITZSCH et al., 1973)

Lclássica
QCD =

∑
f

ψ̄f (iγµD
µ −mq)ψf −

1

4
Ga

µνG
µν
a , (1.1)

onde ψf denota o campo dos quarks de Nf sabores (u, d, s, c, t, b) e três graus de
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liberdade de cor (Nc). mq = diag(mu,md,ms, . . .) é a matriz de massa corrente dos

quarks, γµ são as matrizes de Dirac, Dµ ≡ ∂µ − ig λa

2
Aa

µ é a derivada covariante com

o campo de gauge (campo gluônico) Aa
µ (a = 1 ∼ 8), g a constante de acoplamento

forte e λa são as matrizes geradoras do grupo SU(3), chamadas de matrizes de Gell-

Mann (GELL-MANN, 1964). O tensor Ga
µν é definido como Ga

µν = ∂µA
a
ν−∂νAa

µ+gfabcA
b
µA

c
ν ,

sendo que fabc carrega as constantes de estrutura da QCD. Porém, o estudo da QCD

a partir de sua densidade lagrangiana não é tão simples devido ao comportamento do

acoplamento entre os quarks e glúons, que aumenta com a diminuição da energia (ou

equivalentemente aumenta com a distância), este comportamento é o oposto do observado

na QED. Para melhor compreendermos esse comportamento façamos uma analogia com

um elástico. Quanto mais esticamos o elástico, maior é a tensão entre suas extremidades.

Entretanto, ao se aproximar as extremidades do elástico, a tensão vai diminuindo até

se anular, veja a Figura 1.4. Dessa maneira, para regimes de baixa transferência de

momentos (região infravermelha, baixa energia, longas distâncias) o acoplamento quark-

glúon é extremamente grande, resultando em fenômenos como o confinamento de quarks

e glúons e a quebra dinâmica da simetria quiral. Para regimes de alta transferência de

momentos (região ultravioleta, alta energia, curtas distâncias) o acoplamento desaparece

e quarks se comportam como part́ıculas quase livres no interior de hádrons, este fenômeno

é conhecido como liberdade assintótica (do inglês, asymptotic freedom) (GROSS; WILCZEK,

1973a; GROSS; WILCZEK, 1974; GROSS; WILCZEK, 1973b; POLITZER, 1973). A descoberta

deste efeito rendeu o Prêmio Nobel em f́ısica de 2004 a D. J. Gross, F. Wilczek e H. D.

Politzer.

(a)
t

q q

(b)

t = 0
q q

FIGURA 1.4 – Diagrama esquemático exemplificando o comportamento do acoplamento entre quarks e
glúons através de analogia com as forças aplicadas por um elástico. Sendo t a tensão no elástico e q os
quarks interagentes. Na situação (a) (baixas energias), a tensão no elástico esticado é grande e conforme
esticamos mais intenso se torna essa tensão entre as extremidades q. Na situação (b) (altas energias), a
tensão no elástico já não existe devido a proximidade entre as extremidades q.

Por conta deste comportamento complexo da interação entre quarks e glúons, o estado

fundamental da QCD deve ter uma estrutura não trivial. Essa estrutura impacta também

nas propriedades dos estados de excitação elementares do estado fundamental, isto é,

afeta os mésons e bárions. A presença de valores esperados no vácuo diferentes de zero

para alguns operadores são fortes evidências de que a estrutura do vácuo da QCD é não

perturbativa. Podemos ver um exemplo disto através da relação de Gell-Mann-Oakes-
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Renner (GELL-MANN et al., 1968), dada por

f 2
πm

2
π± ≃ −m̂

〈
ψ̄uψu + ψ̄dψd

〉
vac
, (1.2)

m̂ =
(mu +md)

2
, (1.3)

onde fπ e mπ são a constante de decaimento e a massa do ṕıon, respectivamente. m̂ é a

massa média dos quarks u e d, mu é a massa do quark up, md é a massa do quark down

e
〈
ψ̄uψu + ψ̄dψd

〉
vac

é a soma dos condensados de quarks no vácuo. Tomando o valor

conhecido para fπ = 93 MeV e m̂ = (7± 2) MeV obtemos

〈
ψ̄uψu

〉
≃
〈
ψ̄dψd

〉
≃ [− (225± 25)MeV]3 , (1.4)

a um potencial qúımico quadrado igual a µ2 = 1 GeV. Isto significa que o estado fun-

damental da QCD é composto por pares de condensados de quarks e antiquarks. Esse

comportamento do vácuo da QCD é análogo ao estado fundamental da teoria da super-

condutividade, também conhecida como teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS), onde

formam-se condensados de elétrons em pares de Cooper, ⟨Ψe↑Ψe↓⟩ ≠ 0 (BARDEEN et al.,

1957).

Pesquisas em todos os setores de quarks mostram que também há a formação de

condensados de glúons no vácuo com valores não nulos (DOSCH, 1987; SHIFMAN et al.,

1979) 〈αs

π
Ga

µνG
µν
a

〉
= (350± 30MeV)4 , (1.5)

onde αs é a constante de acoplamento efetiva. Os observáveis ψ̄fψf e Ga
µνG

µν
a estão

intimamente ligadas às propriedades das simetrias da lagrangiana da QCD, como por

exemplo a simetria quiral global3, sob as transformações

ψ → eiσ·ωγ5/2ψ, (1.6)

ψR → e−iβψR, ψL → eiβψL, (1.7)

sendo σ as matrizes de Pauli, ψL = 1
2
(1− γ5)ψ e ψR = 1

2
(1 + γ5)ψ são os spinores

levógiros (mão esquerda, do inglês left-handed) e dextrógiros (mão direita, do inglês right-

handed), respectivamente. No limite quiral (mf = 0) a lagrangiana da QCD (1.1) é

invariante frente as transformações da simetria quiral (1.6), quando essa também é inva-

riante sob as transformações (1.7) da simetria UL(Nf )⊗ UR(Nf ), o que fisicamente quer

dizer que temos as cargas dos quarks left-handed e right-handed conservados separada-

mente, ou seja, um total desacoplamento entre ψL e ψR. Entretanto, quando tratamos

3Veja o Apêndice B.
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a simetria UA(1) vemos que esta é quebrada a ńıvel quântico, levando à anomalia axial

UA(1) se mostrando não ser uma simetria real da QCD (’t HOOFT, 1986; BUBALLA,

2005). Como na prática temos quarks com massas não nulas (mf ̸= 0), temos a simetria

SUL(Nf ) ⊗ SUR(Nf ) (simetria quiral) violada explicitamente pela existência do conden-

sado de quarks não nulo no vácuo
〈
ψ̄fψf

〉
̸= 0. Isto também implica que temos um valor

não nulo para o estado do vácuo da QCD, Qa|0⟩ ≠ |0⟩ (PAGELS, 1975).

Se analisássemos somente o setor dos quarks leves (u e d) podeŕıamos considerar o

vácuo da QCD como “praticamente” invariante frente a simetria quiral, uma vez que os

quarks leves têm sua massa da ordem de 10 MeV e estão numa escala energética muito

menor do que a escala de energia hadrônica, aproximadamente da ordem de 10 GeV (PAR-

TICLE DATA GROUP; WORKMAN, 2022), podendo ser consideradas insignificantes. Entre-

tanto, se isto fosse veŕıdico deveŕıamos detectar hádrons com pares quirais, sendo estes

de mesma massa e paridades opostas. Porém, não observamos isto experimentalmente,

indicando que a simetria quiral realmente é quebrada espontaneamente no vácuo. Outra

indicação de que a quebra espontânea da simetria quiral realmente ocorre vem do teorema

de Goldstone (GOLDSTONE, 1961; GOLDSTONE et al., 1962; PESKIN; SCHROEDER, 1995),

onde este relaciona a quebra espontânea de uma simetria global cont́ınua com a existência

de uma part́ıcula sem massa e sem spin, os chamados bósons de Goldstone. Se interpre-

tarmos os ṕıons como sendo os correspondentes aos bósons de Goldstone (em SU(2)), se

a simetria quiral fosse exata na lagrangiana da QCD, ou seja, no limite quiral (mf = 0),

deveŕıamos observar ṕıons de massa zero também, o que não acontece. Para explicitar

melhor isso podemos fazer uma analogia ao ferromagneto de Heisenberg, que passa de um

estado magnetizado (magnetização finita) para um desmagnetizado (magnetização zero)

ao se aumentar sua temperatura. Esta mudança de estado é realizada através de uma

transição de fases de segunda ordem quando não há campos magnéticos externos, ou seja,

totalmente isolado de qualquer outro magneto. Entretanto, no mundo real sempre haverá

um outro magneto (um campo magnético externo de fundo) próximo o que impede da

desmagnetização total nunca seja alcançada e assim a transição da fase magnetizada para

a desmagnetizada ocorre por um crossover. Assim, para a QCD podemos nos referir a

massa de corrente dos quarks como um campo de fundo que impede o condensado quiral

de alcançar valores nulos e consequentemente impede a existência de um ṕıon de massa

zero. Isto é mais uma forte evidência para a veracidade da violação espontânea da sime-

tria quiral no vácuo. Como o responsável por esta quebra é o condensado
〈
ψ̄fψf

〉
, este

torna-se um excelente parâmetro de ordem para as transições de fase da simetria quiral.

Isto nos leva ao sucesso dos modelos de quarks de massa constituintes que simples-

mente assumem que os quarks interagem muito fracamente no interior dos hádrons. Deste

modo, devido à existência do termo
〈
ψ̄fψf

〉
̸= 0 no vácuo, surge o mecanismo de geração
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dinâmica de massa dos quarks. Podemos expressar o condensado de quarks como

〈
ψ̄fψf

〉
= −i

∫
d4p

(2π)4
TrSF (p), (1.8)

onde SF (p) é o propagador dos férmions no espaço dos momentos, dado por

SF (p) =
̸p+M

p2 −M2 + iε
. (1.9)

Este é o resultado da equação autoconsistente4 com a interação de contato de quatro fér-

mions. Este mecanismo está intimamente ligado ao fato de termos um valor não nulo para

o condensado de quarks no vácuo. Assim, toda a ideia de massa constituinte dos quarks

é suplementada pela dinâmica da quebra de simetria representada por hamiltonianas

HQCD = Hquark sem massa +Hglúon sem massa +Vint = Hquark massivo + νint, (1.10)

sendo νint a interação entre os quark massivos, sendo esperado que seja menor que a inte-

ração entre os quarks não massivos Vint >> νint. Estes quarks massivos criados através da

quebra de simetria quiral são uma boa base para a QCD. Entretanto, isto não é suficiente

para descrevê-la em toda sua plenitude, visto que ainda temos as diferenças já citadas

de comportamentos da QCD em diferentes regimes de distância. Assim, outros métodos

devem ser levados em conta para descrever a QCD nessas regiões de comportamentos

distintos. Um desses métodos é a QCD na rede ou LQCD (do inglês, Lattice Quantum

ChromoDynamics) (KOGUT, 1979; KOGUT, 1983; ROTHE, 2012), que se baseia em simu-

lações computacionais da ação da QCD (SQCD) a fim de resolver funções geradoras do

tipo

Z =

∫
DADψDψ̄eiSQCD . (1.11)

A resolução da função Z acontece a partir de discretizações do espaço-tempo e de rotações

de Wick transformando Z em

Z =

∫
DADψDψ̄e−SQCD , (1.12)

o que torna a resolução desta função equivalente a um problema de Mecânica Estat́ıstica,

sendo este resolvido através de simulações numéricas principalmente utilizando métodos

de Monte Carlo. Mesmo extremamente poderosa, a LQCD sofre de alguns problemas in-

tŕınsecos, como a necessidade de extrapolar os resultados quando há espaçamentos de rede

4Também conhecida como equação de Schwinger-Dyson. As equações autoconsistentes são caracteri-
zadas como expressões matemáticas que têm dependência expĺıcita de si própria e muitas vezes somente
podem ser resolvidas de maneira computacional. Por exemplo, x(v, k) = v(y) + k (x(v, k)).
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tendendo zero, o alto custo computacional e o infame “problema do sinal” (MUROYA et al.,

2003). Outro método bastante utilizado é o das equações de Dyson-Schwinger (DSE, do

inglês, Dyson-Schwinger Equations) (ALKOFER; von SMEKAL, 2001; ROBERTS; WILLIAMS,

1994), que geram funções de Green derivadas a partir do funcional Z, sendo um conjunto

infinito de equações integrais que devem ser truncadas em algum momento. Vale lembrar

que em geral as DSE são resolvidas no espaço euclidiano5 e que a LQCD é uma teoria

definida no espaço euclidiano, o que limita sua capacidade de descrever a QCD, já que esta

é definida no espaço de Minkowski. Uma solução para este problema é utilizar a represen-

tação de Nakanishi para resolver as DSE ou a equação de Bethe-Salpeter6 (FREDERICO

et al., 2012; PAULA et al., 2017).

Podemos também abordar a QCD não perturbativa através de teorias efetivas, onde

estas tentam replicar o máximo da fenomenologia da QCD. Vale ressaltar que teorias efe-

tivas negligenciam certos fenômenos em favor de outros, o que não as fazem teorias ruins,

isto por que muitas vezes é de maior interesse um fenômeno em relação a outro e assim

pode-se eliminar os graus de liberdade que não são interessantes. Mesmo assim, as teorias

efetivas em sua maioria são muito bem aceitas e muito bem sucedidas. Para o caso da

QCD de baixas energias, temos alguns pontos importantes que uma teoria efetiva deveria

abranger, sendo eles a teoria ser baseada no modelo de quarks de massa constituinte, ter a

quebra dinâmica da simetria quiral e por fim ter graus de liberdades na escala de energia

menor que a do cutoff Λ ≤ 1. Abordaremos neste trabalho alguns dos principais modelos

efetivos da QCD, como o modelo de sacola do MIT (do inglês, MIT bag model), o modelo

de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) e o modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL). No

Caṕıtulo 2 apresentaremos os três modelos efetivos citados. No Subcaṕıtulo 2.1 trata-

remos do modelo de sacola do MIT. No Subcaṕıtulo 2.2 apresentaremos o modelo NJL

em temperatura zero nas suas versões de dois e três sabores, mostrando as principais

diferenças entre os dois. No Subcaṕıtulo 2.3, discutiremos o modelo PNJL. Mostraremos

como suas equações retornam para as mesmas do NJL quando estamos em temperatura

nula, ou seja, o modelo perde toda sua fenomenologia do confinamento que foi adicionada

no regime de temperatura finita (T > 0). No Caṕıtulo 3, propomos o modelo PNJL em

T = 0 (PNJL0), em sua versão de dois sabores, sendo uma extensão do modelo PNJL

convencional. Já no Caṕıtulo 4, propomos o modelo PNJL0 em sua versão com três

sabores e como a inserção do quark estranho modifica sua termodinâmica em relação a

sua versão de dois sabores. Mostraremos que estes novos modelos são definidos a partir

de uma alteração nas constantes de acoplamento do modelo NJL em temperatura zero,

de modo que este mantém a fenomenologia do confinamento/desconfinamento mesmo em

T = 0. Ainda neste caṕıtulo, discutiremos como é descrita a termodinâmica do modelo,

como os canais de acoplamento interferem nas diversas fases termodinâmicas que o mo-

5As DSE também podem ser escritas no espaço de Minkowski.
6Teoria que já é definida no espaço de Minkowski.
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delo apresenta e como a influência do quark estranho impulsiona a restauração da simetria

quiral. No Caṕıtulo 5 discutiremos as aplicações do modelo PNJL0, mais especificamente

sua aplicação na modelagem de estrelas h́ıbridas compactas. Ainda neste caṕıtulo, es-

truturaremos o modelo PNJL0 SU(3) no regime de equiĺıbrio β e neutralidade de carga,

o modelo usado na descrição da matéria hadrônica e analisaremos a transição de fases

hádron-quark. Apresentaremos os perfis de massa-raio das estrelas e compararemos com

recentes dados observacionais para definir se as estrelas obtidas pelo modelo hádron-quark

que usaremos é estável ou não. Por fim, no Caṕıtulo 6 exibiremos nossas conclusões e

perspectivas futuras.

No Apêndice A contém as notações, convenções e definições usadas ao longo deste

trabalho. O Apêndice B descreve o conceita da simetria quiral em um modelo fermiônico.

Demonstramos no Apêndice C como é a aproximação do campo médio. Já no Apêndice D

abordamos o cálculo detalhado da densidade vetorial e escalar dos quarks e do potencial

qúımico do modelo NJL. O Apêndice E contém o cálculo detalhado do termo da mistura

de sabores na aproximação do campo médio no modelo NJL. Descrevemos no Apêndice F

como implementamos o regime de matéria simétrica de quarks. Já no Apêndice G versa-

mos acerca da simetria de centro. Por fim, no Apêndice H contamos uma breve história

sobre os quarks, descrita do ponto de vista de um dos seus progenitores.



2 Modelos fenomenológicos da QCD

Como discutimos no caṕıtulo passado, a Cromodinâmica Quântica apresenta com-

portamentos (perturbativo e não perturbativo) muito distintos em diferentes regimes de

energia, o que nos leva muitas vezes a buscar soluções diferentes das convencionais utiliza-

das em outras teorias. No caso do regime não perturbativo, a utilização de teoria efetivas

é uma opção bastante utilizada. As teorias efetivas focam em explicar determinadas fe-

nomenologias apresentadas pela teoria original. Desta forma, pode-se abranger diversos

aspectos da QCD em particular, é isso que trataremos neste caṕıtulo.

Temos algumas pistas de como se criar uma teoria efetiva para a QCD em baixas

energias, sendo elas:

• A teoria deve ser formulada como uma teoria efetiva de quarks, podendo ser a base

para um modelo de quarks constituintes. Portanto a teoria é escrita em termos de

graus de liberdade de quarks.

• A teoria deve ter a mesma simetria quiral global da lagrangiana da QCD e também

incluir a dinâmica da quebra da simetria quiral.

• A escala energética da teoria deve se manter em torno de 1 GeV e toda a dinâ-

mica a curtas distâncias acima deste valor deve ser tratada como uma perturbação

insignificante.

Dito isto, discutiremos neste caṕıtulo as principais caracteŕısticas de diferentes modelos

efetivos da QCD, tais como o modelo de sacola do MIT, o modelo de Nambu-Jona-

Lasinio (NJL) e o modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL), modelos que aten-

dem aos critérios acima expostos para a criação de um modelo efetivo para a QCD.

Um aspecto central deste caṕıtulo é a descrição dos modelos NJL e PNJL, sendo o

último uma versão aprimorada do primeiro. O modelo NJL se baseia na violação espon-

tânea da simetria quiral no vácuo através dos condensados de quark e não exibe nenhuma

dinâmica de confinamento consigo. Enquanto o PNJL traz consigo toda a dinâmica exis-

tente no NJL e o complemento do desconfinamento dos quarks em temperatura diferente

de zero. Veremos também como este modelo perde sua principal contribuição quando
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a T = 0. Ambos trabalham em regimes onde a simetria quiral exerce um papel mais

importante que outros efeitos da QCD. Assim sendo, os condensados têm um papel de

extrema importância. Focaremos nossos esforços em estudar modelos efetivos que estão

em T = 0, porém devemos ressaltar que de um ponto de vista f́ısico não há diferença

em adotarmos, por exemplo, T = 10 MeV ou T = 30 MeV e adotarmos o regime de

temperatura nula, uma vez que 1 MeV = 11604525006 K e a temperatura dos núcleos de

estrelas compactas podem atingir temperaturas da ordem de 1011 K ≈ 86 MeV. Desse

modo, definir o modelo em T = 0 traz vantagens (simplifica a matemática do modelo)

e desvantagens (como efeitos de emparelhamento) que podem não ser levados em conta

nestes modelos. Assim, sendo mais preciso estes modelos estão próximos a temperatura

zero. Iniciaremos este caṕıtulo com uma breve descrição do modelo de sacola do MIT,

seguido do NJL e por fim o modelo PNJL.

2.1 Modelo de sacola do MIT (MIT bag model)

Criado em meados da década de 70, o modelo de sacola do MIT (MIT bag model)

inicialmente foi proposto como um modelo hadrônico microscópico (CHODOS et al., 1974b;

CHODOS et al., 1974a; DEGRAND et al., 1975). Com o surgimento da QCD, oMIT bag model

se tornou um dos primeiros modelos efetivos de quarks da história. No modelo os hádrons

são constitúıdos por quarks que interagem fracamente confinados em uma região chamada

de “sacola”. Na Figura 2.1 ilustramos a ideia básica do MIT bag model. O confinamento

dos quarks neste caso não é algo dinâmico, mas sim imposto no modelo como uma condição

de contorno definida pelo parâmetro livre B, chamado de constante de sacola. A constante

B é adicionada na densidade de energia como uma contribuição positiva e na pressão

como uma contribuição negativa, no interior da sacola. Equivalentemente, no exterior da

sacola atribúımos valores para a densidade de energia e pressão do vácuo não trivial do

modelo. Deste modo, temos para a região externa a sacola uma densidade de energia do

vácuo E(vac) = −B e pressão do vácuo P(vac) = +B, esta é uma forma de estabilizar os

resultados do hádron balanceando a pressão exercida internamente causada pelos quarks

com a exercida externamente pelo vácuo.

Se considerarmos uma sacola esfericamente estática de raio R podemos calcular a

massa do hádron gerado no modelo de sacola do MIT, dado pela soma (BHADURI, 1988)

EBM =
4π

3
BR3 − z0

R
+

1

R

∑
q

xq + Epert., (2.1)

onde o primeiro termo corresponde ao volume de energia exigido para substituir o vácuo

não trivial pelo trivial dentro da sacola. O segundo termo foi introduzido para parame-

trizar a parte finita da energia do ponto zero da sacola, a constante z0 é um parâmetro
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q

q q
B

V ácuo da QCD

FIGURA 2.1 – Diagrama que demostra a ideia básica do MIT bag model. Temos o “tamanho” do hádron
definido por uma“sacola”B e cercado pelo vácuo da QCD. Em seu interior os quarks interagem fracamente
entre si.

livre (CHODOS et al., 1974a; BUBALLA, 2005). Fisicamente este termo é interpretado como

a energia de Casimir (PLUNIEN et al., 1986; GREINER et al., 2007). As singularidades

oriundas da energia do ponto zero podem ser absorvidas na renormalização dos parâme-

tros do modelo como mostrado na referência (BENDER; HAYS, 1976). O terceiro termo

refere-se a energia cinética e de repouso dos quarks. Para quarks sem massa, obtém-se

xq = 2, 04 através da solução de uma problema de autovalores (BUBALLA, 2005). Por

fim, Epert corresponde a correções perturbativas advindas de trocas de baixa ordem de

glúons. Este termo traz consigo a divisão de massa N − ∆, sendo estes os bárions N e

delta, respectivamente.

TABELA 2.1 – Parametrizações do modelo de sacola do MIT extráıdas da referência (BUBALLA, 2005).
Para cada conjunto temos a massa do quarks u, d e s, mu = md e ms (contidas em xq), respectivamente.
A constante de sacola B, o parâmetro da energia do ponto zero da sacola z0, a constante de acoplamento
forte αs (contido em Epert.), a massa do ṕıon mπ e o raio da sacola do nucleon RN .

Conjunto mu (MeV) ms (MeV) B (MeV/fm3) z0 αs mπ (MeV) RN (fm)
1 0 279 57,5 1,84 2,2 280 1,0
2 108 353 31,8 1,95 3,0 175 1,1
3 5 354 44,7 1,17 0 - 1,0
4 5 356 161,5 2,04 0 - 0,6

Na Tabela 2.1 podemos ver diversas parametrizações para o modelo de sacola do MIT.

O primeiro e segundo conjuntos da Tabela 2.1 contém os parâmetros do artigo original

do modelo MIT e foram ajustados para reproduzir a massas do bárions ∆ e Ω− e do

méson ω (CHODOS et al., 1974b). Nestes dois primeiros conjuntos as massas dos quarks

u e d não foram ajustadas para reproduzir a massa do méson π, mas sim impostas como

zero (Conjunto 1) e 108 MeV (Conjunto 2), justamente para testar a sensibilidade das

variações entre diferentes conjuntos no modelo.

Devido a como o modelo foi constrúıdo, existem certos problemas na descrição do

méson π. Como a simetria quiral é explicitamente violada na superf́ıcie da sacola e por

conta da não inclusão da anomalia UA(1) no modelo, a massa do ṕıon se torna muito alta,

enquanto que a massa do η
′
é muito baixa. Outro problema é a necessidade de valores
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extremamente altos de αs para reproduzir a divisão de massa N−∆, algo que não está de

acordo com a ideia das correções perturbativas. Por fim, os raios do nucleon entre 1, 0 fm

e 1, 1 fm podem significar que as sacolas dos nucleons se sobrepõem umas nas as outras,

o que é inconsistente com o sucesso dos modelos de troca de mésons (BUBALLA, 2005;

WITTEN, 1979; DAS; FERBEL, 2003).

Alguns desses problemas são contornados nos chamados modelos de sacola quiral do

MIT, onde a simetria quiral é restaurada acoplando à superf́ıcie da sacola um campo ex-

terno de ṕıons, veja as referências (CHODOS; THORN, 1975; THOMAS et al., 1981; BROWN;

RHO, 1979). Entretanto, a maioria destes problemas não afeta diretamente a descrição

termodinâmica da matéria quente de quarks e glúons. Porém, estes problemas influenciam

muito no ajuste das parametrizações e consequentemente (e indiretamente) na termodi-

nâmica do modelo. Veremos a seguir como é a descrição da termodinâmica do MIT bag

model.

2.1.1 Termodinâmica do MIT bag model

Analisamos agora a lagrangiana do modelo de sacola do MIT para T ̸= 0 (THOMAS;

WEISE, 2001), sendo ela

LMIT =

(
iψ̄γµDµψ − 1

4
Ga

µνG
µν
a −B

)
θV (x)−

1

2
ψ̄ψ∆S, (2.2)

onde θV é a função degrau e ∆S é a função delta da superf́ıcie da sacola. Dµ ≡ ∂µ−ig λa

2
Aa

µ é

a derivada covariante usal da QCD. Considerando um grande número de quarks e glúons

em uma grande “sacola do MIT”, podemos impor que as soluções para o problema de

contorno do modelo são funções de ondas planas, o que confere o desaparecimento do termo

da energia de ponto zero. Uma vez que a densidade de energia é dada por ϵMIT = EBM/V

em temperatura T e potenciais qúımicos µf , obtemos

ϵ(T, µf )
total
MIT = B + ϵlivre(T, µf ) + ϵpert.(T, µf ), (2.3)

sendo ϵlivre(T, µf ) a densidade de energia do gás relativ́ıstico livre de quarks, antiquarks e

glúons. Enquanto ϵpert.(T, µf ) corresponde a correções perturbativas. Equivalentemente

podemos escrever a pressão como

p(T, µf )
total
MIT = −B + plivre(T, µf ) + ppert.(T, µf ). (2.4)
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Assim podemos escrever a contribuição das part́ıculas livres como

plivre(T, µf ) = 6T
∑
f

∫
d3k

(2π)3

{
ln
[
1 + e−

1
T
(Ekf

−µf )
]
+ ln

[
1 + e−

1
T
(Ekf

+µf )
]}

− 16T

∫
d3k

(2π)3
ln
[
1− e−k/T

]
, (2.5)

sendo Ekf =
(
k2f +m2

f

)1/2
a energia do quark de sabor f com um tri-momento kf . Re-

tornando (2.5) em (2.4) e considerando não massivos os quarks leves com um potencial

qúımico comum, negligenciando a parte perturbativa e resolvendo as integrais chegamos

na pressão do modelo

p(T, µf )MIT = −B + 37
π2

90
T 4 + µ4T 4 +

µ4

2π2
. (2.6)

O fator 37 no segundo termo da equação é a soma de 16 graus de liberdade gluônicos mais

21 graus de liberdade de quarks e antiquarks, com um fator de 7
8
devido a estat́ıstica de

Fermi.

Para estabelecermos um sistema estável, a pressão na fase quarks-glúon não pode ser

negativa. Assim, para µ = 0 temos uma temperatura mı́nima T0 para a fase quark-glúon,

dada por

T0 =

(
90

37π2
B

)1/4

. (2.7)

Podemos interpretar T0 como um limitador da temperatura de um hádron altamente

excitado, deste modo a temperatura da sacola hadrônica não pode ser maior do que T0

afim do sistema se manter estável (CHODOS et al., 1974b). Já quando num regime em que

T = 0 obtemos um potencial qúımico mı́nimo µ0,

µ0 =
(
2π2B

)1/4
. (2.8)

Para um potencial qúımico arbitrariamente menor do que µ0 podemos resolver para uma

temperatura T (µ) onde a pressão desaparece como mostrado para o caso dos quarks leves

na Figura 2.2. Também é mostrado para o caso onde os sistema somente é composto

por quarks, onde o fator de 37 na Equação (2.6) é substitúıdo por um fator de 21. A

temperatura mı́nima (T0) entre os dois casos apresentados na Figura 2.2 é modificada por

um fator de
(
37
21

)1/4
= 1, 15, entretanto o potencial qúımico mı́nimo (µ0) não é alterado.

A partir da Equação (2.6) temos a maneira mais simples de descrevermos com o MIT bag

model a fase de plasma de quarks e glúons. Entretanto, para descrevermos a transição

de fases (do hádron para a QGP) necessitamos de equações de estado hadrônicas, que

obviamente serão fornecidas por um modelo que descreve tal fase da matéria. Para a
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construção da Figura 2.2 foi considerado uma gás não interagente de ṕıons sem massa,

que devem dominar a região das baixas temperaturas e potencial qúımico nulo.

FIGURA 2.2 – Diagrama da temperatura T/B1/4 como função do potencial qúımico µ/B1/4 quando a
pressão é zero para o setor dos quarks leves, para quarks e glúons não massivo e não interages (linha
tracejada) e somente com quarks (linha pontilhada). A linha sólida representa a condição de contorno
da fase hadrônica, descrita como um gás de ṕıons não interagentes e não massivos. Extráıda da referên-
cia (BUBALLA, 2005).

2.1.2 Termodinâmica do MIT bag model em T = 0

Como o maior interesse nesta tese é discutir e estudar a matéria de quarks no regime

de temperatura zero, mostraremos agora o modelo de sacola do MIT neste regime. Para

este regime a Equação (2.5) é simplificada e a pressão total (2.4) se torna

p(T = 0, µf )
total
MIT = p(µf )MIT = −B +

3

π2

∑
f

∫ kFf

0

dkk2
[
µf +

(
k2Ff +m2

f

)1/2]
+ ppert.(µf ) , (2.9)

onde o momento de Fermi para cada sabor f é definido por kFf = θ(µf − mf )(µ
2
f −

m2
f )

1/2. Novamente negligenciando a contribuição perturbativa, utilizando um potencial

qúımico uniforme µ para quarks sem massa de dois sabores e aplicando certas relações

termodinâmicas obtemos a pressão, a densidade de energia e a densidade de quarks,

p(µf )MIT = −B +
µ4

2π2
, (2.10)

ϵ(µf )MIT = B +
3µ4

2π2
, (2.11)

ρ(µf )MIT =
2µ3

π2
. (2.12)

Por fim, mostraremos a influência das correções perturbativas no modelo de sacola do
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MIT. As Equações (2.10),(2.11) e (2.12) são alterados por um fator proporcional a αs,

como mostrado a seguir. Essas correções perturbativas somente fazem sentido quando

temos αs ≪ π/2, o que demonstra que o valor originalmente usado (conjunto 1 da Ta-

bela 2.1) era muito distante do tratamento perturbativo.

p(µf )pert. = −B +
(
1− 2

αs

π

) µ4

2π2
, (2.13)

ϵ(µf )pert. = B +
(
1− 2

αs

π

) 3µ4

2π2
, (2.14)

ρ(µf )pert. =
(
1− 2

αs

π

) 2µ3

π2
. (2.15)

O modelo de sacola do MIT fornece uma descrição fenomenológica aceitável do setor

hadrônico, podendo até estimar as consequências fenomenológicas vindas de interações

adicionais de quarks. Como exemplo, no modelo pode-se conectar as interações fracas dos

hádrons às interações fracas dos quarks (GREINER et al., 2007). Entretanto, a violação

da simetria quiral na superf́ıcie da bolsa e não inclusão da anomalia UA(1) torna dif́ıcil

a reprodução das massas de certos hádrons. Ainda há a possibilidade de uma sacola

sobrepor a outra no modelo, o que se torna um resultado inconsistente. Adicionalmente,

podemos alcançar resultados mais consistentes e melhores com diferentes modelos, como

veremos nas seções seguintes.

2.2 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) em T = 0

Omodelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL), proposto em 1961 por Giovanni Jona-Lasinio

e Yoichiro Nambu nas referências (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961a) e (NAMBU; JONA-

LASINIO, 1961b), o modelo originalmente foi criado para descrever a dinâmica da geração

de massa dos nucleons através da quebra espontânea da simetria quiral, baseando-se no

mecanismo de supercondutividade da teoria BCS (BARDEEN et al., 1957). Tal concep-

ção concedeu a Y. Nambu o prêmio nobel de f́ısica de 2008. Com a criação e fortale-

cimento da QCD, os graus de liberdade do modelo NJL foram substitúıdos por graus

de liberdade de quarks, concedendo ao modelo NJL o “status” de modelo efetivo da

QCD (HATSUDA; KUNIHIRO, 1984; VOLKOV, 1984), apesar deste não contemplar o confina-

mento/desconfinamento dos quarks devido a interação no modelo ser realizada localmente

através de vértices de quatro pontos (modelo de contato) em vez da troca de part́ıculas

mediadoras (troca de glúons). Entretanto, mesmo com a falta deste fenômeno, o modelo

ainda descreve de modo muito satisfatório a quebra/restauração da simetria quiral, que

em muitos casos é o fenômeno mais importante a ser analisado na QCD. Aliado com

sua simplicidade matemática e teórica, o modelo NJL tornou-se uma ferramenta muito

utilizada e eficiente no tratamento de part́ıculas fortemente interagentes.
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Por conta da quebra dinâmica da simetria quiral causada pelo tipo de interação pre-

sente no modelo NJL, alguns fenômenos acontecem simultaneamente, como o surgimento

dos condensados de quarks, a geração dinâmica de massa dos quarks, o condensado de

quarks não nulo no vácuo e a criação do bóson de Nambu-Goldstone sem massa (também

conhecido como ṕıon, π). Além desses fenômenos, a termodinâmica exerce um papel

muito importante no estudo da matéria de quarks, uma vez que as transições de fases de

matéria têm papel fundamental na interpretação da restauração da simetria quiral, ponto

crucial do modelo NJL. Discutiremos a seguir o modelo NJL em suas versões com dois e

três sabores.

2.2.1 Versão em 2 sabores, SU(2)

Esta subseção será dedicada à descrição do modelo NJL com dois sabores (SU(2)) com

matéria de quarks simétrica para temperatura nula. Partiremos da densidade lagrangiana

do NJL dada por

LNJL =
∑
f

{
ψ̄f (iγµ∂

µ −mf )ψf +Gs

[(
ψ̄fψf

)2 − (ψ̄fγ5τ⃗ψf

)2]−GV

(
ψ̄fγµψf

)2 }
,(2.16)

sendo que para a matéria simétrica de quarks no setor leve teremos ψu = ψd (consequen-

temente ψ̄u = ψ̄d) e mu = md, deste modo iremos suprimir o ı́ndice f nas expressões do

modelo NJL com dois sabores. Assim a densidade lagrangiana do modelo torna-se

LNJL = ψ̄ (iγµ∂
µ −m)ψ +Gs

[(
ψ̄ψ
)2 − (ψ̄γ5τ⃗ψ)2]−GV

(
ψ̄γµψ

)2
, (2.17)

onde ψ̄ e ψ são os campos fermiônicos dos quarks, m a massa de corrente dos quarks1,

γµ são as matrizes de Dirac, τ⃗ são as matrizes de Pauli e Gs é a constante que repre-

senta a intensidade das interações dos canais escalar
(
ψ̄ψ
)
e pseudoescalar

(
ψ̄γ5τ⃗ψ

)
, que

assumimos ser positivo e assim as forças entre os quarks e antiquarks são positivas. Dife-

rentemente dos artigos originais do modelo NJL, adotamos aqui o canal vetorial, último

termo da Equação (2.17), cuja intensidade é regulada pela constante GV . Para modelos

hadrônicos este termo se torna praticamente obrigatório, uma vez que este é necessário

para a matéria nuclear descrever a saturação em modelos relativ́ısticos, que se dá pelo

quase anulamento dos potenciais escalar e vetorial (WALECKA, 1974; SEROT; WALECKA,

1986; KOCH et al., 1987). Entretanto, para a matéria de quarks não há esta exigência e este

termo é opcional em modelos efetivos da QCD. Porém, como será mostrado, um efeito

da inclusão deste termo é a mudança de posicionamento do CEP da matéria fortemente

interagente, sendo até mesmo posśıvel, com o valor adequado para GV , eliminarmos es-

1Também podendo ser chamada de massa nua ou massa não vestida (do inglês, bare mass ou undressed
mass, respectivamente).
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tes CEP, consequentemente alterando o tipo de transição de fases ocorrida na matéria.

Por conta da natureza atrativa do canal escalar escolhemos utilizar aqui o canal vetorial

como uma fonte repulsiva (GV > 0) para que tenhamos estabilidade em nosso sistema.

Entretanto, nada impede de escolhermos o canal vetorial como sendo atrativo (GV < 0)

como mostrado na referência (FUKUSHIMA, 2008b). Ainda relacionado ao canal vetorial,

neste trabalho implementamos o canal vetorial de forma clássica (a ńıvel de árvore), mas

é posśıvel gerar radiativamente um canal vetorial repulsivo através de correções quânticas

como é demonstrado na referência (KLEVANSKY, 1992).

Vale ressaltar que o modelo NJL em quatro dimensões descrito pela lagrangiana (2.16)

não é renormalizável. Um dos ind́ıcios desta caracteŕıstica é a constante de acoplamento

escalar (Gs) ter dimensões de MeV−2. Quando a constante de acoplamento de uma te-

oria tem dimensões canônicas com potencias negativas, por exemplo MeV−2, essa teoria

claramente é não renormalizável. Isto significa que não há uma maneira sistemática que

possamos eliminar as divergências da teoria em todas as ordens de perturbação (KA-

PUSTA; GALE, 2006). Neste caso, quanto mais aumentamos a ordem de pertubação, mais

divergências aparecem em nossa teoria. Entretanto, se escrevermos o modelo NJL em

três ou duas dimensões este se torna renormalizável. Para o caso do modelo NJL em

duas dimensões a constante de acoplamento Gs se torna adimensional e podemos apli-

car as técnicas de renormalização na teoria. Neste caso temos somente uma divergência,

que facilmente podemos eliminar redefinindo a constante de acoplamento a massa. Em

dimensões mais baixas o modelo NJL pode ser interpretado como o modelo de Gross-

Neveu (GROSS; NEVEU, 1974; KOHYAMA, 2008). Esta é uma grande diferença entre o

modelo NJL e a teoria que ele tenta reproduzir, pois em quatro dimensões a QCD é uma

teoria renormalizável e podemos assim aplicar correções perturbativas, assim como é feito

na QCD perturbativa (PQCD, do inglês, Perturbative QCD). Caso a QCD não fosse uma

teoria renormalizável não seria observado o fenômeno da liberdade assintótica, ao qual

decorre da renormalizabilidade da QCD (GOLDENFELD, 1992). Outra consequência da

não renormalização de um modelo é que este terá um limite para sua validade, ou seja, so-

mente até determinada escala energética este modelo conseguirá de fato reproduzir a teoria

proposta. Nesses casos, para evitar divergências e impor um alcance para a validade do

modelo, precisa-se utilizar algum método de regularização. Alguns dos métodos de regula-

rização mais comuns na literatura são a regularização dimensional (BOLLINI; GIAMBIAGI,

1972), o proper time (SCHWINGER, 1951), Pauli-Villars (PAULI; VILLARS, 1949), o cutoff

quadridimensional e o cutoff tridimensional não covariante2 (KLEVANSKY, 1992). Cada

método de regularização tem suas vantagens e desvantagens, como a violação/conservação

de simetrias de calibre e locais, veja a referência (KOHYAMA et al., 2015).

2Largamente conhecido na literatura como Traditional Regularization Scheme.
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Utilizando a aproximação do campo médio3 (MFA, do inglês, Mean-Field Approxima-

tion) as seguintes quantidades da Equação (2.17) tornam-se

(
ψ̄ψ
)2 ≈ 2ψ̄ψ⟨ψ̄ψ⟩ − ⟨ψ̄ψ⟩2 , (2.18)(

ψ̄γ5τ⃗ψ
)2 ≈ 2ψ̄γ5τ⃗ψ⟨ψ̄γ5τ⃗ψ⟩ − ⟨ψ̄γ5τ⃗ψ⟩2 , (2.19)(

ψ̄γµψ
)2 ≈ 2ψ̄γµψ⟨ψ̄γµψ⟩ − ⟨ψ̄γµψ⟩2 . (2.20)

Para um sistema a temperatura zero e isospin simétrico os termos contendo γ5 vão a zero,

levando ao desaparecimento dos termos (2.19) na densidade lagrangiana. Como a matéria

infinita de quarks é um sistema especialmente uniforme, o valor esperado para ψ̄γµψ em

(2.20) é nulo, exceto para a componente ψ̄γ0ψ. Assim a densidade lagrangiana do modelo

NJL no campo médio torna-se

LMFA
NJL = ψ̄ (iγµ∂

µ −m)ψ +Gs

(
2ψ̄ψ⟨ψ̄ψ⟩ − ⟨ψ̄ψ⟩2

)
− GV

(
2ψ̄γ0ψ⟨ψ̄γ0ψ⟩ − ⟨ψ̄γ0ψ⟩2

)
. (2.21)

Considerando u e d degenerados, definimos respectivamente as densidades vetorial4 e

escalar de quarks como

ρ = ⟨ψ̄γ0ψ⟩ = ⟨ψ̄uγ0ψu⟩+ ⟨ψ̄dγ0ψd⟩ = 2⟨ψ̄uγ0ψu⟩, (2.22)

ρs = ⟨ψ̄ψ⟩ = ⟨ψ̄uψu⟩+ ⟨ψ̄dψd⟩ = 2⟨ψ̄uψu⟩. (2.23)

Com o surgimento de ρs na densidade lagrangiana podemos identificar a massa cons-

tituinte dos quarks como

M = m− 2Gsρs, (2.24)

evidenciando o mecanismo de geração dinâmica de massa do modelo NJL. Tomando o

limite quiral (m = 0) nota-se que o condensado quarks ρs é o responsável pela variação da

massaM . Isto garante que tenhamos massas constituintes maiores que as massas correntes

dos quarks5 e massas diferentes de zero no regime do limite quiral, mesmo levando em

consideração somente o setor dos quarks leves. Este efeito garante as massas observadas

para os hádrons. Lembramos que, para o caso do modelo NJL onde o desconfinamento

é um fenômeno não considerado, as massas correntes dos quarks não são observáveis

f́ısicos da QCD, porém estas podem ser obtidas algebricamente6 a partir de observáveis

hadrônicos. Destacamos a importância do papel que a massa de corrente exerce ao definir

3Neste caso, aproximação de Hartree e Hartree-Fock fornecem resultados idênticos. Veja o Apêndice C.
4Ou simplesmente, densidade dos quarks.
5Da ordem de aproximadamente 10 MeV para os quarks up e down.
6Via relação de Gell-Mann-Oakes-Renner.
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qual tipo de transição cont́ınua o sistema exibe. Caso realmente haja uma transição de

fases desse tipo, para o caso do limite quiral (m = 0) esta transição seria de segunda

ordem. Já para o caso onde m ̸= 0, a transição de fases observada é um crossover.

Inserindo a Equação (2.24) na Equação (2.21), reduzimos a densidade lagrangiana do

modelo NJL na aproximação do campo médio a

LMFA
NJL = ψ̄ (iγµ∂

µ −M − 2GV γ0ρ)ψ −Gsρ
2
s +GV ρ

2. (2.25)

Usando esta densidade lagrangiana nas equações de Euler-Lagrange para o campo ψ̄,

dadas por

∂µ
∂LMFA

NJL

∂
(
∂µψ̄

) − LMFA
NJL

∂ψ̄
= 0, (2.26)

sendo

∂µ
∂LMFA

NJL

∂
(
∂µψ̄

) = 0 e
LMFA

NJL

∂ψ̄
= (iγµ∂

µ −M − 2GV γ0ρ)ψ, (2.27)

chegamos na equação do campo fermiônico ψ

(iγµ∂
µ −M − 2GV γ0ρ)ψ = 0. (2.28)

Notamos que o quark descrito pelo modelo NJL na aproximação do campo médio pode ser

considerado como um quark livre, de massa constituinte M descrita pela Equação (2.24),

com seu quadrimomento alterado pela densidade vetorial de quarks ρ.

2.2.2 Equações de estado em SU(2)

Estamos interessados em analisar as quantidades termodinâmicas do modelo NJL no

regime de temperatura nula e para constrúı-las utilizaremos um caminho pouco conven-

cional em relação à literatura. No geral, as equações de estado (EOS) do modelo NJL em

temperatura nula são obtidas a partir da aplicação do limite T → 0 nas expressões de-

pendentes da temperatura. Aqui partiremos do tensor energia-momento do modelo para

encontrar a densidade de energia, potencial qúımico e pressão no regime de T = 0. O

tensor energia-momento do modelo é descrito pela seguinte equação

Tµν = −gµνL+
∑
j

∂L
∂ (∂µQj)

∂νQj, (2.29)



CAPÍTULO 2. MODELOS FENOMENOLÓGICOS DA QCD 46

sendo gµν o tensor métrico do espaço de Minkowski7 e Qj é o campo a ser analisado, para

o caso do modelo NJL, Qj = ψ. Desse modo a equação acima torna-se

Tµν = −gµνLMFA
NJL +

∂LMFA
NJL

∂ (∂µψ)
∂νψ, (2.30)

onde

∂LMFA
NJL

∂ (∂µψ)
∂νψ = iψ̄γµ∂νψ. (2.31)

Substituindo as Equações (2.25) e (2.31) na Equação (2.30) chegamos na seguinte expres-

são para o tensor energia-momento:

Tµν = −gµν
[
ψ̄ (iγµ∂

µ −M − 2GV γ0ρ)ψ −Gsρ
2
s +GV ρ

2
]
+ iψ̄γµ∂νψ. (2.32)

Tomando agora o valor médio do tensor energia-momento, a saber,

⟨Tµν⟩ = −gµν
[
⟨ψ̄ (iγµ∂

µ −M − 2GV γ0ρ)ψ⟩ −Gsρ
2
s +GV ρ

2
]
+ i⟨ψ̄γµ∂νψ⟩ (2.33)

= −gµν
(
−Gsρ

2
s +GV ρ

2
)
+ i⟨ψ̄γµ∂νψ⟩ . (2.34)

A densidade de energia é definida em termos do tensor energia momento como ⟨T00⟩ =
E , com µ = ν = 0. Tal quantidade é dada por

E = −g00
(
−Gsρ

2
s +GV ρ

2
)
+ ⟨ψ̄iγ0∂0ψ⟩ = Gsρ

2
s −GV ρ

2 + i⟨ψ̄γ0∂0ψ⟩ . (2.35)

Para estimar o último termo da Equação (2.35) utilizamos a solução de onda plana para

o campo fermiônico ψ (SEROT; WALECKA, 1986), dado por

ψ(x, t) = u(k, λ)e−ikµxµ

, (2.36)

onde u(k, λ) um spinor de Dirac de quatro componentes e λ, neste caso, é o ı́ndice do

spin. Assim reescrevemos o termo iψ̄γ0∂0ψ como

iψ̄γ0∂0ψ = iū(k, λ)eik0x
0

γ0∂0u(k, λ)e
−ik0x0

= k0ψ̄γ0ψ. (2.37)

Usando a Equação (2.28), podemos mostrar que k0 = 2GV ρ ± (k2 + M2)1/2, sendo os

sinais positivo e negativo referentes à part́ıculas e antipart́ıculas, respectivamente. Aqui

percebemos que o quark do modelo NJL obedece a relação da Equação de Dirac, H2Ψ =

(k2 +M2)Ψ (HALZEN; MARTIN, 1984), porém deslocado pela contribuição da interação

vetorial. Inserimos a este resultado na Equação (2.37) e tomamos o valor esperado para

7Veja o Apêndice A.
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obtermos

i⟨ψ̄γ0∂0ψ⟩ = 2GV ρ⟨ψ̄γ0ψ⟩+ ⟨(k2 +M2)1/2ψ̄γ0ψ⟩ = 2GV ρ
2 + ⟨(k2 +M2)1/2ψ†ψ⟩, (2.38)

onde ψ̄γ0 = ψ†. Expandimos em modos normais com condições de contorno periódicas os

operadores de campo ψ e ψ†, a saber,

ψ(x, t) =
1

(2π)3

∫
d3k

[
ak,λu(k, λ)e

−ikµxµ

+ b†k,λv(k, λ)e
ikµxµ

]
, (2.39)

ψ†(x, t) =
1

(2π)3

∫
d3k

[
a†k,λu

†(k, λ)eikµx
µ

+ bk,λv
†(k, λ)e−ikµxµ

]
. (2.40)

Este método é chamado de segunda quantização (SAKURAI, 1967). Ainda, temos que

⟨ψ†ψ⟩ = ⟨ψ̄γ0ψ⟩ =
∫
d3k

(
a†k,λak,λ + b†k,λbk,λ

)
, (2.41)

onde a†k,λ (b†k,λ) e ak,λ (bk,λ) são, respectivamente, os operadores de criação (aniquilação) e

aniquilação (criação) para os quarks (antiquarks). Como para sistemas em T = 0 descar-

tamos as antipart́ıculas, então bk,λ|ψ⟩ = 0 para todos os k. Retornando o resultado (2.41)

na Equação (2.38), temos

i⟨ψ̄γ0∂0ψ⟩ = 2GV ρ
2 +

γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 − γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 , (2.42)

sendo a primeira integral a contribuição do termo cinético e a segunda o termo referente ao

“mar de Dirac” (BUBALLA, 2005), kF é o momento de Fermi e o fator de degenerescência

é γ = Ns × Nf × Nc = 12, sendo os números de spin (Ns = 2), sabor (Nf = 2) e

cor (Nc = 3) para o caso da versão do modelo NJL SU(2). No caso da segunda integral,

temos que o limite superior é infinito inicialmente, o que faz com que tenhamos que tratar

esta integral de alguma forma. Como já discutido, precisaremos utilizar algum método

de regularização em nosso modelo para lidar com as divergências que o mesmo apresenta.

Aqui usaremos o método de regularização do cutoff tridimensional não covariante, ao

qual introduz o parâmetro Λ (cutoff ) como o limite energético do modelo. Escolher este

método de regularização significa abandonar todas as tentativas de renormalizar o modelo.

Agora podemos avaliar a densidade de energia do modelo substituindo a Equação (2.42)

em (2.35), o que nos fornece

E = Gsρ
2
s −GV ρ

2 + 2GV ρ
2 +

γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 − γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2,

= Gsρ
2
s +GV ρ

2 +
γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 − γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 . (2.43)
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Usamos também as Equações (2.39) e (2.40) para definir as expressões de ρ e ρs, dadas

por8

ρ =
γ

2π2

∫ kF

0

k2dk =
γ

6π2
k3F (2.44)

e

ρs = −γM
2π2

∫ Λ

kF

dk
k2

(k2 +M2)1/2
. (2.45)

No vácuo, quando kF = 0, ainda há uma contribuição remanescente não nula da densidade

de energia, dada por

E(vac) = Gsρ
2
s(vac) −

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2
(vac))

1/2 , (2.46)

com

ρs = −
γM(vac)

2π2

∫ Λ

0

dk
k2

(k2 +M2
(vac))

1/2
e M(vac) = m− 2Gsρs(vac) . (2.47)

Adicionamos a constante E(vac) na Equação (2.43) para assegurar que no vácuo tenhamos

E(ρ = 0) = 0, o que gera

E = Gsρ
2
s +GV ρ

2 − γ

2π2

∫ Λ

kF

dkk2(k2 +M2)1/2 − E(vac) (2.48)

para a expressão final da densidade de energia do modelo NJL com dois sabores na apro-

ximação do campo médio.

Outra quantidade termodinâmica de grande importância é a pressão, que nesse caso

pode ser encontrada a partir do tensor energia momento como sendo P = 1
3
⟨Tii⟩. Porém,

optaremos por usar a consistência termodinâmica do modelo para este cálculo, assim como

nas referências (MISHUSTIN et al., 2000; HANAUSKE et al., 2001), ou seja, calcularemos a

pressão a partir da seguinte relação termodinâmica

P = µρ− E , (2.49)

sendo µ o potencial qúımico do sistema, escrito como9

µ =
∂E
∂ρ

= 2GV ρ+ (k2F +M2)1/2 . (2.50)

8As derivações detalhadas de ρ e ρs são realizadas no Apêndice D.
9A derivação detalhada de µ é realizada no Apêndice D.
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Percebe-se aqui que a interação vetorial também influencia no potencial qúımico deslocando-

o por 2GV ρ do seu valor original (k2F +M2)1/2, encontrado ao considerarmos um quark

livre de massa constituinte M , dada pela Equação (2.24). Desse modo, utilizando a iden-

tidade (2.49), a pressão pode ser escrita como

P =
[
2GV ρ+ (k2F +M2)1/2

]
ρ−Gsρ

2
s −GV ρ

2 +
γ

2π2

∫ Λ

kF

dkk2(k2 +M2)1/2 + E(vac)

= GV ρ
2 −Gsρ

2
s + (k2F +M2)1/2ρ+

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2

− γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 + E(vac) . (2.51)

Reescrevendo a última integral da expressão acima como

γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 =
γ

2π2

1

8

{
(2k3F + kFM

2)(k2F +M2)1/2

− M4ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
(2.52)

e utilizando a Equação (D.100) na expressão para a pressão, obtemos

P = GV ρ
2 −Gsρ

2
s +

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 + (k2F +M2)1/2
(
γk3F
6π2

)
− γ

2π2

1

8

{
(2k3F + kFM

2)(k2F +M2)1/2 −M4ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
+ E(vac)(2.53)

= GV ρ
2 −Gsρ

2
s +

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 +
γ

2π2

{
k3F
3
(k2F +M2)1/2

− 1

8
(2k3F + kFM

2)(k2F +M2)1/2 +M4ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
+ E(vac) (2.54)

= GV ρ
2 −Gsρ

2
s +

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 +
γ

2π2

{
(2k3F − 3kFM

2)(k2F +M2)1/2

24

+
M4

8
ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
+ E(vac) (2.55)

= GV ρ
2 −Gsρ

2
s +

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 +
γ

6π2

1

8

{
(2k3F − kFM

2)(k2F +M2)1/2

+ 3M4ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
+ E(vac) , (2.56)

sendo que o último termo representa a contribuição cinética da pressão, podendo ser
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reescrito como

1

8

{
(k2F +M2)1/2

(2k3F − kFM2)−1
+ 3M4ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
=

∫ kF

0

dk
k4

(k2 +M2)1/2
. (2.57)

Chegamos a expressão final da pressão do modelo NJL com dois sabores na aproximação

do campo médio, escrita como

P = GV ρ
2 −Gsρ

2
s +

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 +
γ

6π2

∫ kF

0

dk
k4

(k2 +M2)1/2
+ E(vac).(2.58)

Por fim, podemos calcular o grande potencial termodinâmico através da equivalência

Ω = −P , desse modo escrevemos o grande potencial o modelo NJL com dois sabores na

aproximação do campo médio como

Ω = −GV ρ
2 +Gsρ

2
s −

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 − γ

6π2

∫ kF

0

dk
k4

(k2 +M2)1/2
− E(vac).(2.59)

2.2.3 Termodinâmica em SU(2)

Veremos nesta seção como se dão e se comportam as transições de fases da matéria

de quarks no modelo NJL em sua versão de dois sabores. Primeiramente precisamos

determinar os valores das constantes do modelo para que possamos de fato analisar sua

termodinâmica. As constantes a serem determinadas são a massa corrente dos quarks (m),

a constante de acoplamento escalar (Gs) e o cutoff (Λ). Para isso, utilizaremos valores

experimentais relacionados ao méson π, sendo estes mπ, sua massa, e fπ, sua constante

de decaimento. Também fixamos o valor do condensado quiral no vácuo, mais especifica-

mente, ⟨ψ̄uψu⟩1/3(vac). A partir da relação de Gell-Mann-Oakes-Renner (GELL-MANN et al.,

1968), escrita como

m2
πf

2
π ≃ −mρs(vac) , (2.60)

calculamos o valor da massa corrente (m) do quark. Para encontrar os valores de Gs e Λ,

precisamos solucionar de forma simultânea as equações

ρs(vac) = −
γM(vac)

2π2

∫ Λ

0

dk
k2

(k2 +M2
(vac))

1/2
(2.61)

e

f 2
π =

NsNcM
2
(vac)

2π2Nf

∫ Λ

0

dk
k2

(k2 +M2
(vac))

3/2
, (2.62)
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usando também a Equação (2.24), que relaciona M(vac) com as constantes m e Gs. Os

valores dos parâmetros do modelo NJL em dois sabores usados nesta tese estão listadas

na Tabela 2.2 a seguir.

TABELA 2.2 – Parametrizações do modelo NJL com dois sabores, extráıdas da referência (BUBALLA,
2005). Para cada conjunto de parâmetros (Λ, Gs e m) são listados também os respectivos valores de
M(vac) obtidos. Para a determinação de cada conjunto foram utilizados os valores de ⟨ψ̄uψu⟩(vac), também
listados, junto com os valores fixos de mπ = 135 MeV e fπ = 92.4 MeV.

Conjunto Λ (MeV) GsΛ
2 m (MeV) M(vac) (MeV) ⟨ψ̄uψu⟩1/3(vac) (MeV)

1 664, 3 2, 06 5, 0 300 −250, 8
2 587, 9 2, 44 5, 6 400 −240, 8
3 569, 3 2, 81 5, 5 500 −242, 4
4 568, 6 3, 17 5, 1 600 −247, 5

A constante de acoplamento vetorial GV também deve ser determinada assim como

as demais. Contudo, o canal vetorial está vinculado ao méson ρ, de massa mρ que é da

ordem de 770 MeV (PARTICLE DATA GROUP; WORKMAN, 2022). Porém, nos deparamos

com um problema, a escala de energia do modelo (Λ) é menor que mρ, como podemos

ver na Tabela 2.2. Então, utilizarmos para fixar GV o mesmo método usado para fi-

xar Gs torna-se algo sem sentido, uma vez que nosso limite energético do sistema está

abaixo da faixa de energia necessária para este processo. Sendo assim, constantemente

na literatura os valores de GV são dados em termos de Gs. Aqui adotaremos o mesmo

procedimento, ou seja, arbitraremos os valores de GV em termos de Gs. No que diz res-

peito ao valor da intensidade do canal vetorial, se realizarmos a transformação de Fierz da

interação cor-corrente, encontramos GV = 0, 5Gs (VOGL; WEISE, 1991). A principio, este

valor “canônico” deveria ser usado em todas os cálculos envolvendo o modelo NJL e suas

extensões com o canal vetorial incluso. Entretanto, GV é frequentemente tomado como

parâmetro livre e faremos o mesmo neste trabalho. Alguns autores usam esta liberdade

para fixar o valor do méson ρ (LUTZ et al., 1992). Também é conhecido que GV exerce

um papel importante no diagrama de fases da matéria fortemente interagente, alterando a

localização do CEP (BRATOVIC et al., 2013; HELL et al., 2013). Como veremos, o aumento

do valor de GV induz ao desaparecimento do ponto cŕıtico final e, consequentemente, o

sumiço da transição de fases de primeira ordem. Caso tivéssemos optado por implemen-

tar o canal vetorial radiativamente via correções quânticas como citamos anteriormente,

encontraŕıamos naturalmente a intensidade do canal vetorial sendo GV = 0, 3Gs e assim

também evitaŕıamos o “problema” de não se saber valor “correto” para GV (KLEVANSKY,

1992).

Podemos analisar o comportamento da termodinâmica do modelo em função da den-

sidade de quarks. Para cada valor de ρ, solucionamos a equação transcendental da massa

constituinte, Equação (2.24), para encontrar a massa M associada. Com a massa encon-

trada podemos avaliar as equações de estado do modelo. Caso tomemos µ como uma
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variável livre, descrevemos o sistema através do grande potencial termodinâmico, sendo

este o potencial mais indicado quando temos µ e T (T = 0 neste caso) como variáveis

independentes. Deste modo, utilizando o conjunto 3 da Tabela 2.2 e GV = 0, podemos ob-

ter uma curva do grande potencial termodinâmico (Ω) em função do potencial qúımico µ,

assim como mostrado na Figura 2.3.
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FIGURA 2.3 – Ω em função de µ para o conjunto 3 do modelo NJL de dois sabores e GV = 0.

Pode-se perceber na figura 2.3 um comportamento t́ıpico de uma transição de fases de

primeira ordem10. Considere, por exemplo, uma potencial termodinâmico geral, U [PS, . . . ,

Pt], sendo o conjunto de variáveis intensivas PS, . . . , Pt dependentes das variáveis extensi-

vas X1, . . . , XS−1. O critério de estabilidade termodinâmico estabelece que U [PS, . . . , Pt]

deve ser uma função convexa em função de seus parâmetros extensivos e côncava em

função dos intensivos. Geometricamente, U deve se posicionar completamente acima dos

hiperplanos tangentes no subespaço de X1, . . . , XS−1 e completamente abaixo hiperplanos

tangentes no subespaço de PS, . . . , Pt (CALLEN, 1991). Veja como exemplo a Figura 2.4,

que descreve U em função de PS. Podemos reparar que a curvatura é negativa exceto

para o segmento MF . Já o segmento MD está acima da linha tangente ao segmento

ADF . Assim a curva DFMO representa os pontos de metaestabilidade e instabilidade

termodinâmica. Somente a curva ADOR está completamente abaixo das linhas tangentes,

satisfazendo a condição de estabilidade termodinâmica. Desse modo, a mudança abrupta

da derivada em U em relação a PS, indica que ocorre uma transição de fases de primeira

ordem no ponto D(= O) definida pelos valores de U e PS neste ponto. Observamos este

mesmo comportamento no modelo NJL, como mostrado na Figura 2.3. Podemos ver que

a curva termodinâmica estável é representada pelo segmento ABC e a transição de fases

10Ou também, transição de fases descont́ınua.
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FIGURA 2.4 – Diagrama esquemático de um potencial termodinâmico geral U em função da variável
intensiva PS . Extráıda da referência (CALLEN, 1991).

de primeira ocorre para potencial qúımico µquiral = 433, 492 MeV. Entretanto, esta é uma

descrição clássica da termodinâmica envolvendo a transição de fases, sendo mais correto

descrevermos as transições de fases envolvendo a matéria fortemente interagente a partir

da teoria de Landau que é usada na descrição da termodinâmica de sistemas quânticos,

assim como o nosso. Esta teoria assume que a transição de fases da matéria acontece

entre fases com simetrias distintas, assim as transições ocorrem de uma fase de maior si-

metria para outra de menor simetria. A fase da matéria de maior simetria é denominada

como fase desordenada, usualmente ocorrendo em altas temperaturas ou altos potenciais

qúımicos. Já a fase de menor simetria é denominada como fase ordenada. A transição

da fase desordenada para a fase ordenada corresponde a uma quebra de simetria, isto por

que algumas das simetrias presentes na fase desordenada estarão ausentes ou violadas na

fase ordenada. A quebra de simetria entre a transição de fases, se não induzida por um

campo externo, é associada a uma quebra espontânea de simetria. Para descrevermos

as fases ordenada e desordenada precisamos introduzir um parâmetro de ordem, ou seja,

uma variável termodinâmica que mensura a simetria envolvida na transição de fases. O

parâmetro de ordem toma valores não nulos na fase ordenada e deve se anular na fase

desordenada (OLIVEIRA, 2005). A seguir veremos como a teoria de Landau (em relação a

teoria clássica) é muito mais coerente na descrição das transições de fases do modelo NJL.

Olhando para a Figura 2.5 podemos perceber que ρs assume dois valores distintos (re-

presentado pelos pontos p1 e p2) no momento da transição de fases. A região limitada

pelo valor de ρs no ponto p1 é identificada como a fase termodinâmica na qual a simetria

quiral está quebrada (ρs ̸= 0, fase ordenada). Já a região delimitada pelo valor de ρs no

ponto p2 representa a fase onde a simetria quiral é restaurada (ρs ≈ 0, fase desordenada).

Assim, tomamos ρs como parâmetro de ordem para a mudança de fase relacionada à si-

metria quiral. Repare que na Figura 2.5 a curva termodinamicamente correta é aquela
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que liga diretamente os pontos p1 e p2 (linha sólida), conectando duas fases de simetria

quiral distintas assim como descreve a teoria de Landau. A linha tracejada identifica as

regiões metaestáveis e instáveis, que por exigência da estabilidade termodinâmica devem

ser descartadas da curva final, segundo a construção de Maxwell. Entretanto, existe uma

rica f́ısica nesta região que descartamos. As transições de fases de primeira ordem são

caracterizadas pelo surgimento de um mı́nimo local que evolui para um mı́nimo global.

Na Figura 2.6 podemos observar esta evolução conforme aumentamos o valor do poten-

cial qúımico. Os pontos onde esta mudança começa são conhecidos como espinodais. As

espinodais são linhas que separam a região monofásica estável da região de instabilidade

de fases múltiplas. Flutuações na energia podem levar o sistema a estados metaestáveis

quando as part́ıculas passam de um estado de mı́nimo global para um estado de mı́nimo

local (menos estável). Analisando a Figura 2.5 podemos decompor a curva tracejada em

estados de instabilidade, do ponto s1 ao ponto s2, e o restante como estados metaestáveis.

No centro das espinodais (pontos s1 e s2) ocorre um ponto de inflexão do qual o sistema

passa de estados metaestáveis (mı́nimos locais) para estados de instabilidade (pontos de

máximo).
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FIGURA 2.5 – ρs/ρs(vac) em função de µ para o conjunto 3 do modelo NJL de dois sabores e GV = 0,
onde o µquiral = 433, 492 MeV. Onde os pontos p1 e p2 são os valores que ρs assume no momento da
transição de fases quiral. Os pontos s1 e s2 são os centros das espinodais, onde ocorre a mudança das
soluções de mı́nimos locais para pontos de máximo e vice-versa.

Uma outra maneira de identificarmos o valor do potencial qúımico de transição de

fases de primeira ordem no modelo NJL é através da busca dos mı́nimos globais de Ω

em função do condensado quiral para valores fixos de µ (MASAYUKI; KOICHI, 1989). Para

isto, usamos ρs como “input” na Equação (2.59), com M dado pela Equação (2.24), po-

rém sem a obrigatoriedade de se resolver a Equação (2.45). Equivalentemente, podemos
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usar esta metodologia para descrever o sistema a partir da densidade de energia E , mas

em vez de usarmos um potencial qúımico fixo, utilizamos um ρ fixo. Ambos os méto-

dos são igualmente eficazes, porém aqui utilizaremos o primeiro pelo simples fato que

estamos interessados em saber o valor de µquiral. Como mostrado na Figura 2.6 de Ω

em função de ρs/ρs(vac), podemos ver que para cada valor de µ fixo utilizado, são gera-

dos dois mı́nimos. Porém, a única curva que apresenta dois mı́nimos globais é a curva

para µquiral = 433, 492 MeV (curva preta). Podemos ver que os pontos pa e pb estão na

mesma “altura” em relação ao grande potencial termodinâmico, caracteŕıstica de um sis-

tema termodinâmico heterogêneo11, no qual os valores dos campos termodinâmicos (no

caso Ω, µ, P ) se mantêm os mesmos na região de coexistência de fases (OLIVEIRA, 2005).
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FIGURA 2.6 – Ω em função de ρs/ρs(vac) para o conjunto 3 do modelo NJL de dois sabores e GV = 0.
Os pontos pa e pb estão num mesmo valor de Ω, identificando que a curva em preto, onde µ = µquiral =
433, 492 MeV fornece o valor de µ que ocorre a transição de fases quiral de primeira ordem.

Até o momento realizamos a análise do modelo NJL para o caso mais simples, no qual

GV = 0. Entretanto podemos aplicar toda essa metodologia para diferentes valores de

GV . Sabemos pela Equação (2.50) que o canal vetorial pode deslocar o valor de µ de

seu valor original ((k2 +M2)
1/2

) e simultaneamente enfraquece a transição de primeira

ordem até torná-la uma transição cont́ınua12. Podemos ver esse efeito nas Figuras 2.7,

2.8 e 2.9. Note que conforme aumentamos o valor de GV , o µquiral se descola em direção

a valores mais altos. Note que, para GV = Gs a transição de fases cont́ınua toma o lugar

11Sistema onde exitem duas fases termodinâmicas distintas, como por exemplo uma panela cheia de
água fervendo, onde existe a fase ĺıquida e gasosa.

12Tipo de transição de fases onde não podemos diferenciar as distintas fases da matéria ao longo de
todo o processo termodinâmico.



CAPÍTULO 2. MODELOS FENOMENOLÓGICOS DA QCD 56

das transições de fases de primeira ordem. Vale ressaltar que se tivéssemos escolhido

o canal vetorial como atrativo (GV < 0) obteŕıamos o resultado oposto ao encontrado,

de modo que a diminuição de GV deslocaria µquiral para valores cada vez mais baixos e

consequentemente observaŕıamos exclusivamente transições de fases de primeira ordem.
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FIGURA 2.7 – Ω em função de µ (esquerda) e ρs/ρs(vac) em função de µ (direita), para o conjunto 3 do
modelo NJL de dois sabores e GV = 0, 25Gs.
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FIGURA 2.8 – Ω em função de µ (esquerda) e ρs/ρs(vac) em função de µ (direita), para o conjunto 3 do
modelo NJL de dois sabores e GV = 0, 5Gs.
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FIGURA 2.9 – Ω em função de µ (esquerda) e ρs/ρs(vac) em função de µ (direita), para o conjunto 3 do
modelo NJL de dois sabores e GV = Gs.
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Outra quantidade que podemos analisar é a densidade bariônica, dada por

ρB =
1

3
ρ . (2.63)

Analisamos a densidade bariônica através da razão ρB/ρ0, sendo ρ0 a densidade de sa-

turação da matéria nuclear (DUTRA et al., 2014). Neste trabalho adotaremos o valor de

ρ0 = 0, 17 fm−3. Exibimos nas Figuras 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13 os resultados para a massa

constituinteM e para a densidade bariônica, ambas em função do potencial qúımico, para

diferentes valores de GV .
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FIGURA 2.10 –M em função de µ (esquerda) e ρB em função de µ (direita), para o conjunto 3 do modelo
NJL de dois sabores e GV = 0.
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FIGURA 2.11 –M em função de µ (esquerda) e ρB em função de µ (direita), para o conjunto 3 do modelo
NJL de dois sabores e GV = 0, 25Gs.
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FIGURA 2.12 –M em função de µ (esquerda) e ρB em função de µ (direita), para o conjunto 3 do modelo
NJL de dois sabores e GV = 0, 5Gs.
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FIGURA 2.13 –M em função de µ (esquerda) e ρB em função de µ (direita), para o conjunto 3 do modelo
NJL de dois sabores e GV = Gs.

Nota-se que a influência do canal vetorial também se manifesta nas quantidades M e

ρB, apresentando exatamente o mesmo efeito descrito nas figuras passadas, sendo este a

capacidade de deslocar o µ de transição e a tendência de eliminar a transição de fases de

primeira ordem em favor de uma transição cont́ınua. Para o caso de GV = Gs, observamos

a transição da simetria quiral quebrada/restaurada de forma cont́ınua.

Por fim, podemos analisar na Figura 2.14 o comportamento que o momento de Fermi

(kF ) assume durante a evolução do modelo NJL conforme aumentamos os valores do

potencial qúımico para diferentes valores de GV . O comportamento de kF = kFu = kFd

pode nos dar uma visão mais detalhada do comportamento termodinâmico do modelo em

valores menores de µ.
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FIGURA 2.14 – kF em função de µ, para o conjunto 3 do modelo NJL de dois sabores e para GV = 0,
GV = 0, 25Gs, GV = 0, 5Gs e GV = Gs.

2.2.4 Versão em 3 sabores, SU(3)

Para a QCD de baixas energias (Q < 1 GeV) o número de sabores de quarks “ativos” é

de fato três (u, d, s), assim como foi proposto inicialmente por Gellmann (GELL-MANN,

1962). O modelo NJL com três sabores foi desenvolvido em meados dos anos 80 (EBERT;

REINHARDT, 1986; BERNARD et al., 1987; HATSUDA; KUNIHIRO, 1987) e largamente estu-

dado desde então. Esta versão difere-se em relação à versão de dois sabores do modelo

NJL basicamente pela introdução do quark estranho (s) no sistema. Agora a ordem de

grandeza da massa corrente do quark s não é mais tão pequena comparada ao valor do

cutoff Λ. Dito isto, precisamos aqui levar em consideração a anomalia axial, o que leva

à quebra da simetria UA(1) e a altos valores de massa dos mésons K, η e η‘. Na QCD,

este fenômeno emerge em ńıvel quântico no setor puro de glúons. Como não há dinâmica

expĺıcita de glúons no modelo, precisamos de alguma forma levar em conta este efeito na

lagrangiana do modelo. O f́ısico Gerardus ‘t Hooft (’t HOOFT, 1986) solucionou este pro-

blema ao sugerir adicionar na lagrangiana um termo com a menor ordem dimensional no

espaço dos sabores que preserva a simetria SUL(3)⊗ SUR(3), mas viole a simetria UA(1),
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sendo este escrito como

Lmix = K
∑
f

[
detf

(
ψ̄f (1− γ5)ψf

)
+ detf

(
ψ̄f (1 + γ5)ψf

)]
, (2.64)

onde ψf denota o spinor de Dirac para os quarks com três sabores. Como consequência

da inclusão do termo Lmix, surge a mistura entre os diferentes sabores de quarks, regulado

pela constante K. Para a versão de três sabores do modelo NJL, continuaremos a tratar

os quarks up e down de maneira simétrica, mu = md. Assim, a densidade lagrangiana

do modelo NJL com três sabores é exatamente a Equação (2.17) somado ao termo da

mistura de sabores (2.64), sendo escrita como

LNJL =
∑
f

ψ̄f (iγµ∂
µ −mf )ψf +Gs

∑
f

8∑
a=0

[(
ψ̄fλaψf

)2 − (ψ̄fγ5λaψf

)2]
+ K

∑
f

[
detf

(
ψ̄f (1− γ5)ψf

)
+ detf

(
ψ̄f (1 + γ5)ψf

)]
− GV

∑
f

8∑
a=0

[(
ψ̄fγµλaψf

)2
+
(
ψ̄fγµγ5λaψf

)2]
, (2.65)

sendo λa as matrizes de Gell-Mann em SU(3). Utilizando a aproximação do campo médio

a densidade lagrangiana torna-se13

LMFA

NJL =
∑
f

ψ̄f (iγµ∂
µ −Mf − 2GV γ0ρf )ψf −Gs

∑
f

ρ2sf +GV

∑
f

ρ2f − 4K
∏
f

ρsf ,(2.66)

onde ρsf e ρf são, respectivamente, as densidades escalar e vetorial para o quark f (u, d, s).

Para esta versão do modelo, a equação de campo fermiônico é a mesma que a do SU(2)

NJL, dada pela Equação (2.28), diferenciando-se somente pela inserção das quantidade

com o ı́ndice f . Sendo ρsf e ρf dados por

ρsf = −γMf

2π2

∫ Λ

kFf

dk k2

(k2 +M2
f )

1/2
(2.67)

e

ρf =
γ

6π2
k3Ff . (2.68)

A massa constituinte dos quarks é dada por

Mf = mf − 2Gsρsf − 2K
∏
f ̸=f ′

ρsf ′ . (2.69)

13Veja o Apêndice E.
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O último termo da equação acima é responsável pela contribuição da mistura dos quarks

em Mf , por exemplo, para f = u ele produz 2Kρsdρss. Agora os quarks influenciam nas

massas constituintes uns dos outros, diferentemente do que acontece na Equação (2.24)

da versão de dois sabores do modelo NJL.

É posśıvel chegar nas equações de estado em temperatura zero para o modelo NJL

SU(3) usando os mesmo passos da subseção 2.2.2. Após estes longos cálculos chegamos

ao potencial qúımico,

µf = 2GV ρf + (k2Ff +M2
f )

1/2 . (2.70)

E no caso da matéria simétrica de quarks14, temos que

µu = µd = µs = µ . (2.71)

As expressões da densidade de energia, pressão e grande potencial termodinâmico são

dadas, respectivamente, por

E = Gs

∑
f

ρ2sf + 4K
∏
f

ρsf +GV

∑
f

ρ2f −
γ

2π2

∑
f

∫ Λ

kFf

dkk2(k2 +M2
f )

1/2 − E(vac) ,(2.72)

P = −Gs

∑
f

ρ2sf − 4K
∏
f

ρsf +GV

∑
f

ρ2f +
γ

2π2

∑
f

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2
f )

1/2

+
γ

6π2

∑
f

∫ kFf

0

dk
k4

(k2 +M2
f )

1/2
+ E(vac) (2.73)

e

Ω = −P = Gs

∑
f

ρ2sf + 4K
∏
f

ρsf −GV

∑
f

ρ2f −
γ

2π2

∑
f

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2
f )

1/2

− γ

6π2

∑
f

∫ kFf

0

dk
k4

(k2 +M2
f )

1/2
− E(vac) , (2.74)

sendo γ = Nc ×Ns = 6.

Da mesma forma que realizado no caso SU(2), precisamos adicionar a quantidade E(vac)
para assegurar que tenhamos as quantidades acima iguais a zero no vácuo. Escrevemos

as quantidades no vácuo para o NJL com três sabores como

E(vac) = Gs

∑
f

ρ2sf(vac) + 4K
∏
f

ρsf(vac) − γ
∑
f

1

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2
f(vac))

1/2 ,(2.75)

14Veja o Apêndice F.
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Mf(vac) = mf − 2Gsρsf(vac) − 2K
∏
f ̸=f

′

ρsf ′ (vac) (2.76)

e

ρsf(vac) = −
γMf(vac)

2π2

∫ Λ

0

dk k2

(k2 +M2
f(vac))

1/2
. (2.77)

Agora temos todos os elementos do modelo NJL com três sabores necessários para

estudarmos a termodinâmica da matéria fortemente interagente em T = 0.

2.2.5 Transição de fases quiral em SU(3)

Para o caso do modelo NJL com três sabores ainda, temos de determinar a constante

de mistura de sabores K e a massa corrente do quark s. Essas constantes podem ser

obtidas de forma a reproduzir as massas dos mésons K, η e η‘ (note que há pelo menos

três observáveis adicionais). Os parâmetros utilizados para o modelo em três sabores

estão listados na Tabela 2.3.

TABELA 2.3 – Parametrizações do modelo NJL SU(3). Para cada conjunto de parâmetros (Gs, K, mf )
também são listados os valores de Mf(vac) obtidos. Os conjuntos RKH, HK e LKW foram retiradas da
referências (REHBERG et al., 1996; HATSUDA; KUNIHIRO, 1994; LUTZ et al., 1992), respectivamente.

Conjunto RKH HK LKW
Λ (MeV) 602, 3 631, 4 750
GsΛ

2 1, 835 1, 835 1, 82
GV /Gs − − 1, 1
KΛ5 12, 36 9, 29 8, 9
mu,d (MeV) 5, 5 5, 5 3, 6
ms (MeV) 140, 7 135, 7 87
Mu,d(vac) (MeV) 367, 7 335 361
Ms(vac) (MeV) 549, 5 527 501
⟨uu⟩1/3vac (MeV) −241, 9 −246, 9 −287
⟨ss⟩1/3vac (MeV) −257, 7 −267 −306
fπ (MeV) 92, 4 93 93
mπ (MeV) 135 138 139
mK (MeV) 497, 7 496 498

As análises que faremos aqui seguem os mesmos passos que os apresentados na Sub-

seção 2.2.3. Entretanto, diferentemente do caso de dois sabores, temos as quantidades do

quarks s sendo levadas em conta. Então fazemos kFf variar e para cada valor do momento

de Fermi solucionamos a equação transcendental (2.69), juntamente com a Equação (2.67),

e avaliamos Ω através da Equação (2.74). Podemos ver este resultado para vários valores

de GV nas Figuras 2.15. Usando como exemplo o caso de GV = 0, novamente ressaltamos

que a curva que satisfaz a estabilidade termodinâmica é a dada pelo segmento ABC.

Nota-se que aqui ocorre exatamente o mesmo efeito em relação a GV observado no
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FIGURA 2.15 – Ω em função de µ para o conjunto RKH do modelo NJL de três sabores e para GV = 0,
GV = 0, 25Gs, GV = 0, 5Gs e GV = Gs.

modelo NJL com dois sabores. À medida que aumentamos GV , o valor do potencial

qúımico da transição de fases é deslocado de seu valor original15 até o momento em que a

transição de primeira ordem desaparece em favor de uma da transição de fases cont́ınua.

Podemos observar também a influência do canal vetorial na massa constituinte, dada

pela Equação (2.69), e nos condensados quirais, definidos na Equação (2.67). Veja as

Figuras 2.16, 2.17, 2.18 e 2.19 a seguir.
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FIGURA 2.16 – Mf em função de µ para o conjunto RKH do modelo NJL de três sabores com GV = 0.
A curva azul refere-se aos quarks u, d e a curva preta aos quarks s.

15Lembramos que o valor original do potencial qúımico é dado por µ = (k2Ff +M2
f )

1/2.
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FIGURA 2.17 – Mf em função de µ para o conjunto RKH do modelo NJL de três sabores com GV =
0, 25Gs. A curva azul refere-se aos quarks u, d e a curva preta aos quarks s.
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FIGURA 2.18 – Mf em função de µ para o conjunto RKH do modelo NJL de três sabores com GV =
0, 5Gs. A curva azul refere-se aos quarks u, d e a curva preta aos quarks s.
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FIGURA 2.19 – Mf em função de µ para o conjunto RKH do modelo NJL de três sabores com GV = Gs.
A curva azul refere-se aos quarks u, d e a curva preta aos quarks s.

Novamente, vemos que o canal vetorial exerce um papel importante na transição de fa-

ses quiral,“deslocando”o µquiral para valores mais altos, até eliminar totalmente a transição

de fases de primeira ordem. Outro resultado interessante que podemos observar também

em SU(3) é o efeito da redução da massa dos quarks. Olhando para o caso GV = 0,
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para o qual µquiral = 361, 079 MeV, podemos ver que os quarks up e down sofrem uma

drástica queda no valor de sua massa, saindo de 367, 7 Mev para praticamente 50 MeV,

um decréscimo de aproximadamente 85% em suas massas. Já o quark estranho não sofre

uma queda tão significativa em sua massa se comparado aos quarks leves. Podemos ver

ainda que tanto sua massa quanto o valor de ρss permanecem praticamente estáveis após

a transição quiral, até aproximadamente 470 MeV, quando os valores passam a cair.

2.3 Modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL)

Apesar dos modelos de sacola do MIT e NJL serem adequados em descrever a certas

caracteŕısticas da QCD, eles ainda padecem da falta da descrição do desconfinamento

assintótico dos quarks16. Tentando-se aproximar os modelos efetivos à teoria original

da QCD, foi proposto o modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) (FUKUSHIMA,

2004). O modelo baseia-se na inserção de modo fenomenológico do efeito de confina-

mento/desconfinamento a partir da incorporação do laço (ou loop) de Polyakov (POLYA-

KOV, 1978; SUSSKIND, 1979; SVETITSKY; YAFFE, 1982) definido com um loop de Wilson

no espaço euclidiano (WILSON, 1974). O laço de Wilson nos fornece um mecanismo capaz

de realizar uma transformação de gauge entre dois pontos do espaço-tempo euclidiano, de

modo a preservar a invariância do campo de gauge. O loop de Wilson é definido como

W (x, y) = P exp

[
i

∫ y

x

dxµAµ

]
, (2.78)

onde Aµ é o campo de glúons. No espaço-tempo euclidiano W (x, y) pode alcançar dois

tempos euclidianos distintos, τ = 0 e τ = β na mesma posição espacial x⃗ . Este laço

fechado é interpretado como o laço de Polyakov, dado por

L̂(x⃗) = P exp

[
i

∫ β

0

dτA4(x⃗, τ)

]
, (2.79)

sendo A4 = iA0 a componente temporal euclidiana do campo gluônico Aµ, β = 1/T é o

inverso da temperatura e P indica a ordem do caminho no tempo imaginário τ , que pode

ir de 0 a β. A partir das rotações de Wick (PESKIN; SCHROEDER, 1995) podemos fazer

t→ −iτ para construir todo o formalismo envolvendo o operador L̂, podendo interpretá-lo

como uma caminho fechado que interliga os pontos 0 e β em tempos diferentes.

Podemos definir o traço de laço de Polyakov normalizado no número de cores (Nc = 3),

16Ou seja, desconfinamento a curtas distancias, ou em liberdade assintótica.
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e seu complexo conjugado, como (FERREIRA, 2015)

Φ =

〈
1

Nc

Tr[L̂]

〉
=

〈
1

3
Tr

[
exp

(
i

∫ β

0

dτA4

)]〉
(2.80)

e

Φ∗ =

〈
1

Nc

Tr[L̂†]

〉
=

〈
1

3
Tr

[
exp

(
−i
∫ β

0

dτA4

)]〉
, (2.81)

onde Φ é introduzido como um campo de fundo no modelo NJL com o intuito de trazer

a dinâmica dos glúons ao modelo. Assim, Φ pode ser interpretado como o parâmetro

de ordem da transição confinamento/desconfinamento, uma vez que tal quantidade está

ligada com a simetria de centro (Z(Nc))
17 (HOLLAND; WIESE, ; WEISS, 1982). Em sistemas

puros de glúons esta simetria tem um papel importante e sempre é verificada em sistemas

bosônicos. Ainda, Φ está associado à energia livre de um quark (Fq), via (MCLERRAN;

SVETITSKY, 1981)

Φ = e−Fq/kBT . (2.82)

Caso tenhamos a simetria de centro realizada (Φ = 0) e Fq → ∞, significando que o quark

está confinado. Em contrapartida, se tivermos a simetria de centro quebrada (Φ ̸= 0), o

quark está desconfinado.

2.3.1 Setor puro de glúons

Como o laço de Polyakov é uma teoria puramente gluônica, sua termodinâmica deve

ser determinada a partir do setor puro de glúons (SPG) em temperatura finita. Isto quer

dizer que as equações de estado de um gás efetivo de glúons dependentes de Φ e Φ∗ devem

reproduzir resultados já conhecidos deste setor, neste caso, dados obtidos via cálculos

da LQCD. O grande potencial que descreve o SPG (ΩSPG = U(Φ,Φ∗, T )) a partir desta

perspectiva. Comumente chamado de potencial de Polyakov, U(Φ,Φ∗, T ) se apresenta

de algumas formas diferentes. Os potenciais de Polyakov mais comuns na literatura são

dados por

URTW05(Φ,Φ
∗, T )

T 4
= −b2(T )

2
ΦΦ∗ − b3

6
(Φ3 + Φ∗3) +

b4
4
(ΦΦ∗)2 , (2.83)

URRW06(Φ,Φ
∗, T )

T 4
= −b2(T )

2
ΦΦ∗ + b4(T )ln

[
1− 6ΦΦ∗ + 4(Φ3 + Φ∗3)− 3(ΦΦ∗)2

]
,(2.84)

UFUKU08(Φ,Φ
∗, T )

b T
= −54e−a/TΦΦ∗ − ln

[
1− 6ΦΦ∗ − 3(ΦΦ∗)2 + 4(Φ3 + Φ∗3)

]
, (2.85)

UDS10(Φ, T ) = (a0T
4 + a1µ

4 + a2T
2µ2)Φ2 + U0(Φ) , (2.86)

17Esta por sua vez é relacionada a simetria SU(Nc).
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sendo

b2(T ) = a0 + a1

(
T0
T

)
+ a2

(
T0
T

)2

+ a3

(
T0
T

)3

, (2.87)

b4(T ) = b4

(
T0
T

)3

(2.88)

e

U0(Φ) ≡ a3T
4
0 ln(1− 6Φ2 + 8Φ3 − 3Φ4) , (2.89)

sendo a, b, a0, a1, a2, a3, b3 e b4 constantes adimensionais e T0 = 270 MeV a tempe-

ratura para que o desconfinamento ocorra no setor puro de glúons. Estes potencias de

Polyakov são nomeados como RTW05 (RATTI et al., 2006), RRW06 (RÖSSNER et al., 2007;

RATTI et al., 2007), FUKU08 (FUKUSHIMA, 2008b) e DS10 (DEXHEIMER; SCHRAMM, 2009;

DEXHEIMER; SCHRAMM, 2010). Na Figura 2.20 podemos ver os resultados do potencial

de Polyakov RTW05 para o SPG comparados com os resultados obtido pela QCD na

rede para a densidade de energia, pressão e entropia, dados em função de U via relações

p = −ΩSPG = −U , ϵ = U − T ∂U
∂T

e s = −∂U
∂T

.

FIGURA 2.20 – Densidade de energia (ϵ), entropia (s) e pressão (p), como funções da temperatura (em
unidades de T0) para o setor puro de glúons descrito pelo potencial de Polyakov dado em (2.83). Figura
extráıda da referência (RATTI et al., 2006).

Podemos encontrar o valor para o laço de Polyakov a partir da solução de

∂U
∂Φ

=
∂U
∂Φ∗ = 0 , (2.90)

sendo Φ e Φ∗ soluções que minimizam o grande potencial termodinâmico do setor puro de
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glúons. Como um exemplo, ilustramos na Figura 2.21 o potencial de Polyakov em função

de Φ para dois valores de T . Ainda, para o SPG temos que Φ = Φ∗.

FIGURA 2.21 – Potencial de Polyakov dado em (2.83) como função de Φ para duas temperaturas dife-
rentes. Figura extráıda da referência (RATTI et al., 2006).

Podemos também analisar na Figura 2.22 o laço de Polyakov em razão de T/Tc, sendo

Tc a temperatura cŕıtica. Repare que para T = Tc o laço de Polyakov passa a ser diferente

de zero, o que indica que ocorre a transição da fase confinada para a desconfinada, sendo

esta uma transição de fases de primeira ordem com Tc = T0 = 270 MeV. A construção de

b2(T ) no potencial RTW05, Equação (2.83), é feita de modo que essa transição de fases

seja reproduzida.

FIGURA 2.22 – Φ em função de T (em unidades de Tc = T0), obtido a partir da Equação (2.90). Figura
extráıda da referência (RATTI et al., 2006).

Se analisarmos agora o potencial de Polyakov RRW06, dado na Equação (2.84), vemos

que os termos independentes da temperatura da Equação (2.83) são substitúıdos por um
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termo logaritmo de Φ e Φ∗. Este termo em particular limita o laço de Polyakov a valores

menores que 1. Na Figura 2.23 vemos a comparação das quantidades termodinâmicas

deste modelo com os resultados da lattice e a forma do potencial de Polyakov (2.84) para

alguns valores de temperatura.

FIGURA 2.23 – SPG descrito pelo potencial de Polyakov RRW06 (2.84). Na curva da esquerda, densidade
de energia (ϵ), entropia (s) e pressão (p), como funções de T (em unidades de Tc = T0). Na curva da
direita, U/T 4 em função de Φ para alguns valores de T . Figura extráıda da referência (RÖSSNER et al.,
2007).

Os parâmetros adimensionais usados em U(Φ,Φ∗, T ) para os potenciais RTW05 (2.83)

e RRW06 (2.84) são dados na tabela 2.4.

TABELA 2.4 – Parâmetros dos potenciais dados nas Equações (2.83) e (2.84).

U(Φ,Φ∗, T ) a0 a1 a2 a3 b3 b4

Eq. (2.83) 6, 75 −1, 95 2, 625 −7, 44 0, 75 7, 5
Eq. (2.84) 3, 51 −2, 47 15, 22 - - −1, 75

O potencial de Polyakov FUKU08, dado pela Equação (2.85), tem sua termodinâmica

compat́ıvel com os dados da LQCD em temperaturas próximas à temperatura de transição

de fases do desconfinamento. Diferentemente dos outros potenciais, que têm o valor de

suas constantes adimensionais determinadas levando-se em conta a reprodução do limite

de Stefan-Boltzman em altas temperaturas, os autores do potencial FUKU08 acreditam

que este limite não deveria ser considerado, visto que o laço de Polyakov descreve glúons

longitudinais e para altas temperaturas os glúons transversais devem ser os dominantes

no sistema. A partir desta suposição K. Fukushima propôs a expressão dada na Equa-

ção (2.85), com a = 664 MeV determinado para que a transição de primeira ordem ocorra

na temperatura T0 = 270 MeV e b escolhido de forma que a transição quiral coincida com

a transição do desconfinamento quando quarks são adicionados ao sistema. Neste caso a
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transição de fases é um crossover 18 em torno de T = 200 MeV.

2.3.2 Equações de estado do modelo PNJL em T ̸= 0

O modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio é uma generalização do modelo NJL com

a inclusão da dinâmica do efeito do confinamento/desconfinamento. Assim, o modelo

PNJL se torna um modelo efetivo da QCD que descreve mais realisticamente a matéria

fortemente interagente se comparado ao modelos de sacola do MIT e ao NJL. Basicamente

a dinâmica dos quarks é introduzida na teoria modificando a derivada ∂µ existente na

densidade lagrangiana do modelo NJL, de modo que esta se torna

∂µ → Dµ ≡ ∂µ + iAµ , (2.91)

sendo Aµ = δµA0 o campo dos glúons,com A0 = gA0
aλa/2, onde λa são as matrizes

de Gell-Mann em SU(3)19. Ainda, faz-se também a inclusão do potencial de Polyakov

na densidade lagrangiana do modelo NJL. A partir destas considerações, temos que a

densidade lagrangiana do modelo PNJL com três sabores é dada por

LPNJL =
∑
f

ψ̄f (iγµD
µ −mf )ψf +Gs

∑
f

8∑
a=0

[(
ψ̄fλaψf

)2 − (ψ̄fγ5λaψf

)2]
+ K

∑
f

[
detf

(
ψ̄f (1− γ5)ψf

)
+ detf

(
ψ̄f (1 + γ5)ψf

)]
− U(Φ,Φ∗, T )

− GV

∑
f

8∑
a=0

[(
ψ̄fγµλaψf

)2
+
(
ψ̄fγµγ5λaψf

)2]
, (2.92)

Constrúımos a termodinâmica do modelo a partir da determinação do grande potencial

termodinâmico dado por

ΩPNJL = −T
V
ln (ZPNJL) , (2.93)

sendo ZPNJL a função de partição do modelo. Uma das formas de se obter esta função

de partição é através da conexão entre a Teoria Quântica de Campos e a Mecânica Esta-

t́ıstica Quântica, diferentemente do método realizado para o modelo NJL, por exemplo,

na referência (DUARTE, 2018) na qual Ω é encontrado através do uso da aproximação do

campo médio, do formalismo de Nambu-Gorkov e de campos bosônicos auxiliares. Para

o modelo PNJL usamos o primeiro método e obtemos o grande potencial termodinâmico

18Equivalente a uma transição de fases cont́ınua.
19Veja o Apêndice A.
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como sendo

ΩPNJL = Gs

∑
f

ρ2sf −GV

∑
f

ρ2f + 4K
∏
f

ρsf −
γ

2π2

∑
f

∫ Λ

0

dk k2(k2 +M2
f )

1/2

− γ

6π2

∑
f

∫ ∞

0

dk k4

(k2 +M2
f )

1/2
[f(Ef , T,Φ,Φ

∗) + f̄(Ef , T,Φ,Φ
∗)]

+ U(Φ,Φ∗, T ) , (2.94)

onde Ef = (k2Ff +M2
f )

1/2, γ = Ns ×Nc = 6 devido ao número de spin e cor, respectiva-

mente. Igualmente como realizado na Seção 2.2 para o modelo NJL, precisamos introduzir

um momento regularizador (Λ) na primeira integral de ΩPNJL para evitar divergências.

As constante Gs, K e mf são determinadas no setor de quarks20. Exatamente como no

modelo NJL, Equações (2.69) e (2.70), a massa constituinte e o potencial qúımico são

definidos como

Mf = mf − 2Gsρsf − 2K
∏
f ̸=f ′

ρsf ′ , (2.95)

µf = 2GV ρf + (k2Ff +M2
f )

1/2 , (2.96)

sendo ρsf =
〈
ψ̄fψf

〉
o condensado dos quarks, obtido pela condição ∂ΩPNJL

∂ρsf
= 0, dado por

ρsf =
γ

2π2

∫ ∞

0

dk k2
Mf

Ef

[
f(Ef , T,Φ,Φ

∗) + f̄(Ef , T,Φ,Φ
∗)
]
− γ

2π2

∫ Λ

0

dk k2
Mf

Ef

. (2.97)

As distribuições de Fermi-Dirac, f(Ef , T,Φ,Φ
∗) e f̄(Ef , T,Φ,Φ

∗)21, são dadas por

f(k, T,Φ,Φ∗) =
Φe2(E−µ)/T + 2Φ∗e(E−µ)/T + 1

3Φe2(E−µ)/T + 3Φ∗e(E−µ)/T + e3(E−µ)/T + 1
(2.98)

e

f̄(k, T,Φ,Φ∗) =
Φ∗e2(E+µ)/T + 2Φe(E+µ)/T + 1

3Φ∗e2(E+µ)/T + 3Φe(E+µ)/T + e3(E+µ)/T + 1
. (2.99)

Podemos encontrar a densidade de quarks ρf =
〈
ψ̄fγ0ψf

〉
a partir de

ρf = −∂ΩPNJL

∂µf

=
γ

2π2

∫ ∞

0

dk k2[f(Ef , T,Φ,Φ
∗)− f̄(Ef , T,Φ,Φ

∗)] . (2.100)

20Ou seja, estas constantes são calculadas utilizando-se o modelo NJL, da mesma forma mostrada na
Subseção 2.2.3 e 2.2.5.

21Estas funções não são complexos conjugados uma das outras, uma vez que ambas são funções re-
ais (HANSEN, 2009).
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Podemos perceber que as equações de estado do modelo PNJL são similares às do

modelo NJL. As diferenças estão na substituição das função de Fermi-Dirac usuais dos

quarks e antiquarks pelas funções generalizadas dada pelas Equações (2.98) e (2.99), e

na introdução da dinâmica dos glúons através do potencial de Polyakov. Além disso, as

soluções para Φ e Φ∗ podem ser encontras através de

∂ΩPNJL

∂Φ
=
∂ΩPNJL

∂Φ∗ = 0 , (2.101)

que simultaneamente com a solução da Equação (2.95) para a massa constituinte, determi-

nam completamente o modelo PNJL. Podemos também calcular a densidade de entropia

do modelo via

SPNJL = −∂ΩPNJL

∂T
ou SPNJL =

PPNJL + EPNJL −
∑

f µfρf

T
(2.102)

Por fim, ressaltamos que no limite T = 0, as distribuições de Fermi-Dirac dadas pelas

Equações (2.98) e (2.99) se transformam em funções degrau θ(kFf − k) e toda a dinâmica

de Φ desaparece, fazendo com que as equações de estado se reduzam às mesmas dadas

pelo modelo NJL em temperatura zero.



3 Modelo de

Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio SU(2) em

temperatura nula

Como vimos no caṕıtulo passado, os modelos NJL e PNJL exibem a mesma falha, a

falta de descrição do confinamento/desconfinamento dos quarks em temperatura zero. O

modelo PNJL, apesar de ser uma clara evolução do modelo NJL, tem a capacidade de des-

crever o confinamento/desconfinamento em T ̸= 0 através dos campos Φ e Φ∗.Entretanto,

tal dinâmica não se mantém no regime de temperatura nula. Este problema ocorre por

dois motivos. O primeiro é que para o limite T → 0 as distribuições generalizadas de

Fermi-Dirac, dadas nas Equações (2.98) e (2.99), se transformam em funções degrau

θ(kF − k) e as integrais que vão até o infinito passam a ir até kF . O segundo motivo

é que as contribuições dos glúons, dadas através dos potencias de Polyakov, se anulam

em temperatura nula, ou seja, U(Φ,Φ∗, T = 0) = 0. Assim, as equações de estado do

modelo PNJL se tornam as mesmas dadas no modelo NJL em T = 0, consequentemente

perdendo-se totalmente a informação acerca do confinamento/desconfinamento e toda a

estrutura do laço de Polyakov implementada em T ̸= 0.

Para contornar este problema, foi proposto nas referências (MATTOS et al., 2019; MAT-

TOS et al., 2021a) o modelo de Polyavok-Nambu-Jona-Lasinio em T = 0 (PNJL0) em sua

versão de dois sabores. O modelo baseia-se em uma transformação realizada nas constan-

tes de acoplamento do modelo NJL em temperatura nula, de modo que as contribuições

advindas do laço de Polyakov não são perdidas no limite T → 0. Neste caṕıtulo nos

dedicaremos a descrever o modelo PNJL0 em dois sabores, bem como seu comportamento

termodinâmico com as caracteŕısticas das transições de fases da quebra/restauração da

simetria quiral e do confinamento/desconfinamento.
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3.1 Equações de estado do modelo PNJL0 SU(2)

A ideia básica do modelo PNJL0 é introduzir o laço de Polyakov nas equações de estado

do modelo NJL em temperatura zero. Com este propósito usamos o traço do loop como um

campo de fundo efetivo escalar em T = 0 e impomos que as constantes de acoplamento

desapareçam quando os quarks estiverem desconfinados, regime em que Φ → 1. Essa

fenomenologia pode ser alcançada transformando as constantes de acoplamento em funções

dependentes do laço de Polyakov, sendo escritas da seguinte forma

Gs → Gs(Gs,Φ) = Gs

(
1− Φ2

)
, (3.1)

GV → GV (GV ,Φ) = GV

(
1− Φ2

)
, (3.2)

onde Gs e GV são as constantes que regulam os canais de acoplamento escalar e veto-

rial, respectivamente. Aqui utilizamos o approach Φ = Φ∗. Estas alterações podem ser

interpretadas como uma versão mais simplificada da proposta do modelo Entanglement

PNJL (EPNJL) (SAKAI et al., 2010), onde os autores propõem uma mudança do tipo

Gs(Φ,Φ
∗) = Gs

[
1− α1ΦΦ

∗ − α2(Φ
3 + Φ∗3)

]
, (3.3)

para a constante de acoplamento escalar1, com α1 e α2 constantes a serem determinadas.

As alterações propostas nesse trabalho visam reproduzir dados da QCD na rede para

potenciais qúımicos imaginários (SAKAI et al., 2010). Para este modelo, as correlações

entre os parâmetros de ordem ρs e Φ são mais fortes, o que acarreta nas transições de fases

da simetria quiral quebrada/restaurada e do confinamento/desconfinamento acontecerem

para uma mesmo T ( ̸= 0) quando µ = 0. Note que para o caso no qual α1 = α2 = 0 o

modelo EPNJL se reduz ao modelo PNJL e assim como este, perde toda as contribuições

de Φ quando em temperatura zero, novamente reduzindo-se ao modelo NJL em T = 0.

Na proposta do modelo PNJL0, assumimos que os quarks estão livres quando Φ = 1

e suas interações devem desaparecer. Já para Φ = 0, os quarks permanecem confinados.

Implementamos as mudanças (3.1) e (3.2) nas equações de estado do modelo NJL em

T = 0, Equações (2.48), (2.58) e (2.59), o que consequentemente demanda a determinação

dos posśıveis valores de Φ através da condição(
∂Ω

∂Φ

)
µ

= 0 , (3.4)

1No trabalho (SAKAI et al., 2010), os autores não consideram realizar uma modificação na constante
de acoplamento do canal vetorial.
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ou, equivalentemente (
∂E
∂Φ

)
ρ

= 0 , (3.5)

resolvida simultaneamente com as equação deM com os acoplamentos modificados. Entre-

tanto, simplesmente tornar as constantes de acoplamento dependentes do laço de Polyakov

não é capaz de gerar soluções para Φ diferentes de zero, o que consequentemente reduz

as equações de estado as do NJL em temperatura zero novamente. A fim de evitarmos

este problema, além das modificações dadas por (3.1) e (3.2), adicionamos a quantidade

U0(Φ) nos potenciais termodinâmicos que descrevem o sistema (E e Ω). Esta quantidade

é escrita como

U0(Φ) = a3T
4
0 ln
(
1− 6Φ2 + 8Φ3 − 4Φ4

)
, (3.6)

onde a3 é um parâmetro livre adimensional e T0 = 190 MeV sendo a temperatura que

o desconfinamento acontece no SPG (RATTI et al., 2006). Outro efeito importante deste

termo é restringir os valores de Φ no intervalo 0 ≤ Φ ≤ 1. A introdução deste termo

foi inspirada na proposta das referências (DEXHEIMER; SCHRAMM, 2009; DEXHEIMER;

SCHRAMM, 2010), onde os autores adicionam o termo em seu potencial de Polyakov, dado

pela Equação (2.86), para garantir soluções diferentes de zero. Entretanto, este é um

modelo muito mais elaborado, que leva em conta as graus de liberdade de hádrons e

quarks em sua densidade lagrangiana.

Introduzindo os acoplamentos Gs e GV juntamente com o potencial U0(Φ) nas EOS do

modelo NJL em T = 0, Equações (2.48) e (2.59), obtemos os potenciais termodinâmicos

o modelo PNJL0 com dois sabores2, dados por

EPNJL0 = GV ρ
2 +Gsρ

2
s − 2GVΦ

2ρ2 − γ

2π2

∫ Λ

kF

dkk2(k2 +M2)1/2 − E(vac)

+ UPNJL0(ρ, ρs,Φ) (3.7)

e

ΩPNJL0 = −GV ρ
2 +Gsρ

2
s −

γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 − γ

6π2

∫ kF

0

dk
k4

(k2 +M2)1/2

+ UPNJL0(ρ, ρs,Φ)− E(vac) , (3.8)

sendo E(vac) definido pela Equação (2.46). Definimos o potencial de Polyakov do modelo

2Aqui estamos nas mesmas condições de matéria simétrica de quarks que a apresentada na Subse-
ção 2.2.1,ou seja, ψu = ψd.
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PNJL0 como

UPNJL0(ρ, ρs,Φ) = GVΦ
2ρ2 −GsΦ

2ρ2s + U0(Φ) . (3.9)

Podemos escrever, respectivamente, a equação para a massa constituinte e potencial

qúımico do modelo PNJL0 como

M = m− 2Gs(1− Φ2)ρs (3.10)

e

µ = 2GV (1− Φ2)ρ+ (k2 +M2)1/2 , (3.11)

com ρs dado por

ρs = −γM
2π2

∫ Λ

kF

dk
k2

(k2 +M2)1/2
(3.12)

sendo exatamente a mesma expressão encontrada para o modelo NJL.

Um aspecto importante a ser observado no modelo PNJL0 é a inclusão do efeito cha-

mado de back-reaction do setor de quarks no setor de glúons, em outras palavras, as

interações dos quarks influenciam no setor dos glúons, como mostrado na Equação (3.9),

onde temos o potencial dependente de fontes de quarks (ρ e ρs). Nos modelos PNJL con-

vencionais em temperatura finita acontece o inverso, o setor dos glúons interfere no setor

dos quarks através das funções generalizadas de Fermi-Dirac, onde o laço de Polyakov

está presente, veja as expressões (2.98) e (2.99). Porém, não temos os quarks interferindo

no setor de glúons, como percebe-se nos potencias de Polyakov apresentados na Subse-

ção 2.3.1. Já o modelo PNJL0 apresenta um efeito de back-reaction completo em T = 0,

ou seja, os setores dos quarks e dos glúons interferem uns nos outros, com a suposição que

as interações desapareçam na fase do desconfinamento e da inclusão do termo dado pela

Equação (3.6).

3.2 Soluções de Φ ̸= 0 para o modelo PNJL0 SU(2)

A inclusão do termo U0(Φ) no potencial de Polyakov, dado na Equação (3.6), possibilita

que o modelo PNJL0 exiba soluções não nulas de Φ quando se resolve a Equação (3.4) ou

(3.5). Isto nos habilita a estudar a dinâmica do desconfinamento no regime de temperatura

zero, com a constante a3 regulando este efeito. Assim, investigamos o comportamento do

grande potencial termodinâmico ΩPNJL0 como função do laço de Polyakov. Mostramos na
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Figura 3.1 o comportamento de ΩPNJL0, dado pela Equação (3.8), em função de Φ com

a Equação (3.10) solucionada sem levar em consideração a condição ∂ΩPNJL0/∂Φ = 0.

Variamos aqui os valores de a3 e µ usando os parâmetros do conjunto 3 da Tabela 2.2.

Note nas figuras que para um valor fixo de µ, como por exemplo µ = 517 MeV, a variação
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FIGURA 3.1 – ΩPNJL0 em função de Φ para GV = 0 e diversos valores de a3. O potencial qúımico é
dado em (a) por µ = M(vac) = 500 MeV, em (b) por µ = 517 MeV, em (c) por µ = 551 MeV e em (d)
por µ = Λ = 569, 3 MeV.

dos valores de a3 não produz nenhuma alteração no valor de Φ correspondente ao mı́nimo

de ΩPNJL0, ou seja, somente há mı́nimos em Φ = 0 qualquer que seja o valor de a3.

Também pode ser notado que para um valor positivo de a3 temos o aparecimento de um

máximo em vez de um mı́nimo, situação fisicamente descartada. Vemos esses mesmos

efeitos para todos os valores de µ testados. Até mesmo para o valor mais extremo que

podemos inferir para o potencial qúımico, µ = Λ = 569, 3 MeV, não há indicações que

será produzido valores de Φ ̸= 0. Isso significa que o modelo não exibe a dinâmica do

desconfinamento para a região analisada deM(vac) ≤ µ ≤ Λ. O único efeito aqui observado

é: conforme aumentamos µ, diminúımos o valor de ΩPNJL0(Φ = 0). De forma resumida,

o modelo PNJL0 com GV = 0, não exibe a dinâmica do confinamento/desconfinamento

para os parâmetros3 do conjunto 3 da Tabela 2.2. Mostramos na Figura 3.2, para os

mesmos valores de µ e a3 da Figura 3.1, que caso o canal vetorial seja inclúıdo (GV ̸= 0),

então passa a ser posśıvel o aparecimento de um segundo mı́nimo para ΩPNJL0 conforme

aumentamos o valor de µ, mostrando que a dinâmica do confinamento/desconfinamento

3Na referência (MATTOS et al., 2021a), os autores chegam a mesma conclusão usando outro conjunto
de parâmetros.
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FIGURA 3.2 – ΩPNJL0 em função de Φ para GV = 0, 25Gs e diversos valores de a3. O potencial qúımico
é dado em (a) por µ = M(vac) = 500 MeV, em (b) por µ = 517 MeV, em (c) por µ = 551 MeV e em (d)
por µ = Λ = 569, 3 MeV.

está presente no sistema. Usando como exemplo a Figura 3.2b, onde µ = 517 MeV, para o

caso de a3 = −0, 1 (curva preta), o modelo exibe para ΩPNJL0 um mı́nimo local em Φ = 0 e

uma mı́nimo global em Φ ≈ 0, 8. Isto significa que existe um valor para o potencial qúımico

que fornece dois valores distintos de Φ para um mesmo valor de ΩPNJL0, ou seja, o modelo

PNJL0 com G = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 sofre uma transição de fases, onde o parâmetro

de ordem é o laço de Polyakov Φ. Pode-se concluir desta análise, que o modelo PNJL0

necessariamente precisa do canal vetorial ativo para exibir soluções para Φ diferentes de

zero e consequentemente exibir a fenomenologia do confinamento/desconfinamento em

T = 0.

3.3 Transição de fases do confinamento/desconfinamento em

T = 0

Podemos agora estudar as transições de fases do modelo PNJL0. A partir deste

ponto, todos os cálculos realizados utilizarão os parâmetros do conjunto 3 da Tabela 2.2,

GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1. Para isso avaliamos ΩPNJL0, dado pela Equação (3.8), impondo

a condição (∂ΩPNJ0/∂Φ)µ = 0 e solucionando simultaneamente a equação transcendental

da massa constituinte, Equação (3.10), com ρs, dado pela Equação (3.12). Basicamente,

utilizaremos aqui os mesmos métodos da Subseção 2.2.3 para identificar o valor do poten-
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cial qúımico no qual acontece a transição de fases do confinamento/desconfinamento. En-

tretanto, agora nosso parâmetro de ordem para a transição de fases será Φ. Na Figura 3.3

vemos que a curva correta para a fase do confinamento/desconfinamento de acordo com

a consistência termodinâmica é dada pelo segmento DEF . Repare que a transição quiral
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FIGURA 3.3 – ΩPNJL0 em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto 3 da Tabela 2.2.
A transição de fases do confinamento/desconfinamento é dada em µconf = 497, 602 MeV. No inset do
gráfico mostramos a curva da transição quiral no modelo PNJL0, que o ocorre em µquiral = 465, 637 MeV.

no modelo PNJL0 ocorre exatamente no mesmo potencial qúımico do modelo NJL com

a mesma parametrização4, ou seja, µPNJL0
quiral = µNJL

quiral. Podemos facilmente compreender o

porquê disto, basta analisarmos as EOS do modelo PNJL0 e a figura principal. Nota-se

que µquiral < µconf , isto significa que o sistema se encontra na fase onde os quarks estão

confinados, indicando que Φ = 0. Tomar Φ = 0, significa reduzir o modelo PNJL0 ao

modelo NJL em temperatura nula, conforme mostrado na Seção 3.1, ou seja, quando os

quarks estão confinados a termodinâmica é governada pelo modelo NJL. Somente a partir

de µconf o laço de Polyakov se torna diferente de zero e o sistema passa a ser governado

pelo modelo PNJL0. Dito isto, a curva total termodinamicamente estável passa a ser

dada pelo segmento ABCDEF , como mostrado na Figura 3.4.

Equivalentemente, também podemos obter o potencial qúımico da transição do con-

finamento/desconfinamento a partir da busca de mı́nimos globais simultâneos do grande

potencial termodinâmico em função de Φ. Na Figura 3.5 mostramos para alguns valores

fixos de µ que dois mı́nimos simultâneos ocorrem exatamente para µ = µconf . Perceba que

para os valores µ = 495 MeV e µ = 500 MeV somente temos um mı́nimo global, ou seja,

nestes casos o sistema encontra-se exclusivamente em uma das duas fases termodinâmicas

4Veja a Figura 2.7.
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FIGURA 3.4 – ΩPNJL0 em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto 3 da Tabela 2.2.
Sendo µquiral = 465, 637 MeV e µconf = 497, 602 MeV. A curva estável total é dada pelo segmento
ABCDEF .

posśıveis (confinamento ou desconfinamento). Apenas em µconf = 497, 602 MeV o sistema

realiza a transição de fases. Note que os dois mı́nimos simultâneos estão associados aos
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FIGURA 3.5 – ΩPNJL0 em função de Φ para GV = 0, 25Gs, a3 = −0, 1 e alguns valores de µ fixos, para
o conjunto 3 da Tabela 2.2.

pontos pa e pb. Estes mesmo pontos também podem ser visualizados na curva do parâ-

metro de ordem Φ em função do potencial qúımico µ, veja a Figura 3.6. Repare que os

pontos associados aos mı́nimos globais de ΩPNJL0 para µconf = 497, 602 MeV, delimitam

a fase termodinâmica do sistema, determinando onde os quarks estão confinados (ponto
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FIGURA 3.6 – Φ em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto 3 da Tabela 2.2.

pa, Φ = 0) e desconfinados (ponto pb, Φ ̸= 0).

Podemos também analisar o comportamento do condensado de quarks (ρs) do modelo

PNJL0. Na Figura 3.7, vemos que esta quantidade sofre duas transições em potencias

qúımicos distintos, uma em µquiral = 465, 637 MeV e outra em µconf = 497, 602 MeV.

Repare que para µ < µconf o condensado é descrito pela dinâmica do modelo NJL, sendo

a curva para ρs nesta região a mesma encontrada na Figura 2.7. No potencial qúımico

do confinamento/desconfinamento, µconf = 497, 602 MeV, a descontinuidade de Φ é re-

fletida em ρs devido ao efeito do back-reaction do setor de glúons no de quarks, como

mostrado na Equação (3.9). No inset da figura vemos mais claramente a transição do

confinamento/desconfinamento refletida também no condensado quiral.

3.4 Fase quarkiônica

Podemos identificar uma outra fase termodinâmica da matéria fortemente interagente

a partir da Figura 3.7 definida na região µquiral < µ < µconf (FUKUSHIMA, 2008b). Neste

intervalo de µ a matéria de quarks tem sua simetria quiral praticamente restaurada,

uma vez que em ρs/ρs(vac) ≈ 0, porém ainda permanecem confinados (Φ = 0). Somente

quando alcançado µ = µconf o laço de Polyakov emerge e os quarks seguem para a fase

desconfinada (Φ ̸= 0). A região delimitada no intervalo µquiral < µ < µconf , denomina-

se fase quarkiônica (ABUKI et al., 2008; BUISSERET; LACROIX, 2012; MCLERRAN et al.,

2009; MCLERRAN; PISARSKI, 2007; HIDAKA et al., 2008), onde a matéria de quarks tem
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FIGURA 3.7 – ρs/ρs(vac) em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto 3 da Tabela 2.2.

sua simetria quiral parcialmente restaurada, porém permanece confinada. Na Figura 3.8

mostramos um diagrama esquemático simplificado sobre a fase quarkiônica. Nota-se que a

fase quarkiônica apresenta caracteŕısticas de matéria de quarks e de matéria bariônica (ou

mesônica) simultaneamente.

µ

T

<ψψ> ≈ 0

Φ = 0
Φ = 0 Φ ≠ 1<ψψ> ≠ 0

Simetria quiral 
 quebrada

<ψψ> ≈ 0

Fase Quarkiônica Fase desconfinada

FIGURA 3.8 – Diagrama de fases esquemático previsto para o modelo PNJL0, com a fase quarkônica
inclusa.

No modelo PNJL0 podemos analisar o surgimento da fase quarkônica, uma vez que

a informação do desconfinamento está presente no modelo através do laço de Polyakov

implementado na estrutura do modelo NJL em T = 0. Neste sentido, podemos também

investigar os efeitos que a variação de a3 e de GV causam na fase quarkônica do modelo

PNJL0.
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3.4.1 Efeitos de a3 e GV

Investigaremos agora como a variação das constante a3 e GV afetam a fase quarkiônica

do modelo PNJL0. Na Figura 3.9 fixamos a magnitude do canal vetorial em GV = 0, 25Gs

e variamos a constante a3 que regula a intensidade do termo U0 na Equação (3.6). A varia-
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FIGURA 3.9 – Φ em função de µ para o conjunto 3 do modelo PNJL0 SU(2), com GV = 0, 25Gs e
diferentes valores de a3.

ção de a3 foi escolhida de tal maneira que tivéssemos transição de fases nos seguintes poten-

ciais qúımicos extremos: µconf = µquiral e µconf = Λ. Para o conjunto 3 de parametrizações,

os potenciais qúımicos das transições encontradas na Figura 3.9 e ∆µ = µconf −µquiral são

dados na Tabela 3.1. Note que o efeito de aumentarmos o valor da constante a3 é o de

TABELA 3.1 – Variação do parâmetro a3 no modelo SU(2) PNJL0, juntamente com os valores obtidos
para µconf e ∆µ, para o conjunto 3 e GV = 0, 25Gs. Para todos os casos abaixo, µquiral = 465, 637 MeV.

a3 µconf (MeV) ∆µ (MeV)
−0, 071357 465, 637 0
−0, 1 497, 602 31, 965
−0, 15 540, 890 72, 253
−0, 1913 569, 300 103, 663

diminuir a fase quarkiônica do sistema até eliminá-la completamente (∆µ = 0), nesse

caso, quando a3 = −0, 071357. Para este valor em particular, as transições de fases da

quebra/restauração da simetria quiral e do confinamento/desconfinamento para o grande

potencial termodinâmico do modelo PNJL0 ocorrem no mesmo valor de potencial qúımico,

µquiral = µconf = 465, 637 MeV, como mostrado na Figura 3.10.

Por fim, investigamos o efeito do canal vetorial na fase quarkiônica variando os valores
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FIGURA 3.10 – ΩPNJL0 em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 071357, sendo µquiral = µconf =
465, 637 MeV.

da constante GV para um valor fixo de a3, neste caso escolhemos a3 = −0, 1. A Figura 3.11

e a Tabela 3.2 mostram os resultados desta análise.
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FIGURA 3.11 – Φ em função de µ para o conjunto 3 do modelo PNJL0, com a3 = −0, 1 e diferentes
valores de GV .

Percebe-se que, semelhante ao que ocorre com a3, o aumento dos valores da constante

GV move toda a curva de Φ para valores menores de µ. Entretanto, o aumento dos

valores de GV move o ponto de quebra/restauração da simetria quiral para valores mais

altos de µ, este efeito também é observado no modelo NJL (BUBALLA, 2005). Assim,
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TABELA 3.2 – Variação do parâmetro GV no modelo PNJL0 SU(2), juntamente com os valores obtidos
para µconf , µquiral e ∆µ, para o conjunto 3 e a3 = −0, 1.

GV /Gs µconf (MeV) µquiral (MeV) ∆µ (MeV)
0, 07241 569, 300 443, 477 125, 823
0, 1 574, 108 447, 119 126, 989
0, 25 497, 602 465, 637 31, 965
0, 3 490, 300 471, 408 18, 892

temos a fase quarkiônica na verdade encolhendo, como notamos nos valores de ∆µ na

Tabela 3.2. Na referência (MATTOS et al., 2021a), os autores sugerem que para GV >

1, 18Gs a transição quiral pode ocorrer após o desconfinamento, ou seja, µquiral > µconf .

Ressaltamos que não há na literatura um consenso de qual seria o valor exato desta

constante5. Sabe-se que um dos efeitos causados pela variação deste parâmetro é, por

exemplo, a alteração da posição do ponto cŕıtico final do diagrama de fases da matéria

fortemente interagente (FUKUSHIMA, 2008a; SAKAI et al., 2008; BRATOVIC et al., 2013).

5Isto também vale para o valor tido como “canônico”, GV = 0, 5Gs.



4 Modelo de

Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio SU(3) em

temperatura nula

No caṕıtulo anterior, incorporamos alguns efeitos esperados da QCD na versão de dois

sabores do modelo PNJL, a saber, em baixas densidades, ou equivalentemente grandes

distâncias entre as part́ıculas, os quarks devem interagir fortemente, enquanto que em

curtas distâncias a interação deve ser enfraquecida. O primeiro efeito está associado ao

comportamento não perturbativo da região do infravermelho da QCD, e o segundo repre-

senta a f́ısica da região ultravioleta (perturbativa) da teoria, na qual os quarks interagem

fracamente devido ao fenômeno da liberdade assintótica. Esta f́ısica foi introduzida no

modelo através da inclusão do laço de Polyakov no regime de temperatura nula, tratado

como um campo escalar representando os glúons de forma efetiva. Dessa maneira, foi

posśıvel trazer toda a complexidade da dinâmica da QCD incorporando a transição do

regime de interações fortes (região do infravermelho) para o regime de interações quase

nulas (região do ultravioleta) entre os quarks.

Como mostramos no Caṕıtulo 3, o modelo PNJL0 SU(2) é constrúıdo através da

implementação do laço de Polyakov nas equações de estado do modelo NJL SU(2) em

temperatura nula e com a condição de que as constates de acoplamento escalar e vetorial

desapareçam na fase do desconfinamento (Φ = 1). Tal abordagem possibilita o estudo da

fase de confinamento/desconfinamento dos quarks, algo já mencionado não ser posśıvel

a partir de modelos PNJL usais. A fim de estender a fenomenologia do modelo, foi

proposto na referência (MATTOS et al., 2021b) a versão em três sabores do modelo PNJL0.

Dedicaremos este caṕıtulo para a descrição do modelo PNJL0 SU(3), demonstrando seu

comportamento termodinâmico, as caracteŕısticas de suas fases de quebra/restauração da

simetria quiral e de confinamento/desconfinamento, bem como suas principais diferenças

em relação a sua versão de dois sabores.
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4.1 Equações de estado do modelo PNJL0 SU(3)

Constrúımos o modelo PNJL0 de três sabores a partir da transformação das constantes

de acoplamento do modelo NJL SU(3) em T = 0, em funções dependentes de Φ. Além das

modificações nas constatantes de acoplamento escalar e vetorial realizadas na Seção 3.1,

Equações (3.1) e (3.2), para o caso do modelo PNJL0 com três sabores precisamos também

introduzir o traço do laço de Polyakov na constante da mistura de sabores K tornado-a

dependente de Φ e impondo que no regime do desconfinamento (Φ = 1) o acoplamento

desapareça. Assim, definimos a nova constante da mistura de sabores como1

K → K(K,Φ) = K
(
1− Φ2

)
, (4.1)

juntamente com as constante escalar e vetorial2

Gs → Gs(Gs,Φ) = Gs

(
1− Φ2

)
, (4.2)

GV → GV (GV ,Φ) = GV

(
1− Φ2

)
. (4.3)

Na proposta do modelo PNJL0, assumimos que quando os quarks estão livres, regime

em que Φ = 1, suas interações devem desaparecer. Para Φ = 0, os quarks remanescem

confinados e as equações do modelo PNJL0 SU(3) se reduzem as do modelo NJL SU(3) em

T = 0. Somente a partir do momento que Φ torna-se diferente de zero, o sistema passa

a ser governado pelas equações do modelo PNJL0 SU(3). Assim implementamos estas

mudanças nas EOS do modelo NJL SU(3) em T = 0, Equações (2.72) (2.73) e (2.74), e

consequentemente precisamos determinar os valores de Φ através da condição(
∂Ω

∂Φ

)
µ

= 0 , ou

(
∂E
∂Φ

)
ρ

= 0 , (4.4)

com os condensados quirais de cada sabor f dados por

Mf = mf − 2Gs

(
1− Φ2

)
ρsf − 2K

(
1− Φ2

) ∏
f ̸=f ′

ρsf ′ , (4.5)

onde o condensado quiral escrito como

ρsf = −γMf

2π2

∫ Λ

kFf

dk
k2

(k2 +M2
f )

1/2
. (4.6)

1Aqui estamos usando o approach Φ = Φ∗.
2Estes são os mesmos acoplamentos definidos para o modelo PNJL0 SU(2), veja as Equações (3.1) e

(3.2).
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Repare que para o caso de três sabores, a expressão deMf (4.5) contém agora dois termos

que contribuem para o efeito do back-reaction do setor de glúons no setor de quarks.

Aqui, assim como na Seção 2.2.4, estamos trabalhando no regime de matéria simétrica de

quarks3, ou seja, µu = µd = µs = µ. Definimos os potenciais qúımicos para cada sabor f

do modelo PNJL0 SU(3) como

µf =
√
k2Ff +M2

f + 2GV

(
1− Φ2

)
ρf , (4.7)

sendo

ρf =
γ

6π2
k3Ff . (4.8)

Repare que as Equações (4.6), (4.7) e (4.8) são exatamente as mesmas encontradas para o

modelo PNJL0 SU(2). Introduzindo o potencial de Polyakov juntamente com os acopla-

mentos Gs, GV e K nas Equações (2.72) e (2.74), determinamos as EOS do modelo PNJL0

SU(3) como sendo dadas por

EPNJL0 = Gs

∑
f

ρ2sf + 4K
∏
f

ρsf +GV

∑
f

ρ2f −
γ

2π2

∑
f

∫ Λ

kFf

dkk2(k2 +M2
f )

1/2

+ UPNJL0 (ρsf , ρf ,Φ)− 2GVΦ
2
∑
f

ρ2f − E(vac) , (4.9)

ΩPNJL0 = Gs

∑
f

ρ2sf + 4K
∏
f

ρsf −GV

∑
f

ρ2f −
γ

2π2

∑
f

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2
f )

1/2

− γ

6π2

∑
f

∫ kFf

0

dk
k4

(k2 +M2
f )

1/2
+ UPNJL0 (ρsf , ρf ,Φ)− E(vac) , (4.10)

com γ = Nc ×Ns = 6. Sendo E(vac) dado por

E(vac) = Gs

∑
f

ρ2sf(vac) + 4K
∏
f

ρsf(vac) − γ
∑
f

1

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2
f(vac))

1/2 , (4.11)

com as quantidades Mf(vac) e ρsf(vac), respectivamente, dadas como

Mf(vac) = mf − 2Gsρsf(vac) − 2K
∏
f ̸=f ′

ρsf ′ (vac) (4.12)

e

ρsf(vac) = −
γMf(vac)

2π2

∫ Λ

0

dk
k2

(k2 +M2
f(vac))

1/2
. (4.13)

3Veja o Apêndice F.
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O potencial de Polyakov do modelo PNJL0 é definido como

UPNJL0(ρf , ρsf ,Φ) = GVΦ
2
∑
f

ρ2f −GsΦ
2
∑
f

ρ2sf − 4KΦ2
∏
f

ρsf + U0(Φ) . (4.14)

Repare que para a versão de três sabores do modelo PNJL0, as modificações das constantes

de acoplamento, Equações (4.1), (4.2) e (4.3), induz a definição de um novo potencial de

Polyakov para o modelo4, no qual acontece o back-reaction do setor de quarks no setor

de glúons, assim como a efeito inverso. Ressaltamos que, nos modelos PNJL0 o efeito do

back-reaction é completo, ou seja, ambos os setores influenciam uns nos outros (MATTOS

et al., 2019; MATTOS et al., 2021a; MATTOS et al., 2021b). Note que, esta definição de

UPNJL0(ρf , ρsf ,Φ) deixa a Equação (4.10) com um formato sugestivo, no sentido que esta

podem ser interpretada como um limite T → 0 da Equação (2.94). Ainda, o termo U0

permanece definido pela mesma expressão definida no Seção 3.1, dada pela Equação (3.6),

tendo a função de limitar o laço de Polyakov entre 0 ≤ Φ ≤ 1, bem como assegurar

que encontremos soluções para Φ ̸= 0, quando resolvemos a Equação (4.4)(DEXHEIMER;

SCHRAMM, 2009; DEXHEIMER; SCHRAMM, 2010).

4.2 Soluções de Φ ̸= 0 para o modelo PNJL0 SU(3)

Vimos na Seção 3.2 que o modelo PNJL0 SU(2) necessariamente precisa ter o canal

vetorial GV ̸= 0 ativo para exibir soluções diferentes de zero para o laço de Polyakov,

quando resolvemos a condição (4.4). Desse modo, para o caso do modelo PNJL0 de três

sabores, naturalmente devemos nos questionar se a presença do quark s no sistema é

suficiente para o modelo apresentar mı́nimos para ΩPNJL0 localizados em Φ ̸= 0, quando

GV = 0. Na Figura 4.1, mostramos o comportamento do grande potencial termodinâmico

em função de Φ, com a Equação (4.5) resolvida e sem levar em consideração a condição

∂ΩPNJL0/∂Φ = 0. Variamos aqui os valores de a3 e µ, usando os parâmetros do conjunto

RKH da Tabela 2.3. Tomando como exemplo a Figura 4.1b, onde µ = 387, 6 MeV, a varia-

ção dos valores de a3 não produz nenhuma alteração na localização do mı́nimo global para

ΩPNJL0, que se mantém em Φ = 0. Como vemos na Figura 4.1d, mesmo se escolhermos

µ = Λ = 602, 3 MeV, não há indicação que serão produzidos mı́nimos globais para o grande

potencial termodinâmico na região de Φ ̸= 0. Novamente, o único efeito observado aqui

é: conforme aumentamos os valores de µ os valores de ΩPNJL0(Φ = 0) diminuem. Desse

modo, a inclusão do quark estranho no sistema do modelo PNJL0 não é suficiente para

que o grande potencial termodinâmico apresente mı́nimos que não sejam localizados em

Φ = 0, consequentemente não exibindo a dinâmica do confinamento/desconfinamento para

4Veja a Equação (3.9) para notar as diferenças entre o potenciais de Polyakov da versão SU(2) e SU(3)
do modelo PNJL0.
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FIGURA 4.1 – ΩPNJL0 em função de Φ para GV = 0 e diversos valores de a3. O potencial qúımico é
dado em (a) por µ = Mu,d(vac) = 367, 7 MeV, em (b) por µ = 387, 6 MeV, em (c) por µ = 582, 3 MeV e
em (d) por µ = Λ = 602, 3 MeV.

a parametrização RKH da Tabela 2.3. Na Figura 4.2, realizamos esta mesma análise, para

os mesmo valores de a3 e µ, porém agora com a interação vetorial dada por GV = 0, 25Gs.

Note que na Figura 4.2c, onde µ = 582, 3 MeV, podemos observar o ińıcio da formação

de outros mı́nimos para ΩPNJL0(Φ = 0) nas proximidades de Φ ≈ 1, além do mı́nimo já

existente em Φ = 0, deixando claro que a dinâmica do confinamento/desconfinamento

está presente no modelo. Por exemplo, na Figura 4.2c, para a3 = −0, 1 (curva preta)

observamos dois mı́nimos para ΩPNJL0, um mı́nimo local em Φ = 0 e outro um mı́nimo

global em aproximadamente Φ = 0, 92. Isto nos leva a concluir que, para a3 = −0, 1

existe um valor de µ que fornece dois mı́nimos globais em valores de Φ distintos, em um

mesmo valor de ΩPNJL0, indicando uma transição de fases no modelo. Sabemos que, esta

se trata da transição de fases do confinamento/desconfinamento, onde o parâmetro de

ordem é Φ. Conclúımos que, assim como sua versão de dois sabores, o modelo PNJL0

SU(3) precisa necessariamente do canal vetorial ativo para exibir a fenomenologia do con-

finamento/desconfinamento em T = 0. Este já era um resultado esperado, uma vez que

GV desempenha um papel significativamente importante no diagrama de fases da matéria

fortemente interagente, já que um dos efeitos da variação deste parâmetro é modificar a

localização do ponto cŕıtico final (CEP) (SAKAI et al., 2008).
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4.3 Transição do confinamento/desconfinamento para o mo-

delo PNJL0 SU(3)

A análise da curva de ΩPNJL0 em função de Φ é útil para determinar o µconf onde ocorre

a transição de fases do confinamento/desconfinamento. A partir deste ponto, em todos os

cálculos para o modelo PNJL0 SU(3) usaremos o conjunto RKH da Tabela 2.3, juntamente

com GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1. Para determinar µconf , fixamos valores distintos de µ e

variamos Φ na Equação (4.10). Assim, ao fixarmos um valor para o potencial qúımico,

esperamos encontrar na curva ΩPNJL0 × Φ dois mı́nimos globais, localizados em Φ1 e Φ2,

para um mesmo valor do grande potencial termodinâmico. Mostramos o resultado desta

análise na Figura 4.3. Note que, para µ = 531 MeV (curva azul pontilhada) existem dois

mı́nimos, sendo um local e outro global, localizado no ponto pc, indicando que o sistema

encontra-se exclusivamente em uma das fases termodinâmicas posśıveis, Φ ≈ 0. Neste

caso, o sistema está na fase confinada. Já para µ = 536 MeV (curva magenta ponto-

linha), o mı́nimo global para ΩPNJL0×Φ se encontra em pd ≈ 0, 82 e o sistema está na fase

desconfinada, com Φ ≈ 0, 82. Porém, para µ = µconf = 533, 149 MeV (curva vermelha),

podemos observar dois mı́nimos globais simultâneos, associados aos pontos pa e pb, que

se encontram a uma mesma “altura” em relação a ΩPNJL0 × Φ. Isto significa que ocorre

em µconf = 533, 149 MeV a transição de fases do confinamento/desconfinamento, sendo o

parâmetro de ordem o laço de Polyakov. Na Figura 4.4, fica claro a relação entre os pontos
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FIGURA 4.3 – ΩPNJL0 em função de Φ para GV = 0, 25Gs, a3 = −0, 1 e alguns valores de µ fixos para o
conjunto RKH da Tabela 2.3.

pa e pb e os mı́nimos globais para ΩPNJL0 associados ao µconf = 533, 149 MeV. Repare que

os pontos pa e pb delimitam a fase termodinâmica que o sistema se encontra, onde este

apresenta-se confinado no ponto pa (Φ = 0) e desconfinado no ponto pb (Φ ̸= 0).
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FIGURA 4.4 – Φ em função de µ para GV = 0, 25Gs, a3 = −0, 1 para o conjunto RKH da Tabela 2.3.

Outra forma de determinarmos µconf , é avaliar ΩPNJL0, dado pela Equação (4.10),

resolvendo simultaneamente a Equação (4.5) para a massa constituinte e a condição (4.4).

Na Figura 4.5, onde vemos o cruzamento do grande potencial termodinâmico, a curva

termodinâmica consistente é dada pelo segmentoDEF . No inset da Figura 4.5, vemos que
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a transição da quebra/restauração da simetria quiral acontece em µquiral = 372, 104 MeV,

exatamente o mesmo valor encontrado para o modelo NJL SU(3), veja a Figura 2.15.
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FIGURA 4.5 – ΩPNJL0 em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto RKH da
Tabela 2.3. A transição de fases do confinamento/desconfinamento é dada em µconf = 533, 149 MeV.
No inset do gráfico mostramos a curva da transição quiral no modelo PNJL0 SU(3), que o ocorre em
µquiral = 372, 104 MeV. A curva estável é dada pelo segmento DEF .

Vemos na Figura 4.6 a curva completa do grande potencial termodinâmico em função

de potencial qúımico, onde a curva estável é dada pelo segmento ABCDEF . Como já foi

dito, µPNJL0
quiral = µNJL

quiral. Isto ocorre devido à construção das equações de estado do modelo

PNJL0. Quando µ < µconf , os quarks encontram-se confinados e Φ = 0, consequentemente

as EOS do modelo PNJL0 SU(3) se reduzem as do modelo NJL SU(3) em T = 0. Somente

a partir de µconf o laço de Polyakov passa as ser diferente de zero e o sistema passa a ser

comandado pela dinâmica do modelo PNJL0 SU(3).

Na Figura 4.7, fica evidente como o aparecimento de Φ ̸= 0 modifica a dinâmica

do modelo PNJL0 se comparado ao modelo NJL. Observe que, na transição de que-

bra/restauração da simetria quiral, µquiral = 372, 104 MeV, os quarks u e d (curva sólida

azul) sofrem mais fortemente os efeitos dessa transição se comparado ao quark s (curva

sólida preta). Repare que em um primeiro momento, o valor para ρsu,d (em unidade de

ρsu,d(vac)) sofre um decréscimo de ρsu,d = 1 para aproximadamente ρsu,d = 0, 2 e segue di-

minuindo seu valor até alcançar ρsu,d ≈ 0 em µconf = 533, 149 MeV, onde sofre a transição

de fases associada ao confinamento/desconfinamento. Já ρss sofre uma redução ı́nfima

após a transição de quebra/restauração da simetria quiral se comparado ao condensado

quiral dos quarks u e d. Entretanto os efeitos da transição confinamento/desconfinamento

afetam fortemente o condensado quiral do quark estranho, forçando a restauração da si-

metria quiral na fase desconfinada dos quarks. Note a diferença deste resultado para o
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FIGURA 4.6 – ΩPNJL0 em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto RKH da
Tabela 2.3. Sendo µquiral = 372, 104 MeV e µconf = 533, 149 MeV. A curva estável é dada pelo segmento
ABCDEF .

quark s em relação ao modelo NJL SU(3) (curva pontilhada preta). Sem a dinâmica

provida por Φ, o condensado quiral do quark estranho do modelo NJL SU(3) após a

transição da quiral se mantém estável até que em µ ≈ 460 MeV diminui progressiva-

mente (e lentamente) até alcançar a restauração total da simetria quiral. Também fica
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FIGURA 4.7 – ρsf/ρsf(vac) em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto RKH da
Tabela 2.3 para o modelo PNJL0 SU(3). A curva sólida azul está associada aos quarks u e d e a curva
sólida preta associada ao quark s. As curvas pontilhadas são os resultados para o modelo NJL SU(3) em
T = 0.

claro o favorecimento da restauração da simetria quiral após a transição de fases do con-
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finamento/desconfinamento para o quark estranho, quando olhamos o comportamento de

sua massa constituinte, veja Figura 4.8. Note que, os quarks leves sofrem uma grande
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FIGURA 4.8 – Mf em função de µ para GV = 0, 25Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto RKH da Tabela 2.3
para o modelo PNJL0 SU(3). Onde a curva sólida azul está associada aos quarks u e d e a curva sólida
preta associada ao quark s. As curvas pontilhadas são os resultados para o modelo NJL SU(3) em T = 0.

redução em sua massa logo após a transição de fases quiral, levando a uma redução de

80% no valor de Mu,d (curva sólida azul). Já próximo de µconf = 533, 149 MeV, as massas

dos quarks u e d são aproximadamente iguais a sua massa corrente (mu,d = 5, 5 MeV)

e a transição do confinamento/desconfinamento já não tem muito impacto. Já para o

quark estranho, vemos que a transição quiral não diminui tanto sua massa.Entretanto a

transição confinamento/desconfinamento tem forte impacto no valor de Ms (curva sólida

preta), reduzindo seu valor em aproximadamente 46% na transição de fases do confina-

mento/desconfinamento, deixado o valor da massa do quark s bem próximo do valor de

sua massa corrente ms = 140, 7 MeV. Este efeito acontece justamente pelo surgimento

de Φ exatamente em µconf . Consequentemente as constantes de acoplamento Gs(Gs,Φ),

GV (GV ,Φ) e K(K,Φ) começam a desaparecer quando Φ ̸= 0, induzindo a redução das

massas constituintes dos quarks. Note que esta redução abrupta na massa do quark estra-

nho não ocorre no modelo NJL (curva pontilhada), de modo que Ms diminuiu lentamente

até estabilizar próximo ao valor da massa corrente do quark s.

Na Figura 4.9, constrúımos a curva para Mf com GV = 0, 5Gs e a3 = −0, 1 a fim

de analisar as mudanças na redução das massas com este valor do acoplamento vetorial.

Note que, para este caso a transição do confinamento/desconfinamento gera uma redução

em Ms maior que a observada na Figura 4.8, alcançado neste caso uma diminuição na

massa do quark s de aproximadamente 60%.
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FIGURA 4.9 – Mf em função de µ para GV = 0, 5Gs e a3 = −0, 1 para o conjunto RKH da Tabela 2.3
para o modelo PNJL0 SU(3). A curva sólida azul está associada aos quarks u e d e a curva sólida preta
associada ao quark s. As curvas pontilhadas são os resultados para o modelo NJL SU(3) em T = 0.

4.4 Fase quarkiônica e os efeitos de GV e a3

Como já sabemos a fase quarkiônica é definida como um estado da matéria de quarks no

intervalo µquiral < µ < µconf (FUKUSHIMA, 2008b), onde os quarks tem sua simetria quiral

praticamente restaurada, porém podem continuar confinados (Φ = 0). Na Figura 4.10,

para a3 = −0, 266865 encontramos, respectivamente, as transições quiral e do confina-

mento/desconfinamento se dão em µquiral = 372, 104 MeV e µconf = Λ = 602, 3 MeV,

onde a região entre estes dois potenciais qúımicos é tomada como a fase quarkiônica da

matéria de quarks. Neste caso podemos identificar o tamanho da fase quarkiônica como

∆µ = µconf − µquiral = 230, 195 MeV. Repare que, para o caso da Figura 4.10 após a

transição de fases do confinamento/desconfinamento a redução na massa do quarks s é

bem menor que o observado nas Figuras 4.8 e 4.9.

Investigaremos como as constantes GV e a3 afetam a fase quarkiônica no modelo

PNJL0 SU(3) a partir da análise do gráfico Φ×µ. Na Figura 4.11, fixamos GV = 0, 25Gs

e variamos a3, para o conjunto RKH da Tabela 2.3. Os potenciais qúımicos e ∆µ para

estes parâmetros estão listados na Tabela 4.1.

Repare que, conforme aumentamos os valores da constante a3, a fase quarkiônica

diminui, ou seja, diminúımos ∆µ. Encontramos para a3 = −0, 266865 a transição do

confinamento/desconfinamento ocorrendo em µconf = Λ = 602, 3 MeV, veja a curva sólida

preta na Figura 4.11.
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associada aos quarks u e d e a curva sólida preta associada ao quark s. As curvas pontilhadas são os
resultados para o modelo NJL SU(3) em T = 0.

480 500 520 540 560 580 600 620
 µ (MeV)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

 Φ

RKH
G

V
 = 0,25G

s

a 3
 = -0

,05

a 3
 = -0

,1

a 3
 = -0

,266865

a 3
 = -0

,2

a 3
 = -0

,15

µ
conf

 = Λ =

602,3 MeV

FIGURA 4.11 – Φ em função de µ para o conjunto RKH do modelo PNJL0 SU(3), com GV = 0, 25Gs e
diferentes valores de a3.

Por fim, investigamos o efeito do canal vetorial na fase quarkiônica variando os valores

de GV para um valor fixo de a3 = −0, 1 utilizando o conjunto RKH da Tabela 2.3. Na

Figura 4.12 e na Tabela 4.2 mostramos os resultados para µconf , µquiral e ∆µ.

Repare que conforme aumentamos os valores de GV , a fase quarkiônica se reduz. Isto

é devido à capacidade de GV mover os pontos de quebra/restauração da simetria quiral
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TABELA 4.1 – Variação do parâmetro a3 no modelo PNJL0 SU(3), juntamente com os valores obti-
dos para µconf e ∆µ, para o conjunto RKH e GV = 0, 25Gs. Para todos os casos abaixo, µquiral =
372, 104 MeV.

a3 µconf (MeV) ∆µ (MeV)

−0, 266865 602, 3 230, 195
−0, 2 576, 735 204, 630
−0, 15 555, 865 183, 760
−0, 1 533, 149 161, 044
−0, 05 507, 753 135, 648

500 520 540 560 580 600
 µ (MeV)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

 Φ

RKH   a
3
 = -0,1

G
V

 =
 0

,4
G

s

G
V

 =
 0

,3
G

s

G
V

 =
 0

,0
5
3
9
1
3
G

s

µ = Λ = 602,3 MeV

G
V

 =
 0

,2
5
G

s

G
V

 =
 0

,1
G

s

G
V

 =
 0

,5
G

s

FIGURA 4.12 – Φ em função de µ para o conjunto RKH do modelo PNJL0 SU(3), com a3 = 0, 1 e
diferentes valores de GV .

TABELA 4.2 – Variação do parâmetro GV no modelo PNJL0 SU(3), juntamente com os valores obtidos
para µconf , µquiral e ∆µ, para o conjunto RKH e a3 = −0, 1.

GV /Gs µconf (MeV) µquiral (MeV) ∆µ (MeV)

0, 5 517, 291 382, 1805 135, 1105
0, 4 521, 820 378, 2213 143, 5987
0, 3 528, 405 374, 1746 154, 2304
0, 25 533, 149 372, 1043 161, 0447
0, 1 566, 428 365, 643 200, 785
0, 053913 602, 3 363, 567 238, 733

para µ mais altos e os pontos do confinamento/desconfinamento para µ mais baixos,

encolhendo a fase quarkiônica neste processo. Este resultado é similar ao encontrado na

Seção 3.4 para o modelo PNJL0 SU(2). Isto nos leva a crer que algumas caracteŕısticas

intŕınsecas do modelo PNJL0 não são alteradas pela simples introdução do quark s no

sistema.



5 Aplicações do modelo PNJL0

Desde a Grécia antiga a ciência sempre tomou as estrelas como objetos de grande

apreço, contemplação e interesse. Diversas teorias foram criadas para se explicar o que

ocorria há milhares de quilômetros do pequenino planeta denominado Terra, muitas des-

sas assertivas e precisas para sua época. Nos tempos modernos, após diversas missões

astronômicas, astrof́ısicas e espacias vinculadas a criação, lançamento e operação de po-

tentes telescópios, bem como na capitação e interpretação das radiações emitidas pelas

estrelas, conseguimos categorizar e analisar vários tipos de estrelas. Algumas das cate-

gorias delas são as gigantes vermelhas, anãs brancas, anãs vermelhas, gigantes azuis e

etc. Algumas dessas estrelas são altamente massivas e compactas, ou seja, têm massas

muito altas para um raio relativamente pequeno. Tais objetos são denominadas de estrelas

compactas, com medidas de massa da ordem de 1, 5 massas solares (M⊙)
1 e raios (R) da

ordem de 12 km (LATTIMER; PRAKASH, 2004). A primeira estrela deste tipo conhecida

como PSR B1919+21 foi detectada em 1967 por Jocelyn B. Burnell.

Sabe-se que as estrelas essencialmente são formadas por hádrons (em sua maioria nêu-

trons), entretanto evidências apontam para a existência de núcleos de quarks no interior

de estrelas compactas (ANNALA et al., 2020). Desse modo, as estrelas compactas na rea-

lidade seriam formadas por um núcleo massivo de quarks desconfinados e uma crosta de

hádrons, assim observaŕıamos uma transição de fases do tipo hádron-quark no limite da

crosta com o núcleo. Uma das maiores utilidades do estudo de modelos fenomenológicos

da QCD é sua aplicação na modelagem de estrelas compactas descritas no regime de tem-

peratura nula, onde poderemos descrever de maneira razoável os processos que a matéria

fortemente interagente passa para formar uma estrela. Neste caṕıtulo abordaremos os

elementos necessários para a construção de estrelas h́ıbridas compactas, sendo que para a

matéria hadrônica utilizaremos o modelo relativ́ıstico de campo médio DDHδ. Já para a

matéria de quarks utilizaremos o modelo PNJL0 SU(3) descrito no Caṕıtulo 4. Traçare-

mos os perfis de massa-raio para diversas parametrizações e compararemos com recentes

dados observacionais. Ressaltamos que todos os resultados deste caṕıtulo se encontram

na referência (MATTOS et al., 2021b).

1A unidade M⊙ é calculada em relação a massa do sol presente em nosso sistema solar.
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5.1 Strange quark matter (SQM)

Antes de tudo, devemos levantar a questão do porquê escolhemos modelar uma estrela

compacta ao invés de uma estrela de quarks, comumente chamadas de estrelas de quarks

estranhos (do inglês, strange quark stars). Estrelas de quarks são objetos estelares pura-

mente teóricos até o momento, mas existe uma grande chance de existirem na galáxia. Sua

existência e estabilidade estão diretamente ligadas a estabilidade da matéria de quarks

estranhos (SQM, do inglês, Strange Quark Matter). A matéria nuclear basicamente é

composta por quarks up e down confinados no volume dos nucleons. Porém, em 1984

o f́ısico Edward Witten propôs a possibilidade de um tipo de matéria mais fortemente

ligada do que a matéria nuclear usual. Esta matéria foi denominada matéria de quarks

estranhos, onde essa é composta por quarks u, d e s desconfinados (WITTEN, 1984). A

motivação original de Witten era criar uma posśıvel solução para o problema da matéria

escura em termos da QCD. A possibilidade era de que a maioria da SQM teria sido criada

no universo primitivo e logo após transformada em matéria hadrônica normal. Atual-

mente acredita-se que se pode encontrar a SQM estável em estrelas de quarks chamadas

de estrelas estranhas (do inglês, strange stars) (ALCOCK et al., 1986). Por sua vez tais

estrelas seriam totalmente constitúıdas pela SQM, sendo arbitrariamente pequenas em

comparação as estrelas de nêutrons convencionais, com raios da ordem de 10 km e massa

da ordem de 1M⊙.

A SQM seria uma matéria estável à interações fortes, mas não necessariamente a

decaimentos via força fraca (do inglês, weak decays). Outro requisito para a estabilidade da

SQM é a neutralidade elétrica da matéria. A estabilidade da SQM estaria essencialmente

atrelada a termos uma grande fração de quarks s, ou seja, Ys ≈ Yu ≈ Yd, onde Yf é a

fração de quarks para cada sabor f , dada por

Yf =
ρf

ρu + ρd + ρs
(5.1)

Entretanto, esse estado não poderia ser alcançado através de subsequentes decaimentos

fracos, mas somente através de simultâneos decaimentos de muitos quarks, associados a um

tempo de vida muito longo. Podemos exemplificar este processo levando em consideração

um sistema contendo matéria de quarks não estranhos (NSQM, do inglês, Non-Strange

Quark Matter)2, o número de quarks down deve ser quase duas vezes maior que o número

de quarks up, uma vez que µd = 21/2µu. Assim, se esse valor for maior que Ms (µd > Ms)

o sistema pode diminuir sua energia transformando parte dos quarks d em quarks s até

2Matéria constitúıda somente por quarks u e d confinados.
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que ambos tenham a mesma energia de Fermi. Assim, se tivéssemos(
E

A

)
SQM

<

(
E

A

)
nuclei

<

(
E

A

)
NSQM

, (5.2)

poderemos ter a SQM de maneira estável. Sendo E/A a energia por bárion, que pode ser

dada por

E

A
=
ϵtot
ρB

, (5.3)

onde ϵtot é a energia total do sistema e ρB é a densidade bariônica. Claro que para termos

um modelo mais realista ainda deveŕıamos adicionar a presença de elétrons, neutralidade

da matéria em equiĺıbrio fraco, autointeração e densidades diferentes para a SQM e a

NSQM. Além disso precisaŕıamos alcançar um energia por bárion em núcleos de ferro

menor ou igual a (
E

A

)
Fe

≃ 930 MeV . (5.4)

Para o caso do modelo PNJL0 SU(3), utilizando os parâmetros da Tabela 2.3, não conse-

guimos satisfazer a condição dada na expressão (5.4). Por este motivo não seria posśıvel

modelar uma estrela de quarks estável com a junção deste modelo e destas parametriza-

ções. Na literatura ainda discute-se a possibilidade de estrelas hadrônicas se transforma-

rem em estrelas de quarks sob certas condições (DRAGO; PAGLIARA, 2020).

5.2 Modelo PNJL0 SU(3) no regime de equiĺıbrio beta e

neutralidade de carga

Para a construção de uma estrela h́ıbrida, além das interações provindas dos quarks,

também precisamos levar em consideração as interações vindas dos elétrons (e)3 e dos

múons (µ), isto é, devemos considerar decaimentos fracos. Neste caso, assumiremos que

os neutrinos têm tempo suficiente para deixar o sistema (µν = 0). No contexto de estrelas

h́ıbridas compactas, constrúıdas a partir de modelos de quarks particular nos regimes

de temperatura nula e altas densidades, precisamos satisfazer para os quarks e léptons

as condições de equiĺıbrio beta e a neutralidade de carga (HANAUSKE et al., 2001; LENZI

et al., 2010). A condição para o equiĺıbrio qúımico com respeito às interações fortes e

3Neste caso estamos considerando elétrons não massivos.
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fracas (equiĺıbrio β) é dada pelas seguintes expressões

µd = µs = µu + µe , (5.5)

µµ = µe , (5.6)

onde µe e µµ são respectivamente o potencial qúımico do elétron e do múon. Ainda, temos

que

µe =
(
3π2ρe

)1/3
, (5.7)

µµ = µe =
[(
3π2ρµ

)2/3
+m2

µ

]1/2
, (5.8)

com a massa do múon sendo mµ = 105, 7 MeV (PARTICLE DATA GROUP; WORKMAN,

2022). Já a condição para a neutralidade de carga elétrica é dada por

ρQ =
∑
i

Qiρi = 0 , (5.9)

2

3
ρu −

1

3
ρd −

1

3
ρs − ρe − ρµ = 0 , (5.10)

sendo ρe e ρµ respectivamente as densidades do elétron e do múon, definidos como

ρe =
µ3
e

3π2
, (5.11)

ρµ =
k3Fµ

3π2
, (5.12)

onde kFµ é o momento de Fermi do múon, dado por

kFµ =
√
µ2
µ −m2

µ . (5.13)

Podemos reescrever os potencias qúımicos dos quarks em termos de µe e de um poten-

cial qúımico comum (µ), tal que

µu = µ− 2

3
µe , (5.14)

µd = µs = µ+
1

3
µe , (5.15)

onde µ está relacionado com o potencial qúımico bariônico (µB) de modo que

µB = 3µ . (5.16)

Podemos respectivamente escrever as expressões da densidade de energia, do grande
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potencial termodinâmico e da pressão para o elétron em temperatura nula como

Ee =
µ4
e

4π2
, (5.17)

Ωe = − µ4
e

12π2
, (5.18)

Pe = −Ωe =
µ4
e

12π2
. (5.19)

Já para o múon, os potencias termodinâmicos em T = 0 são dados por

Eµ =
1

π2

∫ kFµ

0

dkk2(k2 +m2
µ)

1/2 , (5.20)

Ωµ = − 1

3π2

∫ kFµ

0

dk
k4

(k2 +m2
µ)

1/2
, (5.21)

Pµ = −Ωµ =
1

3π2

∫ kFµ

0

dk
k4

(k2 +m2
µ)

1/2
, (5.22)

onde Eµ, Ωµ e Pµ são respectivamente a densidade de energia, o grande potencial termodi-

nâmico e a pressão do múon. Para o sistema formado pelos quarks e leptons as equações

de estado totais são simplesmente a soma das EOS do modelo PNJL0 com as equações

de estado do elétron e do múon. Assim escrevemos as equações de estado totais para os

quarks e leptons como

Etq = EPNJL0 +
µ4
e

4π2
+

1

π2

∫ kFµ

0

dkk2(k2 +m2
µ)

1/2 (5.23)

Ωtq = ΩPNJL0 −
µ4
e

12π2
− 1

3π2

∫ kFµ

0

dk
k4

(k2 +m2
µ)

1/2
(5.24)

Ptq = −Ωtq = PPNJL0 +
µ4
e

12π2
+

1

3π2

∫ kFµ

0

dk
k4

(k2 +m2
µ)

1/2
, (5.25)

onde EPNJL0, ΩPNJL0 e são dadas pelas Equações (4.9) e (4.10), respectivamente. PPNJL0

nada mais é que a Equação (4.10) com sinal invertido. Utilizando a relação de Euler da

termodinâmica para T = 0 podemos escrever∑
i

(Ei + Pi) =
∑
i

µiρi , (5.26)

onde as part́ıculas são representadas pelo ı́ndice i = (u, d, s, e, µ). Somando as quantidades

termodinâmicas dos quarks e dos leptons teremos as EOS totais do sistema, dadas por∑
i

Ei = Equarks + Eleptons = EPNJL0 + Ee + Eµ = Etotal , (5.27)∑
i

Pi = Pquarks + Pleptons = PPNJL0 + Pe + Pµ = Ptotal. (5.28)
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Retornando as Equações (5.27) e (5.28) em (5.26) e expandindo a somatória, encontramos

a relação entre a densidade de energia e pressão total do sistema com os potencias qúımicos

e densidades de cada part́ıcula, de modo que

Etq + Ptq = µuρu + µdρd + µsρs + µeρe + µµρµ . (5.29)

Utilizando as igualdades (5.6), (5.14) e (5.15) reescrevemos a Equação (5.29) como

Etq + Ptq =

(
µ− 2

3
µe

)
ρu +

(
µ+

1

3
µe

)
ρd +

(
µ+

1

3
µe

)
ρs

+ µeρe + µeρµ , (5.30)

Etq + Ptq = µ (ρu + ρd + ρs) + µe

(
−2

3
ρu +

1

3
ρd +

1

3
ρs + ρe + ρµ

)
. (5.31)

Como estamos trabalhando com um sistema eletricamente neutro, o termo que multiplica

µe deve ser nulo para satisfazer condição dada na Equação (5.10). Desse modo (5.31) se

torna

Etq + Ptq = µ (ρu + ρd + ρs) . (5.32)

Assim como definimos um potencial qúımico comum, podemos fazer o mesmo para a

densidade. Assim, definimos uma densidade comum para os quarks, dado por

ρ = ρu + ρd + ρs , (5.33)

ao qual está relacionada com a densidade bariônica da seguinte forma

ρB =
1

3
ρ . (5.34)

Agora podemos escrever a Equação (5.32) em relação a densidade e ao potencial qúımico

bariônico, tal que

Etq + Ptq = µBρB . (5.35)

Assim como feito nos caṕıtulos anteriores, podemos analisar o comportamento das

transições de fases do modelo PNJL0 SU(3) submetido às condições de equilibro qúımico

e neutralidade de carga. Mostramos na Figura 5.1 o comportamento de Ωtq, dado pela

Equação 5.24, em função de µB, dado pela Equação (5.16) usando a parametrização

RKH da Tabela 2.3. Percebe-se que conforme diminúımos o valor de a3 a transição de

fases do confinamento/desconfinamento se “desloca”para a esquerda na direção de valores

maiores de µB. Este comportamento claramente está de acordo com o que observamos
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no Caṕıtulo 4, demonstrando que a condição de neutralidade de carga e equilibro β não

afetam as caracteŕısticas do modelo PNJL0.
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FIGURA 5.1 – Ωtotal em função de µB para GV = 0, 25Gs e para a3 = −0, 05, a3 = −0, 1, a3 = −0, 15 e
a3 = −0, 2666865, utilizando o conjunto RKH.

Se observarmos os valores dos potenciais qúımicos das transições de fases da simetria

quiral e do confinamento/desconfinamento vemos que são levemente alterados em com-

paração aos encontrados para o modelo PNJL0 SU(3). Na Tabela 5.1 condensamos os

resultados para um valor fixo do canal vetorial (GV = 0, 25Gs) e diversos valores de a3.

Se compararmos estes valores com os resultados obtidos na Tabela 4.1 do Caṕıtulo 4,

TABELA 5.1 – Variação do parâmetro a3 no modelo PNJL0 SU(3) em equiĺıbrio β e neutralidade de carga,
juntamente com os valores obtidos para µB conf , ∆µB , µconf e ∆µ, para o conjunto RKH e GV = 0, 25Gs.
Para todos os casos abaixo, µB quiral = 1136, 570 MeV e µquiral = 372, 104 MeV.

a3 µB conf (MeV) ∆µB (MeV) µconf (MeV) ∆µ (MeV)

−0, 266865 1804, 980 668, 410 601, 660 229, 556
−0, 2 1726, 620 590, 050 575, 540 203, 436
−0, 15 1662, 160 525, 590 554, 053 181, 949
−0, 1 1590, 720 454, 150 530, 240 158, 136
−0, 05 1508, 650 372, 080 502, 883 130, 779

reparamos que para os mesmos valores de a3 e GV o valor de µquiral se desloca na di-

reção de valores maiores de µ. Já o µconf se desloca na direção de valores menores de
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µ. Tomando como exemplo os resultados para a3 = −0, 266865, para o caso do modelo

PNJL0 SU(3) convencional, a transição de fases do confinamento/desconfinamento ocorre

no valor exato do cutoff Λ. Entretanto, no regime do equiĺıbrio beta e neutralidade

de carga esta transição acontece em um valor levemente menor ao de Λ, ou seja, para

µconf = 601, 660 MeV. Nestas mesmas condições, ∆µ também é reduzido e consequente

temos uma pequena redução no tamanho da fase quarkiônica apresentada pelo sistema.

Se olharmos para a Equação (5.24), fica bem claro o motivo desta diferença. De fato

temos as contribuições dos leptons reduzindo o valor do grande potencial termodinâmico,

o que reflete diretamente nos valores dos potenciais qúımicos das transições de fases quiral

e de confinamento/desconfinamento.

Também podemos analisar o comportamento do modelo PNJL0 SU(3) no regime de

equiĺıbrio beta e neutralidade de carga quando fixamos um valor de a3 e variamos o valor

de GV . Na Tabela 5.2 mostramos os resultados encontrados quando fixamos GV = 0, 25Gs

e utilizamos a parametrização RKH da Tabela 4.1.

TABELA 5.2 – Variação do parâmetro GV no modelo PNJL0 SU(3), juntamente com os valores, dados
em MeV, obtidos para µB conf , µB quiral, ∆µB , µconf , µquiral e ∆µ, para o conjunto RKH e a3 = −0, 1.

GV /Gs µB conf (MeV) µB quiral(MeV) ∆µB (MeV) µconf (MeV) µquiral(MeV) ∆µ(MeV)

0, 5 1539, 750 − − 513, 250 − −
0, 45 1546, 340 1161, 210 385, 130 515, 446 387, 070 128, 376

0, 4 1554, 150 1155, 260 398, 890 518, 050 385, 086 132, 963

0, 35 1536, 610 1149, 180 387, 430 512, 220 383, 060 129, 160

0, 3 1575, 410 1142, 950 432, 460 525, 136 380, 983 144, 152

0, 25 1590, 720 1136, 570 454, 150 530, 240 372, 104 158, 136

Assim como observado no caso de a3 fixo, os valores das transições de fases quiral e

confinamento/desconfinamento são levemente diferentes dos mostrados na Tabela 4.2 do

Caṕıtulo 4. Entretanto, observamos o mesmo efeito encontrado no modelo PNJL0 SU(3)

convencional, ou seja, temos o encolhimento da fase quarkiônica conforme aumentamos

o valor do canal vetorial. Desse modo, os valores do potencial qúımico relacionados

à transição de fases quiral se deslocam para a direção de µ mais altos. Para o caso

especifico de GV = 0, 5Gs vemos a transição de fases de primeira ordem dar lugar a uma

transição de fases cont́ınua na região quiral, algo diferente do observado no modelo sem

a neutralidade de carga e equiĺıbrio β. Desse modo, a inserção dos leptons no sistema

favorece o surgimento de transições de fases cont́ınuas mais “rápido” que o ocorrido no

modelo PNJL SU(3) convencional. Já para a região do confinamento/desconfinamento,

µconf se deslocam na direção de valores menores conforme aumentamos o acoplamento

vetorial, assim como o esperado para o modelo PNJL0 SU(3).

Por fim podemos investigar o comportamento da fração de quarks Yf , dada pela Equa-

ção (5.1), em função do potencial qúımico bariônico µB. Podemos perceber pela Figura 5.2
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que a fração de quarks d é gradualmente reduzida a valores próximos aos da fração de

quarks u, de modo que no potencial qúımico bariônico relacionado à transição de fases

do confinamento/desconfinamento4 observamos uma redução abrupta da fração de quarks

down. Já para os quarks estranhos a situação é o contrário da dos quarks d, uma vez
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FIGURA 5.2 – Fração de quarks, Yf , em função de µB no equiĺıbrio β e neutralidade de carga para o
modelo PNJL0 SU(3) com GV = 0, 25Gs e para diferentes valores a3, utilizando o conjunto RKH.

que os valores de Ys se aproximam lentamente dos valores de Yu e com o surgimento

de valores não nulos para Φ temos uma variação abrupta em seus valores. No caso da

fração dos quarks up, se comparado aos dois casos anteriores, não encontramos variações

significativas na dependência em µB.

5.3 Modelo relativ́ıstico de campo médio DDHδ

Nesta seção introduziremos o segundo elemento necessário para modelarmos uma es-

trela h́ıbrida compacta, o modelo hadrônico. Neste caso, o modelo utilizado será o modelo

relativ́ıstico de campo médio hadrônico (RMF, do inglês, Relativistic Mean-Field model).

Os modelos do tipo RMF são largamente utilizados na literatura e são principalmente

representados pelo modelo de Walecka originalmente proposto por J. D. Walecka em 1974

na referência (WALECKA, 1974), na qual a interação entre nucleons é realizada através

da troca de mésons (escalares e vetoriais). Nas referências (DUTRA et al., 2016a; DUTRA

et al., 2016b) é mostrado que este tipo de modelo hadrônico é capaz de gerar estrelas de

nêutrons com massas em torno de 2M⊙. Existem centenas de parametrizações do modelo

4Ponto onde temos o surgimento de valores não nulos para o laço de Polyakov (Φ).
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RMF que descrevem bem a matéria nuclear simétrica e assimétrica, como pode ser visto

no detalhado estudo feito na referência (DUTRA et al., 2014). Aqui escolhemos por utili-

zar um modelo RMF com uma estrutura mais sofisticada e assim optamos pelo modelo

relativ́ıstico de campo médio DDHδ (do inglês, Density Dependent Hadronic model with

δ meson), no qual os acoplamento são dependentes da densidade, isto é, Γj(ρ), sendo

ρ a soma entre as densidades do próton (ρp) e do nêutron (ρn). A fim de simplificar a

nomenclatura usada, a partir deste ponto nos referiremos ao modelo RMF DDHδ somente

como modelo DDHδ. Escrevemos a lagrangiana do modelo DDHδ como

LHAD = ψ(iγµ∂µ −Mnuc)ψ + Γσ(ρ)σψψ − Γω(ρ)ψγ
µωµψ − Γρ(ρ)

2
ψγµρ⃗µτ⃗ψ

+ Γδ(ρ)ψδ⃗τ⃗ψ − 1

4
F µνFµν +

1

2
m2

ωωµω
µ − 1

4
B⃗µνB⃗µν +

1

2
m2

ρρ⃗µρ⃗
µ

+
1

2
(∂µδ⃗∂µδ⃗ −m2

δ δ⃗
2) +

1

2
(∂µσ∂µσ −m2

σσ
2), (5.36)

sendo ψ o campo dos nucleons, σ, ωµ, ρ⃗µ e δ são os campos escalar, vetorial, isovetorial-

vetorial e isovetorial-escalar que representam os mésons σ, ω, ρ e δ, respectivamente.

Mnuc é a massa de repouso do nucleon, mσ, mω, mρ e mδ são as massas dos mésons. Vale

ressaltar que o méson δ na realidade é uma part́ıcula virtual5 que interage de forma similar

a um méson. Os tensores assimétricos Fµν e B⃗µν são respectivamente escritos como

Fµν = ∂νωµ − ∂µων , (5.37)

B⃗µν = ∂ν ρ⃗µ − ∂µρ⃗ν . (5.38)

Além disso, na Equação (5.36) temos que para j = (σ, ω)

Γj(ρ) = Γj(ρ0)aj
1 + bj

(
ρ
ρ0

+ dj

)2
1 + cj

(
ρ
ρ0

+ dj

)2 (5.39)

e para j = (ρ, δ)

Γj(ρ) = Γj(ρ0)

[
aje

−bj(ρ/ρ0−1) − cj

(
ρ

ρ0
− dj

)]
. (5.40)

Para as Equações (5.39) e (5.40) temos que ρ0 é a densidade de saturação da matéria nu-

clear, Γj(ρ0), aj, bj, cj, e dj são parâmetros livres que juntamente com as massas dos nucle-

ons e mésons definem uma parametrização espećıfica, que neste caso é a DDHδ (AVANCINI

et al., 2009; FORTIN et al., 2016; GAITANOS et al., 2004).

Em um sistema em SU(3) como o que estamos trabalhando, podeŕıamos incluir mais

5Uma part́ıcula virtual é um objeto matemático ideal que representa todas as possibilidades de inte-
rações que causam uma variação na energia (GREINER; BROMLEY, 1998).
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bárions além dos nucleons (prótons e nêutrons6), uma vez que o quark estranho está

presente em bárions mais pesados que os nucleons. Os bárions que são constitúıdos por um

ou mais quark s são denominados hyperons. Alguns exemplos de hyperons são Λ0 = uds,

Σ+ = uus, Σ− = dds, Ξ0 = uss, Ξ− = dss e Ω− = sss (PARTICLE DATA GROUP;

WORKMAN, 2022). Entretanto, alguns estudos indicam a possibilidade da supressão da

população de hyperons nas transições de fases hádron-quark devido aos hyperons aparecem

depois do ińıcio da fase da matéria de quarks (PEREIRA et al., 2016; YASUTAKE et al., 2011).

Além disso, a inclusão de hyperons torna as EOS hadrônicas mais suaves, influenciando

diretamente a produção de estrelas, nas quais não são tão massivas se comparado ao caso

onde somente nucleons são levados em conta. Como o foco principal deste trabalho é

a análise da termodinâmica e os efeitos na modelagem de estrelas do modelo PNJL0 e,

também a fim de evitar o aumento demasiado de constantes de acoplamento hadrônicas

a serem fixadas, optamos por usar um modelo RMF somente com nucleons.

Utilizando as equações de Euler-Lagrange podemos encontrar as equações de campo

do modelo DDHδ. Além disso, a implementação da aproximação de Hartree (sem o termo

de Fock) nestas equações nos leva a

σ → ⟨σ⟩ ≡ σ , (5.41)

ωµ → ⟨ωµ⟩ ≡ ω0 , (5.42)

ρ⃗µ → ⟨ρ⃗µ⟩ ≡ ρ̄0(3) , (5.43)

δ⃗ → ⟨δ⃗⟩ ≡ δ(3) . (5.44)

Isto nos permite calcular o tensor energia-momento e consequentemente as equações de

estado do modelo hadrônico. Assim a densidade de energia e pressão são respectivamente

EHAD =
1

2
m2

σσ
2 − 1

2
m2

ωω
2
0 −

1

2
m2

ρρ̄
2
0(3) +

1

2
m2

δδ
2
(3) +

Γρ(ρ)

2
ρ̄0(3)ρ3 + Γω(ρ)ω0ρ

+
1

π2

∫ kF p

0

dk k2(k2 +M∗2
p )1/2 +

1

π2

∫ kF n

0

dk k2(k2 +M∗2
n )1/2 , (5.45)

PHAD = ρΣR(ρ)−
1

2
m2

σσ
2 +

1

2
m2

ωω
2
0 +

1

2
m2

ρρ̄
2
0(3) −

1

2
m2

δδ
2
(3) +

1

3π2

∫ kF n

0

dk k4

(k2 +M∗2
n )1/2

+
1

3π2

∫ kF p

0

dk k4

(k2 +M∗2
p )1/2

, (5.46)

6Os prótons (p = uud) e nêutrons (n = udd) são constitúıdos somente por quarks u e d.
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onde ρ3 = ρp − ρn. Ainda podemos definir as seguintes expressões

ρp,n =
kF

3
p,n

3π2
, (5.47)

ΣR(ρ) =
∂Γω

∂ρ
ω0ρ+

1

2

∂Γρ

∂ρ
ρ̄0(3)ρ3 −

∂Γσ

∂ρ
σρs −

∂Γδ

∂ρ
δ(3)ρs3 , (5.48)

ρs = ρsp + ρsn =
M∗

π2

[∫ kF p

0

dk k2√
k2 +M∗2

p

+

∫ kF n

0

dk k2√
k2 +M∗2

n

]
. (5.49)

com ρs3 = ρsp − ρsn. Podemos determinar os valores dos campos mesônicos como

σ =
Γσ(ρ)ρs
m2

σ

, (5.50)

ω0 =
Γω(ρ)ρ

m2
ω

, (5.51)

ρ̄0(3) =
Γρ(ρ)ρ3
2m2

ρ

, (5.52)

δ(3) =
Γδ(ρ)ρs3
m2

δ

. (5.53)

As massas efetivas dos prótons e dos nêutrons podem ser respectivamente escritas

como

M∗
p = Mnuc − Γσ(ρ)σ − Γδ(ρ)δ(3) , (5.54)

M∗
n = Mnuc − Γσ(ρ)σ + Γδ(ρ)δ(3) . (5.55)

Por fim, podemos obter os potenciais qúımicos dos prótons (µp) e dos nêutrons (µn)

através da expressão µp,n = ∂EHAD/∂ρp,n, estes são dados por

µp = (k2Fp +M∗
p
2)1/2 + Γωω0 +

Γρ

2
ρ̄0(3) + ΣR , (5.56)

µn = (k2Fn +M∗
n
2)1/2 + Γωω0 −

Γρ

2
ρ̄0(3) + ΣR . (5.57)

Assim como realizamos para o setor de quarks na Seção 5.2, no setor hadrônico também

implementamos o regime de neutralidade de carga e equiĺıbro β quando inclúımos em nosso

sistema os múons e elétrons. No caso do setor de hádrons tais condições são dadas por

ρp − ρe = ρµ , (5.58)

µn − µp = µe , (5.59)
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com µµ = µe. Isto nos leva às densidade de energia e pressão totais, sendo respectivamente

elas

EtH = EHAD + Ee + Eµ , (5.60)

PtH = PHAD + Pe + Pµ , (5.61)

de modo que Ee, Pe, Eµ e Pµ são dados respectivamente pelas Equações (5.17), (5.19), (5.20)

e (5.22). Agora já estamos aptos a modelar uma estrela h́ıbrida compacta, na próxima

seção veremos o processo para a criação de uma estrela deste tipo.

5.4 Estrelas h́ıbridas compactas usando o modelo PNJL0

SU(3)

Um dos requisitos para criamos uma estrela h́ıbrida compacta é a transição de fases da

matéria hadrônica para a matéria de quarks (se pensarmos na direção da superf́ıcie para

o núcleo da estrela), mais especificamente realizada através da ligação entre os modelos

de hádrons e quarks que utilizamos. Na Figura 5.3 mostramos como os modelo PNJL0

SU(3) e o modelo DDHδ se comportam de forma independente através da analise da

pressão total (Pt) em função do potencial qúımico bariônico. Utilizamos três conjuntos

diferentes de GV e a3 juntamente com a parametrização RKH da Tabela 2.3 para o modelo

PNJL0 SU(3) com intuito de abranger mais regiões no espectro de µB. Repare que o
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FIGURA 5.3 – Pressão total em função de µB para os modelos DDHδ e PNJL0 SU(3) com diferentes
conjuntos de a3 e GV , utilizando a parametrização RKH.

modelo DDHδ não apresenta nenhum“laço”ao longo de sua evolução em µB, isto acontece
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porque nesta região a matéria nuclear se encontra estável e não apresenta transições de

fases, diferentemente do observado para a matéria de quarks descrita pelo modelo PNJL0

SU(3), no qual os quarks sofrem uma transição de fases. Observa-se também que os dois

modelos se encontram em determinados pontos. Isto não ocorre por acaso, para cada

valor escolhido de GV /Gs, determinamos o valor de a3 para o qual ocorre a transição

entre os dois modelos. Algo similar foi realizado nas referências (IVANYTSKYI et al., 2019).

Condensamos os valores determinados para cada conjunto do modelo PNJL0 SU(3) na

Tabela 5.3.

TABELA 5.3 – Conjuntos determinados GV /Gs e a3 para o modelo PNJL0 SU(3) utilizando a parame-
trização RKH no qual as EOS intercedem as EOS do modelo DDHδ.

GV /Gs a3

Conjunto 1 0, 15 −0, 052

Conjunto 2 0, 25 −0, 135

Conjunto 3 0, 35 −0, 241

Conjunto 4 0, 5 −0, 458

Aqui impomos que a transição de fases do confinamento/desconfinamento se dá exata-

mente no ponto de cruzamento com o modelo hadrônico. Assim constrúımos os modelos

conectados no qual as curvas totais iniciam com o modelo DDHδ até o ponto de cruzamento

e depois muda para o modelo de quarks desconfinados. Este procedimento é baseado na

construção de Maxwell, que impõe termos pressão e potenciais qúımicos iguais para as

duas fases termodinâmicas para uma mesma temperatura, com uma ńıtida transição de

fases de primeira ordem. Na Figura 5.4 mostramos como são as curvas totais dos modelos

conectados, que denominaremos como modelo DDHδ-PNJL0. Para o conjunto 4 no qual

GV = 0, 5Gs encontramos o valor de a3 = −0, 458, valor próximo de a3 = −0, 4 deter-

minado na referência (DEXHEIMER; SCHRAMM, 2010), que segundo a mesma é o valor

indicado para se reproduzir a LQCD.

Também podemos analisar como é a dependência da pressão total em relação a densi-

dade de energia total (Et) dos modelos conectados. Mostramos na Figura 5.5 o comporta-

mento de Pt em função de Et para os conjuntos de parâmetros da Tabela 5.3. Fica claro

que o efeito da transição de fases de primeira ordem é estabelecer um platô na pressão com

um variação na densidade de energia. Ressaltamos que o valor da pressão de transição é

determinado no ponto onde ocorre o cruzamento entre o modelo hadrônico e o modelo de

quarks (ALFORD et al., 2013). Observe que a pressão de transição (Ptrans) e a variação da

densidade de energia (∆Etrans) aumentam conforme aumentamos o valor de GV ou, equi-

valentemente, diminúımos o valor de a3. Um valor maior para Ptrans significa que a parte

hadrônica do modelo conectado persiste em valores mais altos de µB. Consequentemente,

isto leva a uma diminuição da fase de quarks, enquanto que o aumento de ∆Etrans leva a

um aumento da região de coexistência de hádrons e quarks desconfinados.
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FIGURA 5.4 – Pressão total em função de µB para o modelo DDHδ-PNJL0 com diferentes conjuntos de
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FIGURA 5.5 – Pressão total em função da energia total para o modelo DDHδ-PNJL0 com diferentes
conjuntos de a3 e GV da Tabela 5.3, utilizando a parametrização RKH. Sendo Ptrans a pressão de transição
e ∆Etrans a variação da densidade de energia.

A descrição de uma estrela esfericamente simétrica parte da unificação de dois tra-

balhos, os de R. C. Tolman e de J. R. Oppenheimer e G. M. Volkoff. Juntos criaram

talvez as mais importantes equações da astrof́ısica, as equações de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff (TOV) (TOLMAN, 1939; OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939; GLENDENNING, 2000).

A partir delas podemos determinar a relação massa-raio (M-R) da estrela e através dessa

analisar se a estrela é ou não estável. Assumindo uma distribuição de massa isotrópica
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e a validade da teoria da relatividade geral de Einstein, podemos descrever uma estrela

compacta esfericamente simétrica de massa M a partir da solução das equações de TOV

dadas por (quando G = c = 1)7

dp(r)

dr
= − [ϵ(r) + p(r)][m(r) + 4πr3p(r)]

r2[1− 2m(r)/r]
, (5.62)

dm(r)

dr
= 4πr2ϵ(r) , (5.63)

onde p(r) é a pressão, ϵ(r) é a densidade de energia de massa e G é a constante gravita-

cional. m(r) é a massa gravitacional contida dentro de um raio r, dada pela expressão

m(r) = 4π

∫ r

0

r′2dr′ϵ(r′) . (5.64)

As soluções das Equações (5.62) e (5.63) são restritas as condições p(0) = pc e m(0) = 0,

sendo pc a pressão central da estrela. Já para a superf́ıcie da estrela, as condições de

contorno são p(R) = 0 e m(R) ≡ M , sendo que R define o raio da estrela. Assim, para

solucionar as Equações (5.62) e (5.63) usamos como input a pressão total e densidade

de energia total fornecidas pelo modelo conectado (modelo hádron-quark). Em nosso

caso usaremos as equações de estado fornecidas pelo modelo DDHδ-PNJL0. Além disso,

pelo lado hadrônico descrevemos a crosta da estrela através do modelo criado por G.

Baym, C. Pethick e P. Sutherland, para a região entre ρ = 0, 16 × 10−10 fm−3 a ρ =

0, 89× 10−2 fm−3 (BAYM et al., 1971).

O diagrama massa-raio para estrelas h́ıbridas obtidas a partir do modelo DDHδ-PNJL0

é mostrado na Figura 5.6. Ressaltamos ao leitor que cada ponto das curvas dos perfis

massa-raio na verdade representam uma posśıvel estrela, desse modo devemos interpretar

as curvas da Figura 5.6 como várias posśıveis estrelas com diversas massa e diversos raios.

Comparamos os resultados dos modelos conectados DDHδ-PNJL0 com importantes dados

observacionais. Dois deles são os valores das massas dos objetos estrelares PSR J1614-2230

com massa M = (1, 97± 0, 04)M⊙ (DEMOREST et al., 2010), PSR J0348+0432 com massa

M = (2, 01± 0, 04)M⊙ (ANTONIADIS et al., 2013) e com o pulsar8 MSP J0740+6620, com

ńıvel de credibilidade de 68, 3%, de massa M = 2, 14+0,10
−0,09

M⊙ (CROMARTIE et al., 2020).

Podemos ver que o modelo h́ıbrido DDHδ-PNJL0 pode produzir estrelas com massas que

estejam dentro dos limites de estabilidade dos dados observáveis que citamos (faixas ver-

melha, verde e marrom da Figura 5.6). Recentemente delegada pela NASA (do inglês,

National Aeronautics and Space Administration), a missão NICER (do inglês, Neutron

star Interior Composition Explorer), com foco no estudo de estralas de nêutrons ultra

7Quando G = c = 1 dizemos que estamos usando as unidades gravitacionais.
8Um pulsar nada mais é que uma estrela de nêutrons que por conta do intenso campo eletromagnético

rotaciona em alta velocidade e emite radiação em “pulsos”.
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2021).

densas, obteve diversos dados acerca desses objetos estrelares. Comparamos os resultados

do nosso modelo h́ıbrido com os recentes dados da missão NICER sobre os raios relacio-

nados as estrelas de massa iguais a 2, 08M⊙ e 1, 4M⊙. Os pontos quadrados (■) são dados

pela referência (MILLER et al., 2021) como M = 1, 4M⊙ com R = (12, 45 ± 0, 65) km e

M = (2, 08± 0, 07)M⊙ com R = (12, 35± 0, 75) km. Os pontos diamantes (♦) são dados

pela referência (RAAIJMAKERS et al., 2021) como M = 1, 4M⊙ com R = 12, 33+0,76
−0,81 km e

M = 1, 4M⊙ com R = 12, 18+0,56
−0,79 km. Por fim, o ćırculo (•) é dado pela referência (RILEY

et al., 2021) como M = 2, 072+0,067
−0,066M⊙ com R = 12, 39+1,30

−0,98 km. Também observa-se que a

estrela h́ıbrida é majoritariamente dominada pela fase hadrônica, deixando um pequeno

espaço para as sutis dinâmicas vindas do modelo PNJL0, exceto para estrelas com raios

pequenos onde a massa de alguma maneira diminui, encolhendo o tamanho da fase de

hádrons. Este efeito ocorre por conta do “amolecimento” vindo da repulsão no modelo

PNJL0 quando a fase do desconfinamento é alcançada sem que a estrela perca a estabi-

lidade. Podemos ter dois efeitos sobre nossas EOS, elas podem ficar mais moles (soft)

ou mais duras (stiff ). Tornar as equações de estados mais moles significa que para um

pequeno aumento na pressão temos uma variação na densidade considerável e a estrela é

mais facilmente comprimida, o que produz estrelas com raios menores. Uma EOS mais

dura sofre exatamente o oposto, para uma termos pequena variação na densidade pre-

cisamos de um grande incremento da pressão. Por termos uma matéria mais dura (no

sentido literal) a estrela torna-se mais dif́ıcil de ser comprimida, o que consequentemente

leva essas estrelas a terem raios maiores.
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Podemos analisar como é a dependência da pressão em função do raio para uma

estrela h́ıbrida particular constrúıda a partir dos quatro conjuntos do modelo DDHδ-

PNJL0, detalhamos esta análise na Figura 5.7. Especificamente escolhemos a estrela com

massa M = 2, 098M⊙, que está dentro da faixa de massa do objeto MSP J0740+6620 e

dos dados do NICER (RILEY et al., 2021). Nota-se que todos os conjuntos utilizados no

modelo DDHδ-PNJL0 prevêem essa estrela. Na Figura 5.7, podemos identificar através

das “cavidades” de cada curva os núcleos de quarks dessa estrela. Cada cavidade desta

ocorre exatamente no mesmo ponto das transições hádron-quark que identificamos nas

Figuras 5.3 e 5.4. As linhas verticais na Figura 5.7 demarcam o valor exato do raio onde

observamos as cavidades e do tamanho do raio dos núcleos de quarks (que acontecem no

mesmo valor de r). Assim extráımos os valores para o raio de Rq ≈ 1, 0 km para o conjunto

1, Rq ≈ 1, 5 km para o conjunto 2, Rq ≈ 1, 6 km para o conjunto 3 e Rq ≈ 1, 3 km para

o conjunto 4. Neste âmbito o núcleo da estrela é composto por quarks desconfinados e os

hádrons somente são graus de liberdade da estrela entre r = Rq a r = R (raio máximo da

estrela).
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FIGURA 5.7 – Pressão em função das coordenadas radiais para uma estrela de M = 2, 098M⊙ obtida a
partir do modelo DDHδ-PNJL0 com os conjunto 1, 2, 3 e 4 da Tabela 5.3. As linhas verticais marcam as
cavidades (kinks) relacionados aos núcleos de quarks para cada parametrização.

Por fim, ressaltamos ainda que para os conjuntos de 1 a 3 usados no modelo hadrônico-

quark DDHδ-PNJL0 identificamos ramos lineares nos quais M diminui à medida que R

diminui. Investigamos estes ramos via o critério de estabilidade estático da estrela, dada
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por

∂M

∂Ecent
< 0 ⇒ configuração instável , (5.65)

∂M

∂Ecent
> 0 ⇒ configuração estável , (5.66)

onde Ecent é a energia no centro da estrela. Por estes critérios9, este tipo de ramifica-

ção indicam configurações de instabilidade (HARRISON et al., 1965; MELTZER; THORNE,

1966). Entretanto, uma análise mais detalhada da estabilidade da estrela pode revelar

mais informações acerca de pequenas perturbações radiais através das equações de osci-

lação radial, para mais detalhes veja as referências (PEREIRA et al., 2018; GONDEK et al.,

1997; JIMÉNEZ; FRAGA, 2019; SUN et al., 2021; MARIANI et al., 2019; PARISI et al., 2021).

Usando este critério das perturbações radiais, uma estrela é dita estável se estas perturba-

ções produzem oscilações bem definidas. Em contrapartida, uma perturbação indefinida

caracteriza estrelas instáveis. O conjunto de equações diferenciais que precisam ser resol-

vidas, acopladas às equações de Tolman-Oppenheimer-Volkof, Equações (5.62) e (5.63),

denominadas de equações de oscilação radiais, são dadas por

dξ

dr
= −1

r

(
3ξ +

∆p

Γp

)
− dp

dr

ξ

(p+ ϵ)
(5.67)

e

d∆p

dr
= ξ

[
ω2eλ−ν(p+ ϵ)r − 4

dp

dr

]
+ ξ

[(
dp

dr

)2
r

p+ ϵ
− 8πeλ(p+ ϵ)pr

]

+ ∆p

[
dp

dr

1

p+ ϵ
− 4π(p+ ϵ)reλ

]
, (5.68)

com

eλ = 1− 2m(r)

r
, (5.69)

dν

dr
= − 2

(p+ ϵ)

(
dp

dr

)
, (5.70)

Γ =
ρ

p

(
dp

dρ

)
, (5.71)

onde Γ é o ı́ndice adiabático. A função métrica ν(r), Equação (5.70), tem a condição de

contorno dado por eλ, Equação (5.69), da seguinte maneira

ν(r = R) = ln

(
1− 2m(R)

R

)
. (5.72)

9Vale ressaltar que estes critérios são geralmente aplicados a estrelas de somente um fase, no qual não
é o caso que estamos trabalhando.
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Assumimos que o deslocamento radial relativo e a perturbação da pressão, ξ = ∆r/r e

∆p, respectivamente, tem dependência temporal harmônica de eiωt, com ω sendo a au-

tofrequência. Outro aspecto importante que podeŕıamos investigar é o tipo de transição

de fases ocorrida. Em estrelas com duas fases distintas as transições podem ser classifica-

das como “rápidas” ou “lentas” dependendo da escala de tempo comparada com a escala

de tempo da oscilação fundamental da estrela (HAENSEL et al., 1989). Como vemos nas

referências (PARISI et al., 2021; PEREIRA et al., 2018; MARIANI et al., 2019), transições de

fases lentas têm importantes consequências microscópicas na estrutura de uma estrela

compacta com diferentes fases. As condições para as transições de fases lentas são dadas

por

[ξ]+− = ξ+ − ξ− = 0 , (5.73)

[∆p]+− = ∆p+ −∆p− = 0 , (5.74)

onde os ı́ndices de mais e menos indicam os valores das funções em cada lado da in-

terface (MARIANI et al., 2019; PARISI et al., 2021; LUGONES et al., 2021). Sabe-se que as

condições de estabilidade a partir da frequência fundamental da estrela são

ω2 > 0 ⇒ configuração estável , (5.75)

ω2 < 0 ⇒ configuração instável , (5.76)

onde a última estrela estável deve ocorrer em ω = 0. No geral, estas propriedades coin-

cidem com a massa máxima no diagrama massa-raio. Entretanto, quando temos uma

estrela com duas fases e uma transição de fases lenta, sua última estabilidade (ω = 0)

pode ocorrer depois do ponto de massa máximo. Alguns resultados acerca disso podem

ser encontrados na referência (PARISI et al., 2021). Seguindo essa ideia, verificamos todos

os ramos produzidos pelos conjuntos da Tabela 5.3 e conclúımos que todas são estáveis,

ou seja, para todos os conjuntos usados não encontramos pontos onde ω = 0.



6 Conclusões e perspectivas

Este trabalho foi baseado na descrição da Cromodinâmica Quântica a partir de modelos

fenomenológicos, úteis principalmente no regime de energias no qual a QCD não admite

um tratamento perturbativo. Os modelos fenomenológicos de quarks mostraram-se muitos

eficazes e confiáveis em descrever fenômenos da QCD em baixas densidades. No Caṕıtulo 2

mostramos diversos modelos efetivos que largamente são utilizados. Na Seção 2.1 vimos

que o modelo de sacola do MIT descreve os hádrons através de um sacola definida pela

constante B, onde em seu interior os quarks interagem como um gás relativ́ıstico. O

modelo também é capaz de conectar as interações fracas dos hádrons às interações fracas

dos quarks. Por conta da simetria quiral explicitamente violada na superf́ıcie da sacola e

da não inclusão da anomalia UA(1), a massa do ṕıon se torna muito alta, enquanto que a

massa de η
′
é muito baixa. Entretanto, o modelo não é capaz de reproduzir a dinâmica

do desconfinamento, uma vez que incorpora em sua construção o confinamento dos quark

de modo estático. Como vimos na Seção 2.2, o modelo NJL em T = 0 é uma opção muito

mais reaĺıstica que o modelo de sacola do MIT. Apesar de não prever o desconfinamento

dos quarks, o modelo descreve de forma competente a dinâmica da quebra/restauração da

simetria quiral, que em muitos casos é o fenômeno protagonista na QCD. O modelo NJL

apresenta um mecanismo de geração dinâmica de massa dos quark, chamada de massa

constituinte dos quarks, dada pelas Equações (2.24), em SU(2), e (2.69), em SU(3). Ao

ocorrer a transição da quebra/restauração da simetria quiral, onde o parâmetro de ordem

é ρs (ρsf ) para caso do SU(2) (SU(3)), o modelo exibe o processo de redução das massas

dos quarks. Com a análise da transição quiral do modelo NJL, constatamos que os quarks

u e d sofrem uma redução drástica em sua massa após a transição quiral, chegando bem

próximo do valor de suas massas correntes. Este efeito ocorre em ambos os cenários,

SU(2) e SU(3). Já o quark s não sofre este mesmo efeito e tem apenas uma leve redução

de massa na transição quiral. Notamos também que para cada uma das parametrizações

das Tabelas 2.2 e 2.3, existe um µ cŕıtico onde ocorre a transição de quebra/restauração

da simetria quiral (µquiral ), da fase termodinâmica na qual ρs ̸= 0 (ρsf ̸= 0) para a

fase termodinâmica na qual ρs ≈ 0 (ρsf ≈ 0). Mostramos duas maneiras, totalmente

equivalentes, de se identificar o valor de µquiral, a saber, pela procura dos mı́nimos do

grande potencial termodinâmico (Ω) em função do parâmetro de ordem, ρs para SU(2)
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e ρsf para SU(3), ou a partir da busca do ponto de cruzamento na curva Ω × µ. Um

efeito importante observado é a influência exercida pelo canal vetorial na localização da

transição quiral. Vimos que conforme aumentos o valor da constate GV (para o caso

repulsivo), o potencial qúımico relacionado à transição quiral se desloca para valores mais

altos até eliminar a transição de fases de primeira ordem em favor de uma transição de

fases cont́ınua.

Para realizarmos um tratamento mais reaĺıstico da QCD, faz-se necessária a inclu-

são do efeito do desconfinamento dos quarks. Na Seção 2.3 mostramos como este efeito

é implementado de forma efetiva através de modelo NJL SU(3) em regime de tempe-

ratura finita. Em particular, mostramos como é realizada a representação da dinâmica

do confinamento/desconfinamento a partir do laço de Polyakov (Φ), implementado no

setor puro de glúons (SPG) que é termodinamicamente descrito pelo potencial de Polya-

kov (U(Φ,Φ∗, T )). Assim, apresentamos como é implementado o laço de Polyakov (Φ)

no modelo NJL, gerando o modelo PNJL. Mostramos que a estrutura deste modelo é

similar a do modelo NJL, diferenciando-se pela inclusão do potencial de Polyakov em suas

equações de estado e pela modificação nas distribuições de Fermi-Dirac para part́ıculas e

antipart́ıculas, que agora passam a ser dependentes de Φ e Φ∗.

O modelo PNJL traz grandes vantagens em relação ao próprio modelo NJL, simples-

mente pelo fato de abranger a dinâmica do desconfinamento dos quarks. Entretanto, no

regime de temperatura nula o modelo PNJL torna-se ineficaz, uma vez que toda a infor-

mação provida pela inclusão de Φ desaparece e suas equações são reduzidas às mesmas do

modelo NJL em T = 0. Em outras palavras, o modelo perde sua capacidade de descrever o

fenômeno do confinamento/desconfinamento dos quarks neste regime. Mostramos no Ca-

ṕıtulo 3 como o modelo PNJL0 SU(2) foi proposto com intuito de contornar este problema.

O modelo baseia-se em tornar dependentes de Φ as constantes de acoplamento Gs e GV ,

que passam a ser Gs(Gs,Φ) = Gs (1− Φ2) e GV (GV ,Φ) = GV (1− Φ2), respectivamente,

com a imposição de que as interações se anulem na fase totalmente desconfinada, na qual

Φ = 1. A partir destas modificações é posśıvel manter a dinâmica provida por Φ no regime

de T = 0. Porém, somente a dependência do laço de Polyakov nas constantes de acopla-

mento não é suficiente para que o modelo exiba soluções não nulas para Φ quando se resolve

a condição (∂Ω/∂Φ)µ = 0, Equação (3.4). Para contornar este problema foi adicionado

no grande potencial termodinâmico a quantidade U0(Φ) = a3T
4
0 ln (1− 6Φ2 + 8Φ3 − 4Φ4),

que possibilita soluções para Φ ̸= 0 e limita seu valor entre 0 ≤ Φ ≤ 1. Ainda, definimos

um novo potencial de Polyakov dado por UPNJL0(ρ, ρs,Φ) = GVΦ
2ρ2 − GsΦ

2ρ2s + U0(Φ),

Equação (3.9). Averiguamos também que somente temos mı́nimos para ΩPNJL0 em Φ ̸= 0

quando tomamos o valor do canal vetorial diferente de zero, ou seja, quandoGV ̸= 0. Deste

modo, o modelo PNJL0 SU(2) exige que tenha-se sempre GV ̸= 0 para que a dinâmica

do confinamento/desconfinamento seja exibida no regime de temperatura nula. Similar
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ao realizado para o modelo NJL, buscamos os µ onde ocorrem as transições de fases asso-

ciadas à quebra/restauração da simetria quiral e ao confinamento/desconfinamento para

o modelo PNJL0 SU(2), respectivamente dadas em µquiral e µconf . Para isto, analisamos

os mı́nimos de ΩPNJL0 em função de ρs para a transição quiral e ΩPNJL0 em função de Φ

para a transição confinamento/desconfinamento, ou equivalentemente, através do ponto

de cruzamento do diagrama ΩPNJL0×µ. Como o modelo exibe duas transições de fases em

valores diferentes de µ, como vimos nas Figuras 3.3 e 3.4, podemos estudar a região entre

estas duas transições de fases (µquiral < µ < µconf), chamada de fase quarkiônica, na qual a

simetria quiral já está praticamente restaurada, mas o sistema continua confinado, ou seja,

esta fase termodinâmica apresenta os parâmetros de ordem ρs ≈ 0 e Φ = 0. Verificamos

os efeitos causados pelas constantes a3 e GV nesta fase. Primeiramente, fixamos o valor

para a constante GV = 0, 25Gs e variamos a3, percebendo que o aumento do valor de a3

influencia diretamente na redução do tamanho da fase quarkiônica (∆µ = µconf − µquiral),

podendo-se até eliminá-la por completo (∆µ = 0), como verificado nas Figuras 3.9, 3.10 e

na Tabela 3.1. Ao fixarmos a3 = −0, 1 e variarmosGV , constatamos que a fase quarkiônica

também é reduzida à medida que aumentos o valor de GV , como vimos nas Figura 3.11

e Tabela 3.2. A influência do canal vetorial mostrou-se poderosa a ponto de modificar o

valor de µconf , assim como pode modificar os valores do µquiral, mostrando mais um vez

sua importância para a matéria fortemente interagente.

A fim de tornar o modelo PNJL0 ainda mais reaĺıstico, propusemos no Caṕıtulo 4

sua versão com três sabores. Além da modificação das constantes Gs e GV , também

modificamos a constante de mistura de sabores (K) deixando-a dependente de Φ, passando

a ser K(K,Φ) = K (1− Φ2), dada pela Equação (4.1). Constatamos que somente a

inclusão do quark s no sistema quando GV = 0 não é suficiente para que o modelo exiba

mı́nimos em Φ ̸= 0 para o grande potencial termodinâmico, ou seja, o modelo não exibe

a dinâmica do desconfinamento. Assim como sua versão com dois sabores, o modelo

PNJL0 SU(3) necessita que GV ̸= 0 para exibir mı́nimos em Φ ̸= 0 para ΩPNJL0, como

vimos na Figura 4.2. Para o caso de três sabores, buscamos os valores de µquiral e µconf

da mesma forma que realizamos nas Seções 2.2 e 3.3, ou seja, buscando os mı́nimos de

ΩPNJL0 em função de ρs para a transição quiral e ΩPNJL0 em função de Φ para a transição

confinamento/desconfinamento ou através dos cruzamentos no diagrama ΩPNJL0×µ, onde
são exibidos dois cruzamentos para o modelo, como mostrado nas Figuras 4.5 e 4.6.

Notamos que a transição quiral afeta mais fortemente os quarks u e d se comparado

ao quark s, uma vez que suas massas são drasticamente reduzidas a quase o valor das

massas correntes (mu,d = 5, 5 MeV), indicando que a simetria quiral para os quarks mais

leves é quase completamente restaurada após a transição de fases quiral. Já o quark

estranho tem uma redução abrupta em sua massa ao ocorrer a transição de fases do

confinamento/desconfinamento, indicando um favoreciemento da restauração da simetria

quiral na fase desconfinada. Este efeito difere do observado no modelo NJL, onde a massa
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do quark s decresce lentamente até alcançar seu valor de corrente (ms = 140, 7 MeV).

Registramos estes resultados nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9. Analisamos para a versão com

três sabores do modelo PNJL0 a fase quarkiônica e os efeitos das constantes a3 e GV . Ao

fixarmos o valor de GV = 0, 25Gs e variarmos a3, observamos que o aumento do valor de a3

diminui a fase quarkiônica, como registrado na Figura 4.11 e Tabela 4.1. Para o valor fixo

de a3 = −0, 1, variamos o valor da constante GV , constatando que seu aumento também

diminuiu o tamanho da fase quarkiônica, como vemos na Figura 4.12 e Tabela 4.2. Esta

fenomenologia é similar a encontrada para a versão com dois sabores do modelo PNJL0, o

que nos leva a concluir que algumas caracteŕısticas intŕınsecas do modelo não se alteram

pela introdução do quark s no sistema.

Ressaltamos a importância da construção de modelos fenomenológicos/efetivos da

QCD em temperatura nula que tem aplicação direta por exemplo no estudo de transi-

ções do tipo hádron-quark em estrelas compactas, descritas no regime de T = 0, assim

como demonstramos no Caṕıtulo 5. Inspirados pelo estudo (ANNALA et al., 2020), no qual

descreve recentes evidências da existência de núcleos de quarks em objetos estrelares, apli-

camos o modelo PNJL0 em sua versão de três sabores na descrição de estrelas h́ıbridas.

Para isso reescrevemos o modelo no regime do equiĺıbrio β e neutralidade de carga, assim

como inserimos os léptons (elétrons e múons) em nosso sistema. Mostramos que nestas

condições as principais caracteŕısticas do modelo PNJL0 mantêm-se inalteradas, mas o

efeito da redução da fase quarkiônica quando aumentamos a3 ou Gv é potencializado.

Vimos também que este regime favorece a redução da fração dos quarks d e o aumento

da fração de quarks s. Pela lado hadrônico, optamos por usar um modelo relativ́ıstico de

campo médio dependente da densidade usado a parametrização DDHδ. Combinamos as

EOS dos dois modelos exatamente no ponto que ocorre o desconfinamentos dos quarks,

e assim constrúımos a transição hádron-quark. Usando diferentes conjuntos de a3 e GV

para o modelo PNJL0 SU(3) abrangemos uma região maior de µB e verificamos que o

aumento de |a3| e GV aumentamos também a pressão de transição e a variação de energia

na transição de fases hádron-quark. Por fim, geramos os perfis de massa-raio determina-

dos por cada conjunto do modelo PNJL0 acoplados ao modelo hadrônico DDHδ. Nossos

resultados indicam que é posśıvel construir estrelas h́ıbridas compat́ıveis com alguns da-

dos observacionais, em particular os propostos pela missão NICER (RAAIJMAKERS et al.,

2021; MILLER et al., 2021; RILEY et al., 2021).

Por fim, listamos nossas perspectivas futuras deste trabalho. A primeira perspectiva

para o futuro seria o cálculo da tensão superficial e a análise das regiões de coexistência

de fases no modelo PNJL0, em especial a região associada a transição de fases do confi-

namento/desconfinamento. Seguido disto, outra perspectiva futura é a análise das fases

posśıveis além do desconfinamento dos quarks utilizando o modelo PNJL0. Como última

perspectiva teŕıamos o aperfeiçoamento do modelo PNJL0, como a inserção do campo
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eletromagnético, temperatura e outros acoplamentos adicionais, além de um novo estudo

de estrelas usando o modelo PNJL0 aperfeiçoado.
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https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.80.1455. Acessado em: 15 ago. 2021.

ALKOFER, R.; von SMEKAL, L. The infrared behaviour of qcd green’s functions:
Confinement, dynamical symmetry breaking, and hadrons as relativistic bound states.
Physics Reports, v. 353, n. 5, p. 281–465, 2001. ISSN 0370-1573. Dispońıvel em:
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Mar 2009. Dispońıvel em: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevC.79.035804.
Acessado em: 14 set. 2022.

BARDEEN, J.; COOPER, L. N.; SCHRIEFFER, J. R. Theory of superconductivity.
Phys. Rev., American Physical Society, v. 108, p. 1175–1204, Dec 1957. Dispońıvel em:
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REFERÊNCIAS 128
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https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevC.90.055203. Acessado em: 20 set. 2021.

EBERT, D.; REINHARDT, H. Effective chiral hadron lagrangian with anomalies and
skyrme terms from quark flavour dynamics. Nuclear Physics B, v. 271, n. 1, p. 188–226,
1986. ISSN 0550-3213. Dispońıvel em:
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https://www.scirp.org/journal/paperinformation.aspx?paperid=31915. Acessado em: 02
jan. 2022.

HIDAKA, Y.; MCLERRAN, L. D.; PISARSKI, R. D. Baryons and the phase diagram
for a large number of colors and flavors. Nuclear Physics A, v. 808, n. 1, p. 117–123,
2008. ISSN 0375-9474. Dispońıvel em:
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345–358, Apr 1961. Dispońıvel em: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.122.345.
Acessado em: 20 set. 2021.

NAMBU, Y.; JONA-LASINIO, G. Dynamical model of elementary particles based on an
analogy with superconductivity. ii. Phys. Rev., American Physical Society, v. 124, p.
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RATTI, C.; RößNER, S.; THALER, M.; WEISE, W. Thermodynamics of the pnjl
model. Eur. Phys. J. C, v. 49, p. 213–217, Jan 2007. Dispońıvel em:
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https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321378901530. Acessado em: 10
out. 2022.

’t HOOFT, G. A property of electric and magnetic flux in non-abelian gauge theories.
Nuclear Physics B, v. 153, p. 141–160, 1979. ISSN 0550-3213. Dispońıvel em:
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em: https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/352760314X.ch8. Acessado em: 18
nov. 2022.
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Apêndice A - Notações, convenções e

definições

As convenções e notações utilizadas neste trabalho serão expostas neste apêndice.

Utilizaremos neste trabalho o sistema unidades no qual ℏ = c = 1. Ainda, definimos que

os ı́ndices gregos representam as componentes do espaço de Minkowski, podendo assumir

os valores de µ, ν = {0, 1, 2, 3}. Já os ı́ndices latinos representam as componentes espaciais

do vetor ordinário, sendo i, j = {1, 2, 3}.

Definimos os quadrivetores contravariante e covariante, respectivamente, como

xµ =
(
x0, x1, x2, x3

)
= (t, x, y, z) , (A.1)

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t,−x,−y,−z) , (A.2)

onde a relação envolvendo os dois quadrivetores é dada por

xµ = gµνx
ν , (A.3)

de modo que, ocorre uma soma sobre os ı́ndices repetidos, ou seja, quando µ = ν. Sendo,

gµν o tensor métrico do espaço de Minkowski, definido por

gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (A.4)

Definimos as derivadas covariantes e contravariantes a partir das seguintes relações

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂0, ∂i) , (A.5)

∂µ =
∂

∂xµ
=
(
∂0, ∂i

)
, (A.6)

∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−∇2 = □ . (A.7)
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Assim o produto escalar entre dois quadrivetores a e b quaisquer, torna-se

a · b = aµbµ , (A.8)

a · b = gµνa
µbµ , (A.9)

a · b = a0b0 − a · b . (A.10)

Para uma part́ıcula livre de massa M definimos a equação de Dirac como

(α · p+ βM)ψ(x, t) =
∂ψ(x, t)

∂t
, (A.11)

onde ψ(x, t) é um quadrivetor (ou spinor de Dirac), e α e β sendo matrizes de traço nulo.

Definimos, respectivamente, as matrizes α e β como

α =

(
0 σ

σ 0

)
, (A.12)

β =

(
I 0

0 −I

)
, (A.13)

onde as componentes σ são as matrizes de Pauli 2× 2 e I é a matriz identidade, respec-

tivamente definidas como

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (A.14)

I =

(
1 0

0 1

)
. (A.15)

A partir das relações de anticomutação das matrizes α e β, podemos definir as seguintes

propriedades

αiαj + αjαi =
{
αi, αj

}
= 2gij , (A.16)

βαi + αiβ =
{
β, αi

}
= 2δij , (A.17)(

αi
)2

= (β)2 = 1 . (A.18)

A forma covariante de equação de Dirac, dada por (A.11), é definida como

(iγµ∂
µ −M)ψ(x, t) = 0 , (A.19)
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sendo

γµ∂
µ = γ0∂

0 + γi∂
i , (A.20)

onde γµ são as matrizes de Dirac. Definimos as matrizes γµ a partir das matrizes α e β,

dadas respectivamente pelas Equações (A.12) e (A.13), como

γµ = (γ0, γi) , (A.21)

γ0 = β , (A.22)

γi = βαi . (A.23)

Na representação de Dirac-Pauli as matrizes γ0 e γi tornam-se

γ0 =

(
I 0

0 −I

)
, (A.24)

γi =

(
0 σi

−σi 0

)
. (A.25)

Estas matrizes obedecem as seguinte relação de anticomutação

γµγν = {γµ, γν} = 2gµν , (A.26)

desde que

γ0† = γ0 , (A.27)(
γ0
)2

= I , (A.28)

(γµ)† = γ0γµγ0 , (A.29)

γ0γk = −γkγ0 . (A.30)

Outra relação importante é a definição do spinor adjunto ψ̄, definido por

ψ ≡ ψ†γ0 . (A.31)

Um importante elemento é a matriz γ5, que constrúımos a partir das demais matrizes

de Dirac, sendo definida pela notação

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 , (A.32)
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seguindo as relações

γ5† = γ5 , (A.33)(
γ5
)2

= I , (A.34)

γ5γµ + γµγ5 = 0 . (A.35)

Na representação de Dirac-Pauli γ5 é dada como

γ5 =

(
0 I

I 0

)
. (A.36)

Outra notação importante é a notação slash de Feynman, definida através do uso das

matrizes de Dirac (A.21)

∂/ = γµ∂µ . (A.37)

Definimos as matrizes de Gell-Mann em SU(3) como

λ1 =

 0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

 1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 . (A.38)

As matrizes λa são hermitianas, ou seja,

λa = λ†a . (A.39)

Além disso, as matrizes de Gell-Mann respeitam as seguintes relações de traço e comuta-

ção, respectivamente,

tr {λa} = 0 (A.40)

[λa, λb] = 2ifabcλc , (A.41)
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onde a estrutura das constantes fabc é

fabc = −fbac − facb . (A.42)



Apêndice B - Simetria quiral

Bem sabemos que as simetrias exercem um papel importante nas leis da f́ısica, assim

sua existência por si só já é motivo para buscarmos entende-las. Se existe uma simetria (ou

uma invariância), então uma lei de conservação correspondente também existe. Pelo fato

do espaço-tempo ser invariante à movimentos paralelos, a lei de conservação da energia e do

momento foram criadas. Aproximadamente, a simetria dos quarks u e d leva a conservação

do isospin, e assim vai. Analisando o que uma simetria significa, podemos pensar que em

certos casos ter uma simetria se refere a uma situação em que temos diferentes estados

equivalentes entre si com respeito às leis da f́ısica, ou seja, simetrias implicam que as leis

da f́ısica são invariantes às operações de simetria que substituem um estado pelo outro.

Entretanto, como podemos distinguir dois estados equivalente, por exemplo, distinguir

os estados A e A′. Para isso é suficiente expressar as operações que modificam A e A′,

sendo as quantidades usadas nesta expressões as quantidades conservadas (ou números

quânticos). Se por conta de uma simetria existe um certo estado arbitrário A implica que

qualquer estado equivalente obtido pelas operações da simetria deve ser posśıvel. Existe

ainda a possibilidade de um estado ser invariante frente as operações da simetria, isto é,

dizemos que este estado forma um grupo1.

A simetria quiral se refere a distinção entre part́ıculas que são left-hand (levógiros) e

right-hand (dextrógiros), nas quais estas carregam um valor para sua helicidade. Podemos

verificar a simetria quiral partindo de um sistema constitúıdo de férmions livres descritos

pela densidade lagrangiana de Dirac

LD = ψ(iγµ∂µ −m)ψ . (B.1)

A partir de (B.1), chegamos na equação que deve ser verificada, a equação de Dirac, dada

por

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 . (B.2)

1Assim como, por exemplo, os grupos SU(2), SU(3), U(1) e etc.
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A solução para o spinor ψ é dada por

ψ(x⃗, t) =
1

(2π)3

∫
d3k [ak⃗u(k⃗)e

−ikµxµ

+ b†
k⃗
v(k⃗)eikµx

µ

] . (B.3)

A Equação (B.3) quando substitúıda na equação de Dirac, (B.1), gera

(γµkµ −m)u(k⃗) = 0 (B.4)

e

(γµkµ +m)v(k⃗) = 0 . (B.5)

Para analisarmos o número de soluções posśıveis das Equações (B.4) e (B.5), consideramos

k⃗ = 0. Nesse caso

γµkµ = γ0k0 = γ0
√
k2 +m2 = γ0m , (B.6)

consequentemente, a Equação (B.4) se torna

(γ0m− I2×2m)u(k⃗ = 0) = 0 (B.7)

e sua forma matricial é
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 −2




a1

a2

a3

a4

 =


0

0

0

0

 , (B.8)

com duas soluções linearmente independentes dadas por

u1(k⃗ = 0) =


1

0

0

0

 e u2(k⃗ = 0) =


0

1

0

0

 . (B.9)

Da mesma forma, este procedimento leva a obtenção de duas soluções linearmente inde-

pendentes para o spinor v(k⃗). De maneira geral, mesmo para o caso em que k⃗ ̸= 0, é

necessário distinguir duas soluções para os spinores e e v. Uma maneira de realizar tal

distinção é procurar um operador que comute com o hamiltoniano de Dirac, encontrado

a partir da Equação (B.2), dado por

ĤD = −γ0(γi∂i −m) , (B.10)
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para assim determinar um novo número quântico. Tal operador é dado por

Λ̂ ≡ S⃗ · k⃗
k
=

1

2

(
σ⃗ 0

0 σ⃗

)
· k⃗
k
, (B.11)

com σ⃗ = σxx̂+ σyŷ + σz ẑ. Os autovalores de (B.11), dados por ±1/2, são definidos como

números quânticos da helicidade da part́ıcula. A helicidade representa a projeção do spin

de um férmion na direção de seu movimento. A Figura B.1 representa part́ıculas cujas

helicidades são positiva (a) e negativa (b) Ressaltamos que por definição a helicidade é

k k

FIGURA B.1 – Part́ıculas de helicidade positiva (a) e negativa (b). Sendo k a direção do movimento e s
a projeção do spin.

uma grandeza que depende essencialmente do referencial adotado pelo observador. Por

exemplo, um observador parado em relação à part́ıcula representada na Figura B.1(a)

mede o valor 1/2 para sua helicidade e seu spin é right-hand. Agora, se o mesmo observador

move-se com kobs > k, temos que sua medida para a helicidade da part́ıcula resulta no

valor −1/2 e agora seu spin parece ser left-hand. Naturalmente, se o observador move-se

com kobs = k conclui que a helicidade da part́ıcula é nula. Conclui-se que um férmion

de massa nula tem medida absoluta de sua helicidade, já que neste caso sua velocidade

é igual à da luz. Consequência direta desta propriedade na equação de Dirac, dada no

limite da massa fermiônica nula (limite quiral) por

iγµ∂µψ = 0 , (B.12)

e como o anticomutador {γ5, γµ} = 0, ao multiplicarmos γ5 pela esquerda da Equa-

ção (B.12) temos

iγ5γµ∂µψ = −i∂µγµγ5ψ = 0 . (B.13)

Isto nos mostra que tanto ψ quanto γ5ψ são soluções da Equação (B.12). Assim as
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combinações lineares dadas por

ψL =
1

2
(1− γ5)ψ (B.14)

e

ψR =
1

2
(1 + γ5)ψ , (B.15)

também são soluções da equação de Dirac no limite quiral (mférmion = 0). Nesta notação

ψL são os spinores levógiros (mão esquerda ou left-handed) e ψR são os spinores dextró-

giros (mão direita ou right-handed) que estão associados a férmions de helicidade −1/2 e

1/2, respectivamente. Seus adjuntos são escritos da seguinte forma

ψL = ψ†
Lγ

0 =
1

2
ψ†(1− γ5)γ0 =

1

2
ψ(1 + γ5) (B.16)

e

ψR = ψ†
Rγ

0 =
1

2
ψ†(1 + γ5)γ0 =

1

2
ψ(1− γ5) . (B.17)

Podemos reescrever a densidade lagrangiana de Dirac, Equação (B.1), da seguinte forma

LD = i(ψL + ψR)γ
µ∂µ(ψL + ψR)−m(ψL + ψR)(ψL + ψR)

= iψLγ
µ∂µψL + iψLγ

µ∂µψR + iψRγ
µ∂µψL + iψRγ

µ∂µψR

+ m(ψLψL + ψLψR + ψRψL + ψRψR)

LD = iψLγ
µ∂µψL + iψRγ

µ∂µψR +m(ψLψR + ψRψL) , (B.18)

onde usamos

iψLγ
µ∂µψR =

i

4
ψ(1 + γ5)γµ∂µ(1 + γ5)ψ

=
i

4
(ψγµ∂µψ + ψγµγ5∂µψ + ψγ5γµ∂µψ + ψγ5γµγ5∂µψ)

=
i

4
(ψγµ∂µψ + ψγµγ5∂µψ − ψγµγ5∂µψ − ψγµ∂µψ)

= 0 , (B.19)

iψRγ
µ∂µψL =

i

4
ψ(1− γ5)γµ∂µ(1− γ5)ψ

=
i

4
(ψγµ∂µψ − ψγµγ5∂µψ − ψγ5γµ∂µψ + ψγ5γµγ5∂µψ)

=
i

4
(ψγµ∂µψ − ψγµγ5∂µψ + ψγµγ5∂µψ − ψγµ∂µψ)

= 0 , (B.20)
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ψLψL =
1

4
ψ(1 + γ5)(1− γ5)ψ =

1

4
(ψψ − ψγ5ψ + ψγ5ψ − ψψ)

= 0 , (B.21)

ψRψR =
1

4
ψ(1− γ5)(1 + γ5)ψ =

1

4
(ψψ + ψγ5ψ − ψγ5ψ − ψψ)

= 0 , (B.22)

juntamente com as propriedades {γ5, γµ} = 0 e (γ5)
2
= 1.

Notamos, por (B.18), que é posśıvel representar um férmion por seus respectivos cam-

pos de helicidade bem definida (ψL e ψR). Percebe-se também que tais campos são to-

talmente desacoplados entre si apenas no caso particular em que o férmion possui massa

nula, uma vez que o termo de massa (mférmion ̸= 0) é responsável pela mistura entre ψL

e ψR. Desse modo, diz-se que um sistema apresenta simetria quiral quando a densidade

lagrangiana que o descreve é escrita de forma que os campos left-handed e right-handed

estão totalmente desacoplados. Por outro lado, sistemas nos quais estes campos são mistu-

rados, tais como o descrito por (B.18), são ditos apresentarem quebra expĺıcita da simetria

quiral.

Equivalentemente podemos verificar a realização da simetria quiral em uma teoria

qualquer através da análise da transformação global dada por

ψ → ψ′ = eiσ·ωγ5/2ψ , (B.23)

sendo σ as matrizes de Pauli. Neste caso, a simetria quiral é realizada quando a densidade

lagrangiana do sistema é invariante sob a transformação (B.23), o que continua não sendo

o caso da Equação (B.18), devido ao termo massivo mψψ.

Como
〈
ψψ
〉
é um termo que impede a realização da simetria quiral, é natural adotá-

lo como um parâmetro de ordem da transição de fases onde a simetria quiral é que-

brada/restaurada. Desse modo, temos a simetria quiral quebrada quando
〈
ψψ
〉
̸= 0 e

restaurada quando
〈
ψψ
〉
= 0. No caso espećıfico da QCD por exemplo, tal parâmetro de

ordem é considerado aproximado já que devido à massa não-nula dos quarks, a simetria

quiral é explicitamente quebrada na densidade lagrangiana. A restauração é esperada

ocorrer no regime de altas temperaturas ou densidades.

Vale ainda ressaltar a diferença entre a simetria ser violada de maneira espontânea

ou expĺıcita. Por definição, a quebra espontânea de simetria requer a existência de leis

f́ısicas (por exemplo, mecânica quântica) que são invariáveis sob uma transformação de

simetria (como translação ou rotação), de modo que qualquer par de resultados que di-

ferem apenas por essa transformação tenha a mesma distribuição de probabilidade. Por

exemplo, se as medições de um observável em quaisquer duas posições diferentes têm a

mesma distribuição de probabilidade, o observável tem simetria translacional. A quebra
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espontânea da simetria ocorre quando essa relação é quebrada, enquanto as leis f́ısicas

subjacentes permanecem simétricas. Por outro lado, na quebra expĺıcita da simetria,

quando considerados dois resultados, as distribuições de probabilidade deste par de re-

sultados podem ser diferentes. Por exemplo, em um campo elétrico, as forças em uma

part́ıcula carregada são diferentes em diferentes direções, então a simetria rotacional é

explicitamente quebrada pelo campo elétrico que não tem essa simetria.



Apêndice C - Aproximação de campo

médio

Neste apêndice mostraremos o calculo usado para determinar certas quantidades do

modelo NJL na aproximação de campo médio (MFA, do inglêsMean Field-Approximation).

A aproximação de campo médio nada mais é do que a aproximação de Hartree-Fock,

que neste caso especifico é equivalente a aproximação de Hartree (sem o termos de Fock).

A aproximação de campo médio consiste em considerar um operador O qualquer como o

seu valor esperado mais um pequeno desvio em relação ao ser valor esperado (médio), de

modo que

O = ⟨O⟩+∆O , (C.1)

onde assumimos que o desvio no valor esperado é aproximadamente zero, ou seja, fazemos

∆O ≡ O − ⟨O⟩ ≈ 0 . (C.2)

Podemos realizar o produto de dois operados quaisquer, O1 e O2, definidos por (C.1),

assim

O1O2 = (⟨O1⟩+∆O1)(⟨O2⟩+∆O2)

= O1 ⟨O2⟩ − ⟨O1⟩ ⟨O2⟩+O2 ⟨O1⟩+∆O1∆O2 . (C.3)

Desprezamos o termo ∆O1∆O2, da ordem de (∆O)2, que consequentemente é muito

menor que ∆O. Assim obtemos o produto de dois operadores como

O1O2 ≈ O1 ⟨O2⟩+O2 ⟨O1⟩ − ⟨O1⟩ ⟨O2⟩ . (C.4)

Usando a Equação (C.4), podemos definir o produto de dois operadores para o caso

particular em que O1 = O2, ou seja, para operadores idênticos, como

O2 ≈ 2O ⟨O⟩ − ⟨O⟩2 . (C.5)
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Aplicando a Equação (C.5) às quantidades envolvendo os campos fermiônicas (ψ e ψ̄)

da densidade lagrangiana do modelo NJL com dois sabores, Equação (2.17), obtemos

(
ψ̄ψ
)2 ≈ 2ψ̄ψ⟨ψ̄ψ⟩ − ⟨ψ̄ψ⟩2 ,(

ψ̄γ5τ⃗ψ
)2 ≈ 2ψ̄γ5τ⃗ψ⟨ψ̄γ5τ⃗ψ⟩ − ⟨ψ̄γ5τ⃗ψ⟩2 ,(

ψ̄γµψ
)2 ≈ 2ψ̄γµψ⟨ψ̄γµψ⟩ − ⟨ψ̄γµψ⟩2 .

Resultados mostrados nas Equações (2.18), (2.19) e (2.20). Para mais detalhes acerca

da aproximação de campo médio (Hartree e Hartree-Fock) veja as referências (HATSUDA;

KUNIHIRO, 1994; PIZA, 2009; KLEVANSKY, 1992; GOLDENFELD, 1992).



Apêndice D - Cálculo das densidades de

quarks e do potencial qúımico do modelo

NJL

Neste apêndice mostraremos a dedução da densidade vetorial (ρ), densidade esca-

lar (ρs) e potencial qúımico (µ) generalizados para o modelo NJL. Partiremos da solução

para a equação de Dirac, dada por

ψ = u(k, λ)eik·x−iϵ(k)t , (D.1)

onde u(k, λ) é um spinor de Dirac, com vetor de onda dado por k e λ representa os estados

de spin da part́ıcula. Utilizando as matrizes α e β teremos

(α · k+ βM)u(k, λ) = (ϵ(k)− av0)u(k, λ) . (D.2)

Assim o condensado do campo vetorial v0 ajusta a energia das soluções. Usando as

propriedades das matrizes de Dirac encontramos

ϵ(k) = ϵ±(k) = av0 ± (k2 +M2)1/2 (D.3)

= av0 ± E(k), (D.4)

onde os sinais positivo e negativo são correspondentes às part́ıculas e antipart́ıculas res-

pectivamente, com

E(k) = (k2 +M2)1/2 . (D.5)
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D.1 Densidade vetorial de quarks (ρ)

Resolvendo a equação (D.2), obtemos as seguintes soluções

(α · k+ βM)U(k, λ) =
[
ϵ(k)(+) − av0

]
U(k , λ) (D.6)

(α · k+ βM ]U(k, λ) = E(k)U(k, λ) (D.7)

e

(α · k+ βM)V (k, λ) = −
[
ϵ(k)(−) − av0

]
V (k , λ) (D.8)

(α · k+ βM)V (k, λ) = E(k) , V (k, λ) (D.9)

onde U(k, λ) é solução para energias positivas e V (k, λ) é solução para energias negativas.

Adotando um volume finito e condições de contorno periódicas, chegamos a um nova

normalização para os spinores, definidos agora como

ψ(x, t) =
1

V

∑
k,λ

[
Ak,λU(k, λ)e

ik·x−iϵ(+)(k)t +B†
k,λV (k, λ)e−ik·x−iϵ(−)(k)t

]
e (D.10)

ψ†(x, t) =
1

V

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′U
†(k′, λ′)e−ik′·x+iϵ(+)(k)t +Bk′,λ′V †(k′, λ′)eik

′·x+iϵ(−)(k)t
]
. (D.11)

Este tipo de normalização também é conhecida como segunda quantização (SAKURAI,

1967). Podemos agora encontrar a densidade do sistema através da operação ψ(x, t) ×
ψ†(x, t) entre os spinores de Dirac, sendo ρ = ψ̄γ0ψ = ψ†ψ. Desse modo, teremos

ψ†(x, t)ψ(x, t) =
1

V

∑
k,λ

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′U
†(k′, λ′)e−ik′·x+iϵ(+)(k)t

+ Bk′,λ′V †(k′, λ′)eik
′·x+iϵ(−)(k)t

]
×
[
Ak,λU(k, λ)e

ik·x−iϵ(+)(k)t

+ B†
k,λV (k, λ)e−ik·x−iϵ(−)(k)t

]
(D.12)

=
1

V

∑
k,λ

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′Ak,λU
†(k′, λ′)U(k, λ)e+i(k-k’)·x+i[ϵ(+)(k)−ϵ(+)(k)]t

+ A†
k′,λ′B

†
k′,λ′U

†(k′, λ′)V (k, λ)e−i(k+k’)·x+i[ϵ(+)(k)−ϵ(−)(k)]t

+ Bk,λAk,λV
†(k′, λ′)U(k, λ)e+i(k+k’)·x+i[ϵ(−)(k)−ϵ(+)(k)]t

+ Bk,λB
†
k′,λ′V

†(k′, λ′)V (k, λ)e+i(k’-k)·x+i[ϵ(−)(k)−ϵ(−)(k)]t

]
. (D.13)
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Como os operadores A (ou B) e U (ou V ) atuam em espaços diferentes, os operadores

U (ou V ) não atuam nos operadores A (ou B) e vice-versa. Assim, temos que

|ψ⟩ = AkλU |0⟩+BkλV |0⟩ (D.14)

|ψ⟩ = Akλ|U⟩+Bkλ|V ⟩ (D.15)

e ainda,

|ψ⟩ = ⟨0|ψ(x, t)|Akλϕ0⟩ , (D.16)

ϕ0 = U(k, λ)eik·x−iϵ(k)t . (D.17)

Pelas relações de ortonormalização temos

1

V

∫
V

d3xei(k-k’)·x = δkk′ , (D.18)

U †(k′, λ′)U(k, λ) = V †(k′, λ′)V (k, λ) = δλ′λ . (D.19)

Usando a relação de ortogonalidade entre os operadores U(k, λ) e V (k, λ), obtemos

U †(k′, λ′)V (k, λ) = V †(k′, λ′)U(k, λ) = 0 . (D.20)

Aplicando as relações (D.19) e (D.20) na Equação (D.13) teremos

ψ†(x, t)ψ(x, t) =
∑
k,λ

[
A†

k′,λ′Ak,λ +Bk′,λ′B†
k,λ

]
, (D.21)

sendo o operador número dado por

B̂ =

∫
V

d3x ψ†(x, t)ψ(x, t) =
∑
k,λ

[
A†

k′,λ′Ak,λ +Bk′,λ′B†
k,λ

]
. (D.22)

Usando as seguintes relações de anticomutação, dadas por

{Ak,λ, A
†
k′,λ′} = {Bk,λ, B

†
k′,λ′} = δkk′δλλ′ , (D.23)

{Ak,λ, Bk,λ} = {A†
k′,λ′ , B

†
k′,λ′} = 0 , (D.24)

podemos reescrevemos o operador B̂ como

B̂ =
∑
k,λ

[
A†

k,λAk,λ −Bk,λB
†
k′,λ

−B†
k,λBk,λ +Bk,λB

†
k,λ +B†

k′,λ′Bk,λ +Bk,λB
†
k,λ

]
=

∑
k,λ

[
A†

k,λAk,λ −B†
k,λBk,λ

]
+
∑
k,λ

δkkδλλ , (D.25)
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onde o último termo da Equação (D.25), na teoria do buraco de Dirac (em inglês, Dirac’s

role theory), representa a soma sobre todos os estados de energia negativa ocupados no

“mar de Dirac” (do inglês, Dirac sea), sendo uma constante independente da dinâmica,

desde que todas as medições sejam realizadas em relação ao vácuo. O observável do

operador número é definido pela subtração do valor esperado de B̂ no vácuo. Podemos

definir o operador número e construir a hamiltoniana do sistema, de modo que

B̂ =

∫
V

d3x
[
ψ†ψ − ⟨0|ψ†ψ|0⟩

]
=
∑
kλ

[
A†

k,λAk,λ −B†
k,λBk,λ,

]
, (D.26)

onde |0⟩ é o vácuo não interagente no limite kf → 0. Definimos o vácuo interagente como

Ak,λ|0⟩ = Bk,λ|0⟩ = 0 , ∀k . (D.27)

Calcularmos o operador B̂, subtraindo o seu valor esperado no vácuo, definimos o operador

B̂ f́ısico como

B̂ =

∫
V

d3x
[
ψ†ψ − ⟨0|B̂|0⟩

]
=
∑
kλ

[
A†

k,λAk,λ −B†
k,λBk,λ

]
. (D.28)

Utilizando a relação entre a densidade vetorial e o operador número teremos

ρ =
B̂

V
, (D.29)

=
1

V

∑
kλ

[
A†

k,λAk,λ −B†
k,λBk,λ

]
. (D.30)

Definimos o limite para um volume infinitamente grande como

1

V

∑
k

−→ 1

(2π)3

∫
d3k . (D.31)

Substituindo (D.31) na Equação (D.30) teremos

ρ =
1

(2π)3

∑
λ

∫
d3k

[
A†

k,λAk,λ −B†
k,λBk,λ

]
, (D.32)

lembrando que na aproximação do campo médio a densidade vetorial passa a ser dada

como ρ = ⟨ψ̄γ0ψ⟩ = ⟨ψ†ψ⟩, supondo que a matéria seja uniforme, estática e esteja em

seu estado fundamental, conhecido como estado de Fermi. Desse modo, aplicamos os

operadores de Fermi (|F ⟩), assim a Equação (D.32) torna-se

ρ =
1

(2π)3

∑
λ

∫
d3k

[
⟨F |A†

k,λAk,λ|F ⟩ − ⟨F |B†
k,λBk,λ|F ⟩

]
. (D.33)
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Sendo que, os operadores de Fermi atuam da seguinte maneira

Ak,λ|F ⟩ = 0, |k| > kF , (D.34)

A†
k,λ|F ⟩ = 0, |k| < kF , (D.35)

Bk,λ|F ⟩ = 0, ∀ k, (D.36)

A†
k,λAk,λ|F ⟩ = |F ⟩, |k| < kF . (D.37)

Assim, as antipart́ıculas são descartadas de nosso sistema, uma vez que estamos no regime

de T = 0. Deste modo a densidade vetorial torna-se

ρ =
1

(2π)3

∑
λ

∫ kF

0

d3k , (D.38)

onde a somatória em λ se torna nosso fator de degenerescências γ. De modo que,

ρ =
γ

(2π)3

∫ kf

0

d3k . (D.39)

Integrando a Equação (D.39),

ρ =
γ

8π3

∫ kF

0

4πk2dk (D.40)

=
γ

8π3

4

3
πk3F (D.41)

=
γ

6π2
k3F . (D.42)

Assim, chegamos a equação para a densidade vetorial dos quarks, dada por (D.42), onde

esta mostra a relação direta entre a ρ e o momento de fermi kF .

D.2 Densidade escalar de quarks (ρs)

A densidade escalar é outra grandeza muito importante em nosso trabalho. Definida

como ρs = ψ†γ0ψ = ψ̄ψ. Assim temos que

ψ†(x, t)γ0ψ(x, t) =
1

V

∑
k,λ

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′U
†(k′, λ′)e−ik′·x+iϵ(+)(k)t

+ Bk′,λ′V †(k′, λ′)eik
′·x+iϵ(−)(k)t

]
× γ0

[
Ak,λU(k, λ)e

ik·x−iϵ(+)(k)t

+ B†
k,λV (k, λ)e−ik·x−iϵ(−)(k)t

]
(D.43)
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=
1

V

∑
k,λ

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′Ak,λU
†(k′, λ′)γ0U(k, λ)e

+i(k-k’)·x+i[ϵ(+)(k)−ϵ(+)(k)]t

+ A†
k′,λ′B

†
k′,λ′U

†(k′, λ′)γ0V (k, λ)e−i(k+k’)·x+i[ϵ(+)(k)−ϵ(−)(k)]t

+ Bk,λAk,λV
†(k′, λ′)γ0U(k, λ)e

+i(k+k’)·x+i[ϵ(−)(k)−ϵ(+)(k)]t

+ Bk,λB
†
k′,λ′V

†(k′, λ′)γ0V (k, λ)e+i(k’-k)·x+i[ϵ(−)(k)−ϵ(−)(k)]t

]
(D.44)

=
1

V

∑
k,λ

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′Ak,λU
†(k′, λ′)γ0U(k, λ)e

+i(k-k’)·x

+ A†
k′,λ′B

†
k′,λ′U

†(k′, λ′)γ0V (k, λ)e−i(k+k’)·x

+ Bk,λAk,λV
†(k′, λ′)γ0U(k, λ)e

+i(k+k’)·x

+ Bk,λB
†
k′,λ′V

†(k′, λ′)γ0V (k, λ)e+i(k’-k)·x
]
. (D.45)

Diferentemente do cálculo da densidade vetorial de quarks, aqui não poderemos aplicar

as condições (D.19) e (D.20) para eliminarmos facilmente os spinores U(k, λ) e V (k, λ).

Deste modo, precisamos realizar este cálculo de forma expĺıcita, escrevemos a partir da

solução da Equação (D.2) os spinores U(k, λ) e V (k, λ) e seus respectivos conjugados,

como

U(k, λ) =

√
E∗ +M

2E∗


1

0
k

E∗+M

0

 , (D.46)

U †(k, λ) =

√
E∗ +M

2E∗

(
1 0 k

E∗+M
0
)
, (D.47)

V (k, λ) =

√
E∗ +M

2E∗


−k

E∗+M

0

1

0

 , (D.48)

V †(k, λ) =

√
E∗ +M

2E∗

(
−k

E∗+M
0 1 0

)
. (D.49)

Utilizando a definição da matriz γ0, dada pela expressão (A.24) do Apêndice A, podemos

realizar os cálculos para a densidade escalar de quarks,

γ0 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (D.50)
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Para facilitar a visualização dos cálculos iremos realizar separadamente os produtos da

Equação (D.45). O para o primeiro desta expressão torna-se

U †(k, λ)γ0U(k, λ) =
E∗ +M

2E∗

(
1 0 k

E∗+M
0
)

×


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




1

0
k

E∗+M

0

 (D.51)

=
E∗ +M

2E∗

(
1 0 k

E∗+M
0
)


1

0
−k

E∗+M

0

 (D.52)

=
E∗ +M

2E∗

(
1− k2

(E∗ +M)2

)
(D.53)

=
E∗ +M

2E∗

(
(E∗ +M)2 − k2

(E∗ +M)2

)
(D.54)

=
1

2E∗

(
E∗2 +M2 + 2E∗M − k2

E∗ +M

)
. (D.55)

Podemos realizar a seguinte substituição

k2 = E∗2 −M2 , (D.56)

assim a expressão (D.55) torna-se

U †(k, λ)γ0U(k, λ) =
1

2E∗

(
E∗2 +M2 + 2E∗M − E∗2 +M2

E∗ +M

)
(D.57)

=
1

2E∗

(
2M2 + 2E∗M

E∗ +M

)
(D.58)

=
1

2E∗

(
2M(E∗ +M)

E∗ +M

)
(D.59)

=
M

E∗ . (D.60)

Substituindo a Equação (D.5) em (D.60), temos que

U †(k, λ)γ0U(k, λ) =
M√

k2 +M2
. (D.61)



APÊNDICE D. CÁLCULO DAS DENSIDADES DE QUARKS E DO POTENCIAL
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Agora, para o segundo termo da Equação (D.45), temos que

U †(k′, λ′)γ0V (k, λ) =
E∗ +M

2E∗

(
1 0 k

E∗+M
0
)

×


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




−k
E∗+M

0

1

0

 (D.62)

=
E∗ +M

2E∗

(
1 0 k

E∗+M
0
)


−k
E∗+M

0

−1

0

 (D.63)

=
E∗ +M

2E∗

(
− k

E∗ +M
− k

E∗ +M

)
(D.64)

=
E∗ +M

2E∗

(
−2k

E∗ +M

)
(D.65)

=
−k
E∗ . (D.66)

Utilizando a expressão (D.5) em (D.66) teremos

U †(k′, λ′)γ0V (k, λ) =
−k√

k2 +M2
. (D.67)

Para o terceiro termo de (D.45) teremos que

V †(k′, λ′)γ0U(k, λ) =
E∗ +M

2E∗

(
−k

E∗+M
0 1 0

)

×


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




1

0
k

E∗+M

0

 (D.68)
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=
E∗ +M

2E∗

(
−k

E∗+M
0 1 0

)


1

0
−k

E∗+M

0


=

E∗ +M

2E∗

(
− k

E∗ +M
− k

E∗ +M

)
(D.69)

=
E∗ +M

2E∗

(
−2k

E∗ +M

)
(D.70)

=
−k
E∗ . (D.71)

Usando novamente a relação (D.5), a Equação (D.71) se torna

V †(k′, λ′)γ0U(k, λ) =
−k√

k2 +M2
. (D.72)

Agora o último termo de (D.45) é dado por

V †(k′, λ′)γ0V (k, λ) =
E∗ +M

2E∗

(
−k

E∗+M
0 1 0

)

×


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




−k
E∗+M

0

1

0

 (D.73)

=
E∗ +M

2E∗

(
−k

E∗+M
0 1 0

)


−k
E∗+M

0

−1

0

 (D.74)

=
E∗ +M

2E∗

(
k2

(E∗ +M)2
− 1

)
(D.75)

=
E∗ +M

2E∗

(
k2 − (E∗ +M)2

(E∗ +M)2

)
(D.76)

=
1

2E∗

(
k2 − (E∗2 +M2 + 2E∗M)

E∗ +M

)
(D.77)

=
1

2E∗

(
k2 − E∗2 −M2 − 2E∗M

E∗ +M

)
. (D.78)
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Usando a expressão (D.56) em (D.78) teremos

V †(k′, λ′)γ0V (k, λ) =
1

2E∗

(
E∗2 −M2 − E∗2 −M2 − 2E∗M

E∗ +M

)
(D.79)

=
1

2E∗

(
−2M2 − 2E∗M

E∗ +M

)
(D.80)

=
1

2E∗

(
−2M(E∗ +M)

E∗ +M

)
(D.81)

=
−2M

2E∗ (D.82)

=
−M
E∗ . (D.83)

E usando por ultimo a expressão (D.5), encontramos

V †(k′, λ′)γ0V (k, λ) =
−M√
k2 +M2

. (D.84)

Agora voltamos os resultados encontrados em (D.61), (D.67), (D.72) e (D.84) na Equa-

ção (D.45) e obtemos

ψ†(x, t)γ0ψ(x, t) =
1

V

∑
k,λ

∑
k′,λ′

[
A†

k′,λ′Ak,λ

(
M√

k2 +M2

)
e+i(k-k’)·x

+ A†
k′,λ′B

†
k′,λ′

(
−k√

k2 +M2

)
e−i(k+k’)·x

+ Bk,λAk,λ

(
−k√

k2 +M2

)
e+i(k+k’)·x

+ Bk,λB
†
k′,λ′

(
−M√
k2 +M2

)
e+i(k’-k)·x

]
. (D.85)

Utilizando a relação de ortonormalidade dada por (D.19), constatamos que

ρs =
1

V

∑
k,λ

[
A†

k,λAk,λ

(
M√

k2 +M2

)
+ A†

k,λB
†
k,λ

(
−k√

k2 +M2

)
+ Bk,λAk,λ

(
−k√

k2 +M2

)
+Bk,λB

†
k,λ

(
−M√
k2 +M2

)]
. (D.86)

De modo similar ao feito para a densidade vetorial de quarks, podemos mudar Bk,λB
†
k,λ

por −B†
k,λBk,λ. Aplicando o limite para um volume infinitamente grande, Equação (D.31),
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teremos

ρs =
1

(2π)3

∑
λ

∫
d3k

[
A†

k,λAk,λ

(
M√

k2 +M2

)
+ A†

k,λB
†
k,λ

(
−k√

k2 +M2

)
+ Bk,λAk,λ

(
−k√

k2 +M2

)
+
(
−B†

k,λBk,λ + δkkδλλ

)( −M√
k2 +M2

)]
. (D.87)

Utilizando a aproximação do campo médio para obter ρs = ⟨ψ̄ψ⟩ e aplicando a Equa-

ção (D.87) em um estado de Fermi, além de utilizarmos as relações (D.34), (D.35), (D.36)

e (D.37), obtemos

ρs =
1

(2π)3

∑
λ

∫
d3k

[
⟨F |A†

k,λAk,λ|F ⟩
(

M√
k2 +M2

)
+ ⟨F |A†

k,λB
†
k,λ|F ⟩

(
−k√

k2 +M2

)
+ ⟨F |Bk,λAk,λ|F ⟩

(
−k√

k2 +M2

)

+ ⟨F |B†
k,λBk,λ|F ⟩

(
M√

k2 +M2

)
− ⟨F |F ⟩δλλ

(
M√

k2 +M2

)]
. (D.88)

Utilizamos um cutoff (Λ) para regularizar termo do “mar de Dirac”, obtemos que

ρs =
1

(2π)3

∑
λ

∫ kF

0

d3k

(
M√

k2 +M2

)
−
∫ Λ

0

d3k

(
M√

k2 +M2

)
(D.89)

= − 1

(2π)3

∑
λ

∫ Λ

kF

d3k

(
M√

k2 +M2

)
. (D.90)

Novamente a somatória em λ se transforma no fator de degenerescência (γ). Considerando

uma simetria esférica podemos obter

ρs = − γ

(2π)3

∫ Λ

kF

d3k

(
M√

k2 +M2

)
(D.91)

= − γ

8π3

∫ Λ

kF

dk

(
4πk2M√
k2 +M2

)
(D.92)

= −γM
2π2

∫ Λ

kF

dk
k2√

k2 +M2
. (D.93)

Resolvendo a integral indefinida teremos∫
dk

k2√
k2 +M2

=
1

2
k
√
k2 +M2 − 1

2
M2 ln

(
k +

√
k2 +M2

)
. (D.94)
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Definindo os limites da integral teremos que

∫ Λ

kF

dk
k2√

k2 +M2
=

1

2
Λ
√
Λ2 +M2 − 1

2
M2 ln

[
Λ +

√
Λ2 +M2

M

]

− 1

2
kF

√
k2F +M2 +

1

2
M2 ln

[
kF +

√
k2F +M2

M

]
. (D.95)

Substituindo a expressão (D.95) em (D.93), encontramos a expressão final para a densi-

dade escalar dos quarks, dada por

ρs = −γM
2π2

{
1

2
Λ
√
Λ2 +M2 − 1

2
M2 ln

[
Λ +

√
Λ2 +M2

M

]

− 1

2
kF

√
k2F +M2 +

1

2
M2 ln

[
kF +

√
k2F +M2

M

]}
(D.96)

= −γM
4π2

{
Λ
√
Λ2 +M2 −M2 ln

[
Λ +

√
Λ2 +M2

M

]

− kF

√
k2F +M2 +M2 ln

[
kF +

√
k2F +M2

M

]}
. (D.97)

D.3 Potencial qúımico dos quarks (µ)

Podemos calcular o potencial qúımico dos quarks a partir da densidade de energia

(2.48), sendo dada por

µ =
∂E
∂ρ

. (D.98)

Reescrever a expressão para µ como

µ =
∂E
∂kF

∂kF
∂ρ

, (D.99)

onde ρ e kF são definidos como

ρ =
γ

6π2
k3F , (D.100)

kF =

(
6π2ρ

γ

)1/3

. (D.101)

Assim, realizamos as derivadas parciais de (D.99). Primeiramente resolveremos a
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derivada em relação a ρ, obtendo

∂kF
∂ρ

=
∂

∂ρ

(
6π2ρ

γ

)1/3

(D.102)

=
2π2

γk2F
. (D.103)

Agora a derivada da energia em relação a kF , obtendo

∂E
∂kF

=
∂

∂kF

[
Gsρ

2
s +GV ρ

2 +
γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2

− γ

2π2

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2

]
. (D.104)

Derivando termo a termo, teremos

∂

∂kF

[
Gsρ

2
s

]
= 0 . (D.105)

(D.106)

O segundo escrevemos utilizando a expressão (D.100), de modo que a derivada é dada por

∂

∂kF

[
GV ρ

2
]

= GV
∂

∂kF

[
γk3F
6π2

]2
(D.107)

= 2GV

(
γk3F
6π2

)(
3γk2F
6π2

)
(D.108)

= GV ρ

(
γk2F
π2

)
. (D.109)

Para o realizarmos a derivada do terceiro termo, primeiramente devemos resolver a inte-

gral, onde esta equivale a

γ

2π2

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 =
γ

2π2

1

8

{
(2k3F + kFM

2)(k2F +M2)1/2

− M4 ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
, (D.110)
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sendo

γ

2π2

∂

∂kF

∫ kF

0

dkk2(k2 +M2)1/2 =
γ

2π2

1

8

∂

∂kF

{
(2k3F + kFM

2)(k2F +M2)1/2

− M4ln

[
kF + (k2F +M2)1/2

M

]}
(D.111)

=
γ

2π2

1

8

{
(6k2F + kFM

2)(k2F +M2)1/2

+
1

2
(2k2F + kFM

2)(k2F +M2)1/22kF

− M4 M

(k2F +M2)1/2 + kF
(D.112)

×
[
(k2F +M2)1/2 + kF
M(k2F +M2)1/2

]}
(D.113)

=
γ

2π2

1

8

{
8k2F (k

2
F +M2)

(k2F +M2)1/2

}
(D.114)

=
γ

2π2
k2F (k

2
F +M2)1/2 . (D.115)

Para o termo do “mar de Dirac” a derivada em relação a kF é dada por

γ

2π2

∂

∂kF

∫ Λ

0

dkk2(k2 +M2)1/2 = 0 . (D.116)

Agora só nos resta retornar as soluções das derivadas da Equação(D.104), junta-

mente com o termo (D.103), para obtermos a expressão para o potencial qúımico, Equa-

ção (D.99). Assim, encontramos a expressão para o potencial qúımico µ, dada por

µ =

[
GV ρ

(
γk2F
π2

)
+
γk2F
2π2

(k2F +M2)1/2
](

2π2

γk2F

)
(D.117)

= 2GV ρ+ (k2F +M2)1/2 . (D.118)



Apêndice E - Aproximação de campo

médio para a densidade lagrangiana da

mistura de sabores

Neste apêndice mostraremos o calculo da densidade lagrangiana Lmix na na aproxi-

mação de campo médio.

Partimos da expressão para a densidade lagrangiana da mistura de sabores em SU(3),

dada por

Lmix = K
∑
f

[
detf

(
ψ̄f (1− γ5)ψf

)
+ detf

(
ψ̄f (1 + γ5)ψf

)]
, (E.1)

onde definimos os spinores dos quarks como

ψf =

 u

d

s

 e ψ̄f =
(
ū d̄ s̄

)
, (E.2)

com γ5 definido pela Equação (A.36) como

γ5 =

(
0 I

I 0

)
.

Escrevermos o termo ψ̄f (1− γ5)ψf como

ψ̄f (1− γ5)ψf =
(
ū d̄ s̄

) (1− γ5) (1− γ5) (1− γ5)

(1− γ5) (1− γ5) (1− γ5)

(1− γ5) (1− γ5) (1− γ5)


 u

d

s

 (E.3)

=

 ū(1− γ5)u ū(1− γ5)d ū(1− γ5)s

d̄(1− γ5)u d̄(1− γ5)d d̄(1− γ5)s

s̄(1− γ5)u s̄(1− γ5)d s̄(1− γ5)s

 . (E.4)
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Calculando o determinante em relação a f de (E.4), teremos

detf
[
ψ̄f (1− γ5)ψf

]
= ū(1− γ5)ud̄(1− γ5)ds̄(1− γ5)s

+ ū(1− γ5)dd̄(1− γ5)ss̄(1− γ5)u

+ ū(1− γ5)sd̄(1− γ5)us̄(1− γ5)d

− ū(1− γ5)sd̄(1− γ5)ds̄(1− γ5)u

− ū(1− γ5)ud̄(1− γ5)ss̄(1− γ5)d

− ū(1− γ5)dd̄(1− γ5)us̄(1− γ5)s . (E.5)

Agora realizamos os mesmos procedimentos para o termo ψ̄f (1 + γ5)ψf . Primeiro escre-

vemos

ψ̄f (1 + γ5)ψf =
(
ū d̄ s̄

) (1 + γ5) (1 + γ5) (1 + γ5)

(1 + γ5) (1 + γ5) (1 + γ5)

(1 + γ5) (1 + γ5) (1 + γ5)


 u

d

s

 (E.6)

=

 ū(1 + γ5)u ū(1 + γ5)d ū(1 + γ5)s

d̄(1 + γ5)u d̄(1 + γ5)d d̄(1 + γ5)s

s̄(1 + γ5)u s̄(1 + γ5)d s̄(1 + γ5)s

 . (E.7)

E calculando o determinante em relação a f para o termo (E.7), teremos

detf
[
ψ̄f (1 + γ5)ψf

]
= ū(1 + γ5)ud̄(1 + γ5)ds̄(1 + γ5)s

+ ū(1 + γ5)dd̄(1 + γ5)ss̄(1 + γ5)u

+ ū(1 + γ5)sd̄(1 + γ5)us̄(1 + γ5)d

− ū(1 + γ5)sd̄(1 + γ5)ds̄(1 + γ5)u

− ū(1 + γ5)ud̄(1 + γ5)ss̄(1 + γ5)d

− ū(1 + γ5)dd̄(1 + γ5)us̄(1 + γ5)s . (E.8)

Aos somarmos as Equações (E.5) e (E.8), os termos multiplicados por −γ5 e +γ5 se

anulam. Retornando este resultado para a Equação (E.1), temos que

Lmix = K
[
ūud̄ds̄s+ ūdd̄ss̄u+ ūsd̄us̄d− ūsd̄ds̄u− ūud̄ss̄d− ūdd̄us̄s+ ūud̄ds̄s

+ ūdd̄ss̄u+ ūsd̄us̄d− ūsd̄ds̄u− ūud̄ss̄d− ūdd̄us̄s
]

Lmix = K
[
2ūud̄ds̄s+ 2ūdd̄ss̄u+ 2ūsd̄us̄d− 2ūsd̄ds̄u− 2ūud̄ss̄d− 2ūdd̄us̄s

]
.(E.9)

Por conta da assimetria da ortogonalidade dos spinores ψf todos os termos cruzados

podem ser desprezados, isto é,

Lmix = K
[
2ūud̄ds̄s

]
. (E.10)
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Escrevendo um operador qualquer como a soma entre seu valor esperado e um pequeno

desvio1, ou seja, O = ⟨O⟩ +∆O, com ∆O equivO − ⟨O⟩. Definimos para cada ψ̄fψf da

Equação (E.10)

ūu = ⟨ūu⟩+∆(ūu) , (E.11)

d̄d = ⟨d̄d⟩+∆(d̄d) , (E.12)

s̄s = ⟨s̄s⟩+∆(s̄s) , (E.13)

(E.14)

com ∆(ūu) ≡ ∆(d̄d) ≡ ∆(s̄s) ≈ 0. Assim a Equação (E.10) se torna

Lmix = 2K
[
(⟨ūu⟩+∆(ūu))

(
⟨d̄d⟩+∆(d̄d)

)
(⟨s̄s⟩+∆(s̄s))

]
(E.15)

Lmix = 2K[⟨ūu⟩⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩+ ⟨ūu⟩⟨d̄d⟩∆(s̄s) + ⟨ūu⟩⟨s̄s⟩∆(d̄d)

+ ⟨ūu⟩∆(d̄d)∆(s̄s) + ⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩∆(ūu) + ⟨d̄d⟩∆(ūu)∆(s̄s) + ⟨s̄s⟩∆(ūu)∆(d̄d)

+ ∆(ūu)∆(d̄d)∆(s̄s) . (E.16)

Desprezamos todos os termos da ordem de (∆O)2. Expandimos ∆O ≡ O−⟨O⟩, de modo

que temos

Lmix = 2K
[
⟨ūu⟩⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩+ ⟨ūu⟩⟨d̄d⟩∆(s̄s) + ⟨ūu⟩⟨s̄s⟩∆(d̄d) + ⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩∆(ūu)

]
Lmix = 2K

[
− 2⟨ūu⟩⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩+ ūu⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩+ d̄d⟨ūu⟩⟨s̄s⟩+ s̄s⟨ūu⟩⟨d̄d⟩

]
Lmix = −4K⟨ūu⟩⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩+ 2Kūu⟨d̄d⟩⟨s̄s⟩+ 2Kd̄d⟨ūu⟩⟨s̄s⟩+ 2Ks̄s⟨ūu⟩⟨d̄d⟩ ,(E.17)

reescrevemos Lmix na aproximação do campo médio como

Lmix = −4K
∏
f

ρsf + 2K
∏
f ̸=f ′

ρsf ′ , (E.18)

sendo ρsf = ⟨ψ̄fψf⟩ a densidade escalar para o quark f (u, d, s).

1Assim como considerado no cálculo da aproximação do campo médio realizada no Apêndice C.



Apêndice F - Matéria simétrica de quarks

Neste anexo mostraremos como alcançamos o regime chamado de matéria simétrica

de quarks utilizado nos modelos NJL e PNJL0 em suas versões de três sabores.

Partimos da relação de Euler da termodinâmica no regime de temperatura nula, dada

por

E + PV = µN , (F.1)

no qual relaciona a energia (E), pressão (P) e volume (V) com o potencial qúımico (µ) e o

número de part́ıculas (N). Podemos reescrever a Equação (F.1) numa forma mais familiar

à sistemas microscópicos, em espećıficos sistema com graus de liberdades de quarks, deste

modo ∑
i

(Ei + Pi) =
∑
f

µfρf , (F.2)

onde podemos escrever o potencial qúımico dos quarks como uma combinação linear dos

potenciais qúımicos bariônico (µB), de isospin (µI) e de estranheza (µS), assim

µf = µBB + µSS + µII , (F.3)

onde B, S e I são respectivamente os números bariônico, estranheza e isospin para o quark

f . Podemos usar a Equação (F.3) para escrevermos os potencias qúımicos dos quarks u,

d e s em termos de µB, µI e µS, tal que

µu =
µB

3
+
µI

2
, (F.4)

µd =
µB

3
− µI

2
, (F.5)

µs =
µB

3
− µS , (F.6)

Como neste trabalho estamos considerando µI = µS = 0, assim os últimos termos das

Equações (F.4), (F.5) e (F.6) são nulos, tornando os potenciais qúımicos dos quarks idên-

ticos. Desse modo, podemos definir o assim chamado regime de matéria simétrica de
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quarks, como

µu = µd = µs = µ , (F.7)

onde µ é o potencial qúımico comum aos quarks up, down e strange.



Apêndice G - Simetria de centro Z(Nc)

Neste apêndice mostraremos como a simetria de centro (Z(Nc)) é definida e como se

relaciona ao confinamento/desconfinamento dos quarks. Primeiramente observado por

Gerardus ‘t Hooft, a simetria que distingue o confinamento do desconfinamento é a sime-

tria de centro Z(Nc), subgrupo da simetria SU(Nc) (’t HOOFT, 1979; ’t HOOFT, 1978).

Fazemos a distinção entre as fases do confinamento e do desconfinamento a partir

da “carga de centro” na que a part́ıcula carrega. Assim, os glúons se transformam de

acordo com a simetria SU(Nc) e são “neutros” frente a Z(Nc). Já um único quark que se

transforma na representação fundamental de SU(Nc) e têm uma “unidade de carga” de

Z(Nc), enquanto que um número n de quarks (que formam um bárion) são juntos neutros

frente a Z(Nc). Na teoria de Yang-Mills a fase confinada é caracterizada por uma carga

de centro não nula, por exemplo, assim como teŕıamos para um único quark (HOLLAND;

WIESE, ).

Considerando um sistema invariante de gauge, ou seja, descrito puramente por bó-

sons. Desse modo, por exemplo, trataremos a QCD como uma terio que somente conte-

nha glúons, descritos pelo campo Aµ (HOLLAND; WIESE, ). Tal campo se transforma da

seguinte maneira

Aµ → A′
µ = U(Aµ + i∂µ)U

† , (G.1)

sendo U a transformação local de gauge pertencente ao grupo SU(Nc). Em temperatura

finita os campos gluônicos devem satisfazer as condições de contorno (KAPUSTA; GALE,

2006)

Aµ(0) = Aµ(β) (G.2)

e

A′
µ(0) = A′

µ(β) . (G.3)

Assim toda quantidade f́ısica também deve obedecer estas transformações, ou seja, de-

vemos assumir que U também é invariante frente as transformações (G.2) e (G.3). En-
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tretanto, em adição a essas transformações U deve obedecer a condição de periodicidade

dada por

U(0) = U(β) . (G.4)

Quando estas transformações são aplicadas a um potencial vetorial estritamente periódico

Aµ

A′
µ(0) = U(0)(Aµ(0) + i∂µ)U

†(0) = U(β)(Aµ(β) + i∂µ)U
†(β)

A′
µ(0) = A′

µ(β) . (G.5)

Outra maneira de preservar as condições de contorno (G.3) é admitir que U satisfaça

a seguinte relação

U(0) = zU(β) , (G.6)

sendo que z deve comutar com todas a matrizes do grupo de gauge, isto é, deve pertencer

ao centro de Z(Nc) de SU(Nc) (HUANG, 1992), com

z = e2πik/Nc , (G.7)

para k = 1, 2, 3 . . . , Nc. Sob a transformação (G.6) e usando (G.2), temos que

A′
µ(0) = U(0)(Aµ(0) + i∂µ)U

†(0) = zU(β)(Aµ(β) + i∂µ)z
∗U †(β)

= e2πik/Nce−2πik/NcU(β)(Aµ(β) + i∂µ)U
†(β)

= U(β)(Aµ(β) + i∂µ)U
†(β)

= A′
µ(β) . (G.8)

Definimos como sistemas que realizam a simetria de centro aqueles nos quais os cam-

pos (bosônicos ou fermiônicos), submetidos à transformações de gauge que obedecem à

Equação (G.6), permanecem satisfazendo às condições de contorno periódicas ou anti-

periódicas. Para o caso espećıfico de tratarmos somente campos bosônicos, assim como

fizemos até o momento para os glúons, a simetria é realizada. Conectando isto ao laço

de Polyakov, temos como consequência direta que a quantidade Φ deixa de ser invariante

frente a Z(3), uma vez que passa a se transformar através de

Φ = zΦ , (G.9)

que somente pode ser verificado no caso em que Φ = 0. Esse resultado é obtido assumindo,

de uma forma geral, que o laço de Wilson comporta-se, como uma transformação de
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gauge (ROTHE, 2012), de modo que

L̂′ = U(x1)L̂U
†(x2) , (G.10)

para

L̂ = P exp

[∫ x2

x1

dxµAµ

]
. (G.11)

Como já discutido anteriormente, o valor nulo para Φ corresponde à fase confinada dos

quarks. Já a fase totalmente desconfinada é indicada por Φ = 1. Assim, podemos afirmar

que o fenômeno do confinamento/desconfinamento esta atrelado a realização da simetria

de centro (Z(3)) da teoria. A ı́ntima relação entre o laço de Polyakov, a simetria Z(3) e a
transição de fase do confinamento/desconfinamento levou à ideia de que o comportamento

cŕıtico de toda a teoria SU(3) pode ser reduzido a descrição da simetria Z(3) (GREINER

et al., 2007). Para o caso que Φ ̸= 0, temos que a simetria de centro é espontaneamente

quebrada. Assim podemos tratar Φ como um parâmetro de ordem para a transição do

confinamento/desconfinamento.



Apêndice H - Oito caminhos que levam

aos quarks: uma breve história dos

quarks

Neste apêndice iremos contar um pouco dos acontecimentos que culminaram na pro-

posta dos quarks inspirados pela referência (ZWEIG, 1980), na qual o f́ısico George Zweig

descreve brevemente seu caminho trilhado até a sua proposta dos quarks em 1964 na

referência (ZWEIG, 1964).

O modelo de quark teve dois claros e independentes nascimentos, quase gêmeos pela

proximidade das datas de publicações de cada artigo. Um deles foi pelas mãos de Murray

Gell-Mann (GELL-MANN, 1964) e o outro por George Zweig (ZWEIG, 1964). O inicio

da história do modelo de quarks não tem um claro começo, mas um posśıvel ponto de

partida foi o artigo de Fermi e Yang de 1949 (FERMI; YANG, 1949), no qual discutia a

possibilidade do recente descoberto méson π não ser uma part́ıcula fundamental, mas sim

um composto nucleon-antinucleon. Até então o antipróton havia sido descoberto. Mas a

primeira vista, este trabalho foi tido como errado por muitos da comunidade, uma vez que

a interação entre o pronton e antiproton não era forte o suficiente para formar um ṕıon

não massivo. O modelo de Sakata estendeu essas ideias em 1955 após o descobrimento

da estranheza (SAKATA, 1956). O tratamento assimétrico dos bárions Λ, Σ e Ξ, que

experimentalmente são muito similares, era pouco cŕıvel.

Quatro anos depois (em 1961) de Sakata propor seu modelo, os f́ısicos Ikeda, Ogawa

e Ohnuki estudaram a simetria de Sakata no limite que o próton, o nêutron e o bárion

Λ tinham massas iguais (IKEDA et al., 1959). Após este artigo a classificação dos bárions

ficou mais complicada ainda. Entretanto, eles conseguiram prever o η, nunca antes ci-

tado por dados experimentais. Eles ainda deram um espectro do que agora é chamado

de “exóticos” (IKEDA et al., 1960; GELL-MANN, 1962). Percebendo que a classificação

dos bárions proposta por Ikeda, Ogawa e Ohnuki continha alguns problemas, Gell-Mann

propôs correções na classificação usando dados do śıncrotron da Caltech. Surge então

um dos artigos que foi responsável pela proposta dos quarks, o famoso modelo eightfold
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way (GELL-MANN, 1961). Os relatórios do śıncrotron continham tabelas que associavam

os bárions a sistemas compostos de léptons e bósons com número bariônico igual a um.

A proposta de Gell-Mann para a formação dos bárions tinha algumas falhas. Assumia-

se que oa bárions eram formados por estados acoplados de léptons e bósons pesados, que

não demonstravam acoplamentos de forças fortes. Os bósons pesados carregavam número

bariônico igual a 1 e número leptônico igual a -1. Estes nunca foram encontrados pelos

experimentos. Agora o modelo de Sakata é somente um interesse histórico. Mas após isto

Gell-Mann deu um passo na direção certa, ele propôs que as interações fortes são descritas

pelo grupo SU(3) (GELL-MANN, 1961). Yuval Ne’eman chegou a esta conclusão de forma

similar (NE’EMAN, 1961). Esta foi a primeira das resolução do problema dos bárions. A

segunda foi a descoberta dos quarks. Mesmo após alguns anos da proposta das interações

fortes pertencerem ao grupo de simetria SU(3), ainda existiam tentativas de explicar as

interações fortes através de grupos unitários como o grupo C2, G2 e B2 (BEHRENDS et al.,

1962).

Mesmo com aceite do grupo SU(3) como simetria para as interações fortes, o problema

de atribuir ressonâncias a representações irredut́ıveis desse grupo levava a erros frequentes.

A enorme quebra de simetria encontrada nas constantes de acoplamento hadrônico levou

a uma classificação errônea da famosa N∗(3/2+) e e seus parceiros (GLASHOW; SAKURAI,

1962). Dificuldades em entender as manifestações de uma mudança na corrente vetorial

de estranheza parcialmente conservada, levaram Nambu e Sakurai a argumentar que pelo

menos uma part́ıcula não deveria sequer estar em uma representação irredut́ıvel do grupo

SU(3) (NAMBU; SAKURAI, 1963). Oakes e Yang, argumentaram que a quebra de simetria

para gerar massa não poderia ser usada para classificar os hádrons (OAKES; YANG, 1963).

Enquanto isso, as atenções teóricas da f́ısica de altas energias se voltavam para as teo-

rias de dispersão, polos de Regge e o modelo de bootstrap. A descoberta das ressonâncias

dos mésons foi de grande interesse, uma vez que foi prevista a partir de uma teoria de

dispersão (ZACHARIASEN, 1961). Assim criou-se a esperança que essas técnicas pudes-

sem determinar simetrias e os desvios dessas simetrias (ABERS et al., 1963; CUTKOSKY;

TARJANNE, 1963).

Um dos ponto disruptivos para a proposta dos quarks foi a descoberta do méson

ϕ (CONNOLLY et al., 1963). Suas propriedades deram“pistas” sobre a real constituição dos

hádrons. Entretanto, o decaimento e a suposta composição (suposta de maneira teórica)

do méson ϕ tornavam inviável ter os resultados obtidos para o decaimento de ϕ, mesmo

que este tenha sido demonstrado. Após uma análise profunda e de muitos cálculos, Zweig

reparou que o provável constituinte do bárion tinha 1/3 do número bariônico da part́ıcula.

Da mesma maneira ele reparou que o constituinte carregava uma fração da carga da

part́ıcula. Assim Zweig propôs que os hádrons eram formados por “aces” (ZWEIG, 1964).

Pouco antes Gell-Mann havia proposto os quarks (GELL-MANN, 1964). A partir daqui
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HISTÓRIA DOS QUARKS 177

surgiram diversos outros trabalhos na área e em 1968 os quarks tiveram sua existência

comprovada, isto culminou no surgimento da cromodinâmica quântica.

FIGURA H.1 – Representação dos aces e dos quarks lado a lado. Figura retirada da referência (ZWEIG,
1980).
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