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Resumo

Na primeira parte desse trabalho, as propriedades eletrofracas de mésons pseudoescalares
DT e D charmosos e leves sao investigadas dentro de um modelo covariante de quark
constituintes unificado. Os vértices quarks-antiquarks-mésons sao assumidos como tendo
uma forma simétrica pela troca dos momentos dos quarks. Esse tipo de modelo foi bem-
sucedido na descricao das propriedades dos mésons pseudoescalares leves. A decomposicao
de sabor dos fatores de forma eletromagnéticos elasticos, raios de carga eletromagnéticos
e as constantes de decaimento eletrofracas sao calculadas. Com base nesses resultados é
feita uma discussdo sobre a quebra de simetria SU(3) e SU(4). Em particular, as pro-
priedades do pion e kaon sao comparadas para destacar a contribuicao de Higgs para a
estrutura desses mésons, representada pela diferenca de massa dos quarks up(down) e
estranho. Em uma segunda parte desse trabalho faz-se também um estudo da estrutura
do pion no espago de Minkowski, onde esse méson é descrito em termos de um modelo
analitico da amplitude de Bethe-Salpeter combinada com resultados de QCD na rede. O
modelo leva em consideracao a massa do quark dependente no momento, que corresponde
a componente escalar da auto-energia do quark e que é ajustada aos resultados de QCD na
rede no calibre de Landau. O vértice pseudoescalar é diretamente associado a funcao de
massa dependente de momento do quark, baseado na sua natureza de Béson de Goldstone
como justificado pela quebra dinamica da simetria quiral. Nesse modelo o propagador do
quark é descrito em termos de uma representagao espectral, e com isso deduzimos a repre-
sentacao integral de Nakanishi da amplitude de Bethe-Salpeter para o pion. As funcoes
pesos de Nakanishi foram derivadas das amplitudes escalares associadas a decomposicao
da amplitude de Bethe-Salpeter em diferentes bases de operadores no espaco spinorial de
Dirac. Em particular, utilizamos uma base ortogonal que ja foi adotada para resolver a
equacao Bethe-Salpeter no espaco de Minkowski. Finalmente, partindo da representacao
integral de Nakanishi calculamos varios observaveis para o pion, como a constante de
decaimento, a probabilidade de valéncia e as distribuicoes de momento longitudinais e

transversais associadas a componente de valéncia da funcao de onda na frente de luz.



Abstract

In the first part of this work, the electroweak properties of the pseudoscalar charm me-
sons, Dt and D, and the light ones, pion and kaon, are investigated within a unified
covariant constituent quark model. The quark-antiquark-meson vertices are assumed to
have a symmetrical shape by exchanging the quarks momenta. This type of model has
been successful in describing the electroweak properties of light pseudoscalar mesons. Fla-
vor decompositions of elastic electromagnetic form factors, charge radii, and electroweak
decay constants are computed for this model and the results compared with lattice QCD
calculations. Based on this study we discuss the SU(3) and SU(4) symmetry breaking.
In particular, the pion and kaon properties are compared to highlight the contribution of
the Higgs field to the structure of these mesons, represented by the difference in the cons-
tituent masses of the up(down) and strange quarks. In the second part of this work, the
study of the structure of the pion in Minkowski space is performed, where this meson is
described with an analytical model of the Bethe-Salpeter amplitude combined with QCD
results from the Euclidean lattice. The model considers the dependence of the constituent
quark mass with momentum, corresponding to the scalar component of the self-energy,
which was fitted to the results of lattice QCD in the Landau gauge. The pion’s pseudos-
calar vertex is directly associated with the quark’s mass function, based on its Goldstone
boson nature, arising from the dynamic breaking of the chiral symmetry. In this model
the quark propagator is described in terms of a spectral representation, and with this a
Nakanishi integral representation of the pion’s Bethe-Salpeter amplitude is deduced. The
Nakanishi weight functions were derived from the scalar amplitudes associated with the
decomposition of the Bethe-Salpeter amplitude in different operator bases in the Dirac
spinor space. In particular, an orthogonal basis of Dirac operators was also used, which
has already been adopted to solve the Bethe-Salpeter equation in Minkowski space. Fi-
nally, starting from the Nakanishi integral representation, several observables for the pion
were calculated, such as the decay constant, the valence probability and the longitudinal
and transverse momentum distributions associated with the valence component of the

wave function on the light front.
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1 Introducao

A exploracao, através de métodos tedricos e experimentais, da estrutura e do espec-
tro dos hadrons é fundamental para compreendermos os aspectos nao perturbativos da
cromodinamica quantica (QCD) (RYDER, 1996), que é a teoria atualmente aceita para
descrever fenomenos nessa escala de energia. Dentro dessa teoria de campos de calibre
nao-abeliana os graus de liberdade sao quarks e glions que interagem entre si e carregam
carga de "cor”. Os quarks formam uma representacao fundamental, associada a um tri-
pleto do grupo de cor SU(3). Enquanto que os glions formam um octeto do grupo de cor.
Além disso os quarks tém sabores: os leves up (u), down (d), strange (s), e os pesados
charm (c), bottom (b) e top (t), sendo nossa matéria comum formada pelos quarks up e

down.

A massa dos quarks é oriunda do campo de Higgs (CLOSE, 1979), que porém nao
é suficiente para explicar a massa do nucleon que é composto pelos quarks leves up e
down. Esses graus de liberdade estao confinados dentro dos hadrons que carregam cor
nula, e a curtas distancias quarks e glions interagem fracamente, fenomeno conhecido
como liberdade assintética (COLLINS, 2013). Outra caracteristica fascinante da QCD
é a geracao dinamica de massa para os quarks leves up, down e strange, pela quebra
espontanea da simetria quiral, que resulta na massa do nicleon e dos hadrons constituidos

por quarks estranhos, como por exemplo a particula A (GEORGI, 1984).

Os quarks leves, vestidos pela interacao forte, sao entendidos como graus de liber-
dade efetivos associados aos quarks constituintes, que sao graus de liberdade utilizados
amplamente na literatura para o modelamento tanto do espectro como da estrutura dos
hédrons (CLOSE, 1979). O modelo de quarks constituintes, em particular, formulado na
frente de luz, é um arcaboucgo tedrico pratico para resolver problemas nao perturbativos
da fisica hadrénica (BRODSKY et al., 1998), permitindo assim uma melhor compreensao

da interacao forte, que em ultima instancia governa a subestrutura atomica da matéria.

Em hadrons formados por quarks leves e pesados temos a presenca simultanea da
quebra dinamica da simetria quiral e da quebra explicita, que sao determinantes, por
exemplo, para as propriedades de mésons pseudoescalar leves-pesados, tais como D e D;,.

Nesses mésons os quarks leves, vestidos pela interagao forte, interagem com um parceiro



CAPITULO 1. INTRODUCAO 20

pesado com sua massa oriunda do acoplamento com o bdéson de Higgs, associado com a

quebra explicita da simetria quiral.

A quebra espontanea da simetria quiral leva a geracao de massa dinamica dos quarks
leves (u, d, s), e associado a este mecanismo, temos os bésons de Goldstone pseudoesca-
lares, que nesse caso correspondem ao pion e ao kdon (HORN; ROBERTS, 2016; AGUILAR
et al., 2019)). No setor pesado o quark ¢ basicamente adquire sua massa do acoplamento
ao campo de Higgs, quebrando explicitamente a simetria de sabor SU(4). Dessa forma,
o pion e o kdon apresentam uma enorme separacao em relacao as massas dos mésons
pseudoescalares pesados formados por cd e ¢s (ver por exemplo (BRAMBILLA et al., 2014;
CHEN et al., 2017)).

A evolucao das propriedades estruturais dos mésons pseudoescalares dentro do multi-
pleto SU(4) permite estudar a competigao entre os dois mecanismos de geragdo de massa
na medida em que a massa do quark constituinte muda de algumas centenas de MeV, da
ordem de Agep ~ 300 MeV (ZYLA et al., 2020), para a escala de GeV. Ressaltamos que
cada méson ¢ a expressao de toda a complexidade da QCD no espaco de Minkowski, por
exemplo sua fungao de onda na frente de luz (FL), é constituida por um conjunto infinito
de componentes Fock (BAKKER et al., 2014). Além disso, o quark vestido, que traz toda
a complexidade nao-perturbativa da QCD em longas distancias, é considerado o grau de
liberdade efetivo para a descricao desses estados, como reconhecido desde a era primordial

dos estudos com modelos a quark constituintes.

Destacamos em particular o papel preponderante da componente de valéncia da fungao
de onda na frente de luz, ou seja, aquela que esta associada ao menor niimero de consti-
tuintes possiveis para o hadron e que carrega seus niimeros quanticos, no caso do exemplo
do pion essa componente responde por 70% da normalizacao da fungao de onda (PAULA
et al., 2021; YDREFORS et al., 2021).

Hoje em dia, os estudos de QCD para os mésons estao muito além desses modelos
com vérios grupos realizando cédlculos na rede (LQCD) em todo o mundo. Além disto, a
vestimenta dos quarks leves e glions tem sido obtida por meio de célculos de LQCD (ver,
por exemplo, (OLIVEIRA et al., )), e com isso consolida o conceito de graus de liberdade
efetivos associados aos quarks e gliions constituintes, como sendo os “blocos de construgao”
em descrigoes fenomenoldgicas dos hadrons. Por outro lado, os quarks pesados sao pouco
vestidos por glions, sendo o acoplamento com o Higgs o mecanismo dominante para

adquirirem suas massas.

As escalas de massa bem distintas dos quarks leves e do charm, devem manifestar-se
na estrutura interna dos mésons pesados-leves, como ja foi reconhecido ha muito tempo
(ver, por exemplo, (NEUBERT, 1994)). O estudo combinado dos mésons leves e pesado-

leve, onde a maior componente de suas fungoes de onda sao as nao-exoticas, ou seja, um
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par quark-antiquark, permite acompanhar a transicao na estrutura interna quando um
quark leve é substituido por um pesado. Na situacao extrema em que a massa do quark
pesado tende a infinito, temos que este localiza-se no centro de massa do méson, enquanto
o quark leve explora o confinamento da cor oriundo de efeitos nao-perturbativos da QCD

em longas distancias.

Dentro do multipleto de SU(4) os mésons pseudoescalares mudam de sua natureza de
boson de Goldstone, no caso do pion e do kdon, para os mésons D e D,, onde suas massas
estao associadas a quebra explicita da simetria quiral. Essa transicao deve manifestar-
se na estrutura e, em particular, nas distribuicoes de carga dos quarks nesses mésons.
No limite de quarks pesados, parte da carga deve ser distribuida préximo ao centro de
massa do méson e outra parte em distancias maiores, enquanto que no caso do pion e do
kaon, as contribuicoes do quark e do antiquark devem apresentar distribuicoes de carga

semelhantes, desde que a carga individual dos quarks seja devidamente fatorada.

Esta modificacao abrupta na estrutura dos mésons pseudoescalares leves para os
pesado-leves, deve necessariamente refletir-se nos fatores de forma eletromagnéticos (EM)
e, em particular, nas decomposicoes nos sabores, correspondentes as contribuicoes indivi-
duais de cada quark para o fator de forma. Informagcoes experimentais sobre os fatores de
forma EM do pion e kdon estao disponiveis nas referéncias (BALDINI et al., 2000; VOLMER
et al., 2001; HORN et al., 2006; TADEVOSYAN et al., 2007; HUBER et al., 2008) e (DALLY et
al., 1980; AMENDOLIA et al., 1986), respectivamente.

Além disso, o raio de carga do pion e do kdon sao bem determinados experimentalmente
como sendo, respectivamente, r, = 0,672 £ 0,08 fm e rx = 0,560 £ 0,03 fm (veja(ZYLA
et al., 2020) e referéncias). No entanto, ainda faltam informacgoes experimentais sobre os
fatores de forma elastico dos estados hadronicos carregados D e Dy, o que seria essencial
para comprovar as modifica¢oes estruturais oriundas das diferencas de caracteristicas entre

um bdson de Goldstone e os mésons pseudoescalares pesado-leves.

Por outro lado, ainda nao temos os valores experimentais dos raios de carga do D™
e do DY, porém existem alguns resultados obtidos com cdlculos de QCD na rede (CAN
et al., 2013) para massas dos pions entre 300 e 700 MeV. O raio de carga extraido desses
célculos foi em torno de 0,4 fm para o D' e um pouco menor para D, indicando a
diminuicao espacial da distribuicao de carga desses mésons em relacao ao pion e ao kaon
carregados. Isto é uma das consequéncias do acoplamento mais intenso do campo de Higgs
aos quarks pesados em oposicao aos leves que adquirem suas massas dinamicamente com
uma pequena contribuicao do Higgs. A decomposicao de sabor realizada para os raios de
carga desses mésons pesados (CAN et al., 2013) claramente corrobora com a imagem fisica

delineada anteriormente.

Além disso, o fator de forma EM e a decomposicao de sabor correspondente para DT



CAPITULO 1. INTRODUCAO 22

até momentos transferidos quadraticos de 1.5 GeV? (CAN et al., 2013) e para Dt e D abaixo
1.2 GeV? foram obtidas em célculos de LQCD (LI; WU, 2017). E de se notar que a informa-
¢ao escassa sobre a estrutura EM dos mésons pseudoescalares pesado-leves contrasta com
o conhecimento das suas constantes de decaimento eletrofraca, tanto experimentalmente
como também através de calculos de LQCD (veja por exemplo (ZYLA et al., 2020)). Res-
saltamos que as constantes de decaimento eletrofracas trazem informacoes sobre a funcao
de onda de valéncia do méson em curtas distancias que devem ser levadas em consideracao

no ajuste dos parametros de modelos fenomenolégicos.

A discussao acima, motivou a primeira parte dessa tese, onde apresentamos o estudo da
estrutura de mésons pseudoescalares leves e pesado-leves, representados pelas distribuicoes
de carga dos mésons 77, K, D" e D} dentro de um modelo covariante da amplitude de
Bethe-Salpeter (ABS) com um niimero minimo de parametros de escala, além das massas
dos quarks constituintes. Lembramos que a amplitude de Bethe-Salpeter corresponde ao
elemento da matriz de um operador de interpolacao entre o vacuo e o estado do méson que
é construido com um niimero minimo de operadores de campo que permitem caracterizar

os nimeros quanticos do hadron formado (ITZYKSON; ZUBER, 2012).

O modelo adotado para a amplitude de Bethe-Salpeter é construido com um quark e
um antiquark constituinte com massas fixas, e um vértice pseudoescalar determinado por
um parametro de escala. Esse modelo é a generalizagao daquele proposto na Ref. (MELO
et al., 2002), e que foi aplicado com um certo sucesso na descrigao das propriedades ele-
trofracas do pion. Posteriormente o modelo foi usado para estudar o fator de forma
eletromagnético do kdaon e do DT (YABUSAKI et al., 2015; EL-BENNICH et al., 2008). De
uma forma geral, podemos também obter a componente de valéncia da fungao de onda
da frente de luz, que é a projecao da amplitude de Bethe-Salpeter na hiper-superficie do
espaco de Minkowski associada ao plano-nulo (z* =t + z = 0) (DIRAC, 1949) (veja, por
exemplo, as Refs. (SALES et al., 2000; FREDERICO; SALME, 2011; MEZRAG et al., 2016)).
Deste modo podemos também explorar as distribuicoes de momento dos quarks de valéncia
(ver, por exemplo, (FANELLI et al., 2016) .

Na primeira parte do presente trabalho, o modelo descrito para a ABS é utilizado nos
célculos dos fatores de forma EM dos mésons 71, K™, DT e D}, onde também sao estu-
dadas as decomposigoes em sabor, partindo-se da férmula de Mandelstam (MANDELSTAM,
1955), que descreve o elemento de matriz da corrente eletromagnética, correspondente a
absorcao do foton virtual pelo méson. Essa formula é representada pelo diagrama trian-
gular de Feynman, que permite o cdlculo de forma relativamente simples, como detalhado

na tese.

Como dissemos acima, o modelo tem graus de liberdade de quarks constituintes u, d,
s e ¢, com massas fixas e um parametro de escala que determina o vértice quark-méson

para cada méson pseudoescalar. Esses parametros de escala sao ajustados ao valor bem
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conhecido da constante de decaimento do méson considerado. O modelo é covariante e
conserva a corrente eletromagnética, desde que o vértice quark-féton do modelo satisfaz
a identidade de Ward-Takahashi (ITZYKSON; ZUBER, 2012). Os resultados dessa parte do
trabalho estao apresentados na Ref. (MOITA et al., 2021) .

Aprimorando o modelo que descrevemos acima, e motivados por entender mais pro-
fundamente a estrutura dos mésons leves no espaco de Minkowski, concomitantemente
com a quebra espontanea da simetria quiral, estudamos na segunda parte da tese o pion
em um modelo analitico que reine essas duas caracteristicas (MELLO et al., 2017), e que
foi apresentado na tese de doutorado de Clayton Santos Mello no ITA (MELLO, 2017).

O modelo proposto em (MELLO et al., 2017) parametrizou de forma simples e analitica
a funcao de massa do quark de acordo com resultados de QCD na rede e ao mesmo tempo,
dada a natureza de béson de Goldstone do pion, a prépria componente pseudo-escalar do
vértice quark-pion, como consequéncia das identidades de Ward-Takahashi-axiais no limite
de massa de corrente nula dos quarks up e down (veja, por exemplo, (CLOET; ROBERTS,
2014; HORN; ROBERTS, 2016)).

E relevante mencionar que ainda é um enigma como as componentes de Fock da funcao
de onda do pion na frente de luz sao construidas em termos de quarks e glions vestidos
pela interagao forte via QCD para além da valéncia (ARRINGTON et al., 2021). No nosso
estudo ficaremos por enquanto restritos a componente de valéncia da funcao de onda do
pion e as distribui¢oes de momento associadas, de interesse na construcao da sua imagem
tridimensional, como detalhado na revisao “Science Requirements and Detector Concepts
for the Electron-Ion Collider: EIC Yellow Report (KHALEK; AL., 2021). Um dos tépicos
de grande relevancia para a pesquisa experimental nesse futuro colisor de elétrons e ions é,
fundamentalmente, detalhar o entendimento dos diversos aspectos da estrutura e espectro
hadronicos, e com isso ampliar o conhecimento do confinamento e da origem dinamica da
massa na QCD.

Acabamos de introduzir a segunda parte do trabalho de tese, onde é estendido o estudo
realizado na primeira parte quando consideramos um modelo covariante mais simples do
pion com grau de liberdade de quark constituinte com massa fixa e uma forma analitica
do vértice quark-pion, sem procurar relacionar o modelo de forma estrita com a quebra
espontanea da simetria quiral. O modelo proposto na Ref. (MELLO et al, 2017) tem
como base os calculos da QCD da rede que preveem para os quarks leves uma auto-
energia dependente do momento (PARAPPILLY et al., 2006; OLIVEIRA et al., ). A massa
dependente de momento em escalas do infravermelho obtida nos calculos de QCD na rede

resulta em um valor compativel com a massa do quark constituinte de cerca de 0.3 GeV.

Portanto, os modelos fenomenoldgicos definidos no espaco de Minkowski poderiam in-

corporar uma massa de quark dependente do momento, com a condicao de que deveria ser
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consistente com os calculos de QCD da rede no espaco Euclidiano, i.e., para momentos
tipo-espago, o que de fato foi proposto na tese de doutorado de Clayton Santos Mello.
Nesse trabalho procuramos estudar em mais detalhes a estrutura analitica da amplitude
de BS desse modelo, utilizando representagoes integrais ja aplicadas para resolver a equa-
¢ao de BS no espaco de Minkowski para estado ligado de dois férmions com spin total
nulo (CARBONELL; KARMANOV, 2010; PAULA et al., 2016; PAULA et al., 2017).

Para aprofundar o estudo do pion, serao utilizadas nessa segunda parte as repre-
sentacoes integrais das funcoes de dois e trés pontos, ou seja, a representacao espectral
de Kéllén-Lehmann (KL) (ITZYKSON; ZUBER, 2012) e a representagao integral de Naka-
nishi (NAKANISHI, 1963), respectivamente. Essas representacoes sao tteis para ampliar
a aplicabilidade de célculos realizados no espago Euclidiano, como os de QCD na rede
ou como aqueles utilizando métodos continuos para obter as solucoes das equacoes de
Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter, permitindo construir a amplitude de Bethe-Salpeter
no espaco de Minkowski. Desta forma, é possivel acessar distribuicoes partonicas como
ja realizado no caso do método continuo (CHANG et al., 2013), como também resolver-
mos as equacoes de Schwinger-Dyson para a auto-energia do quark no espago de Min-
kowski (SAULI et al., 2007; SOLIS et al., 2019; MEZRAG; SALME, 2021).

Particularmente em relacao a estados ligados, a representacao integral de Nakanishi
(RIN) foi pioneiramente aplicada para resolver a equagao de Bethe-Salpeter no espago
de Minkowski em modelos escalares nas Refs. (KUSAKA et al., 1997; KUSAKA; WILLIAMS,
1995). Apds uma década a técnica foi aliada a projegao na frente de luz no caso do modelo
bosonico (KARMANOV; CARBONELL, 2006; FREDERICO et al., 2014) e em seguida aplicada
para estados ligados de dois férmions com spin total nulo (CARBONELL; KARMANOV,
2010; PAULA et al., 2016; PAULA et al., 2017). Recentemente, essa técnica foi aplicada
para resolver a equagao de Bethe-Salpeter em um modelo do pion com quarks e glions

massivos (PAULA et al., 2021).

Iremos realizar o estudo da estrutura do pion usando agora a representacao integral
de Nakanishi da amplitude de Bethe-Salpeter estendendo os resultados obtidos no espaco
Fuclidiano para o de Minkowski. Isso traz um ganho na compreensao da estrutura anali-
tica dessa amplitude, indo além do trabalho (MELLO et al., 2017), que é o ponto de partida
do presente estudo. Além disso, obtemos a probabilidade de valéncia e as distribuigoes
de momento longitudinal e transverso, mantendo de forma consistente o resultado para
a constante de decaimento do pion em acordo com o valor experimental, como original-
mente obtido no modelo. Apenas lembrando, na Ref. (MELLO et al., 2017) foi também
obtido o fator de forma EM do pion em acordo com os dados experimentais. A funcao
de massa variavel do quark tem uma forma com um tnico pélo adicionada a massa do
quark de corrente (ver, por exemplo, (DUDAL et al., 2016)). A partir disso, construimos

a densidade espectral associada ao propagador do quark na representacao espectral de
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KL, e em seguida deduzimos as fungoes peso da representacao integral de Nakanishi para
as diversas componentes da amplitude de BS do pion. Essas funcgoes peso da RIN sao
construidas considerando-se a representacao de KL do propagador do quark e apenas a
componente pseudoescalar do vértice pion-quark, que esta diretamente associada com a

funcao de massa.

Iremos comparar dois conjuntos de func¢oes peso de Nakanishi, um para o modelo
da ABS onde os quarks leves tém massas dependente de momento e outro para massas
constantes, i.e., quando desconsideramos essa dependéncia, para caracterizarmos o efeito
da vestimenta dinamica da massa. Além disso temos diferentes bases de operadores no
espaco de Dirac para expandirmos a ABS do pion, uma delas é a base ortogonal, que ja
foi usada para resolver a equagao de BS na aproximacao de escada (PAULA et al., 2017;
PAULA et al., 2021), e uma outra base é nao-ortogonal. Essa ltima permite uma derivagao
relativamente simples das funcoes peso de Nakanishi. Essas funcoes sao associadas com as
amplitudes escalares que multiplicam os operadores dessas bases no espaco de Dirac. As
funcoes peso associadas as diferentes bases estao relacionadas por transformagoes lineares,

cuja a origem encontra-se na decomposi¢ao das bases entre si.

Em seguida, usando a representacao integral de Nakanishi das amplitudes escalares
associadas a base ortogonal, projetamos cada uma delas na frente de luz, e com isso
obtemos as duas componentes da fun¢ao de onda de valéncia do pion, correspondentes ao
par quark-antiquark com seus spins individuais anti-alinhados e alinhados. A primeira
componente corresponde ao limite nao-relativistico de uma funcao de onda de spin zero,
com maior probabilidade, e a segunda componente é de origem puramente relativistica
com menor probabilidade, somando ambas as probabilidades teremos nesse modelo um
total para a componente de valéncia proximo a 70%, como iremos mostrar. E conveniente
ressaltar que essa imagem do pion obtida com o modelo de massa do quark dependente
de momento, resultando em que 30% de seu estado estd associado, presumivelmente,
a componentes de Fock além da valéncia, concorda com a solucao da equacao de BS no
modelo dinamico com quarks e glions constituintes, jd& mencionado anteriormente (PAULA
et al., 2021). Finalmente, analisamos as distribui¢oes de momento longitudinal e transverso
e suas decomposicoes nessas duas componentes de spin da funcao de onda de valéncia do

pion.
Vamos descrever brevemente o conteudo dos capitulos a seguir.

No capitulo 2, uma forma analitica para a amplitude de Bethe-Salpeter em termos de
quarks constituintes para os mésons pseudo-escalares, 71, K™, D™ e D} é proposta dentro
de um modelo covariante unificado, e a constante de decaimento eletrofraca é derivada,
usando a sua forma escrita em termos da componente de spin dos quarks anti-alinhados

da funcao de onda de valéncia na frente de luz.
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No capitulo 3, é construida a corrente eletromagnética dos mésons pseudo-escalares
para o processo elastico, e realizada a decomposicao de sabor dos fatores de forma elasticos.
Apresentamos também o método para tratar numericamente as integracoes de “loop” da

formula de Mandelstam baseada nas varidveis de momento da frente de luz.

No capitulo 4, os resultados numéricos para os observaveis eletrofracos, constante de
decaimento e raio de carga, sao apresentados, e discutidos em comparacao com célculos
de QCD rede e com outros modelos. Os fatores de forma eletromagnéticos, obtidos com o
modelo de vértice simétrico, sao discutidos no capitulo 5 e comparados aos resultados do
modelo de dominancia do meson vetorial, “vector meson dominance” (VMD), e com dados
experimentais para o pion e kdon, enquanto que para os mésons DT e D} comparamos

seus fatores de forma com resultados de QCD na rede.

Nos capitulos 6 e 7 abordamos o modelo do pion com massa constituinte dependente
de momento. No capitulo 6, derivamos a representagao integral de Nakanishi da am-
plitude de Bethe-Salpeter para o pion, onde os quarks tem propagadores vestidos com
massa dependente de momento, e também com massas constantes. Assim temos como ja
mencionado, dois conjuntos de fungoes peso, relacionadas por uma transformagao linear
originadas da mudanca entre a base ortogonal e a base nao-ortogonal utilizada. No ca-
pitulo 7, apresentamos os resultados numéricos para a constante de decaimento do pion,
calculada via representacao integral de Nakanishi, como também a probabilidade de valén-
cia e as distribui¢oes de momento longitudinais e transversal. No capitulo 8 apresentamos

as conclusoes.



2 Modelo Covariante: Mésons

Pseudo-Escalares

2.1 Acoplamento quark-meson: Lagrangiano efetivo

Adotamos aqui um esquema simples para descrever o acoplamento de spin do par
quark-antiquark com o méson a partir de uma Lagrangiana efetiva. Observe que mais
tarde serd introduzido um modelo do vértice méson-quark descrito por escala de massa
ajustada para reproduzir a constante de decaimento eletrofraca. Comecamos acoplando o
quark ao campo pseudo-escalar do méson dentro do esquema de simetria de sabor SU(4),

que é expresso pela seguinte Lagrangiana efetiva:
p 15
‘CI = —g \I[MSU(4)75\I[ = —1 ﬁ Z(‘I’)\Z’}/5\II)QOZ s (21)
i=1

onde g é uma constante de acoplamento, associada a relagao de Goldberg-Treiman no
nivel do quark, dada por m/fy, onde m é a média aritmética das massas dos quarks
constituintes do méson e fy; sua constante de decaimento eletrofraca. \;(i =1, ...,15) sdo
as matrizes de Gell-Mann do grupo SU(4) (CLOSE, 1979), ©' sdo as componentes
cartesianas do campo dos mésons pseudoescalares, ¥ = (u,d, s,c) é o campo do quark

decomposto em suas componentes de sabor, e

o _
T + i/ + e 7T+ K+ DO
\/E Vo vz 0 n Ne 0 -
1| “wEtwtus K b
MSU(4) ﬁ _ -0 2 e _ I (22)
K ~JE+ & D
D° D+ D+ _\3/%

é a matriz de campo dos mésons pseudoescalares para o referido grupo que estamos tra-
balhando (LIN et al., 2000; BRACCO et al., 2012; GEORGI, 1984). Em particular, os mésons

pseudo-escalares carregados positivamente que focamos neste estudo sao selecionados a
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partir da matriz de mésons SU(4), através dos tracos listados abaixo,

at = Tr [MSU(4 ﬁ};
Kt = Tr[Msuu Ag+];
DY = Tr[Msyu Ap+];
Df = Tr[Msywu Ap:] (2.3)

onde as matrizes de sabor sao dadas pelas seguintes combinacoes entre as matrizes de

Gell-Mann representadas no SU(4) :

Apt = 7()\1+2)\2)
A+ = 7()\4+2)\5)
Apr = %(AH—MH)
Api = %()\13—0\14). (2.4)

Os mésons fisicos correspondentes sao indicados pelos subindices na equacao acima.

2.2 Amplitude de Bethe-Salpeter

A Lagrangiana efetiva da Eq.(2.1) estd associada com vértices méson-quark sem es-
trutura, e que foram introduzidos apenas para nos guiar de uma forma pratica para a
construir o acoplamento entre os campos dos quarks e dos mésons pseudoescalares con-
siderando a composicao de sabor de cada um. A seguir, vamos permitir que os vértices
dos mésons tenham uma extensao, representada por uma funcao escalar que mantem a
covariancia do modelo. Desta maneira, o modelo da amplitude de Bethe-Salpeter, para

cada méson pseudoescalar considerado neste estudo é dada por,

Uar(k,p) = Sq (k) 7 gAn(k,p) A Sq(p— k) (2.5)

Na Eq. (2.5) g é a constante de acoplamento, S,(k) = i[f — m, + 1€|™* é o propa-

gador do quark constituinte, onde a matriz de massa é diagonal, e dada por, [m,] =
(M, Mg, Mg, me]. A fungao de vértice para os mésons pseudo-escalares, M = (7, K™, DT DJ),

adotada no presente trabalho é

CM CM
5 _ 2 T T 2 v
k2 —pi, +e (p— k)2 — pi, + e

ghu(k,p) = (2.6)
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introduzimos a funcao de vértice simétrica na formula de Mandelstam para a corrente
eletromagnética, e com isso teremos a integral de loop associada a essa formula finita .
Além disso, essa funcao de vértice produzird uma funcao de onda simétrica pela troca
de momento do quark e do antiquark, no caso do pion. Esse modelo generaliza para os
mésons D e Dy as propostas das Refs. (MELO et al., 2002) e (YABUSAKI et al., 2015) usadas

no estudo do pion e do kdon, respectivamente.

O modelo assume que a dinamica do infravermelho (IV) da QCD é traduzida em uma
escala de massa, uy;, para cada méson pseudoescalar no multipleto de sabor SU(4).
A informagao fisica na regiao ultravioleta (UV) é refletida na forma analitica da fungao
de vértice. A constante C); também depende do méson, que estamos analisando, e é

determinada pela normalizacao covariante da ABS,

VA Sq(p — k)QY*Sy(p' — k)7 AL, Sy (k)

29p" = N 2 Ay (k,p)Tr

+ AL Sa(p — k) Sy — k)Q'Ys)\MSq(k’)] ,

(2.7)

onde foi feita a suposicao simplificada de que o kernel que teria dado origem a esta
funcao de vértice particular nao tem dependéncia do momento total, como ¢é o caso da
aproximacao em escada da equagao BS, veja por exemplo as referéncias (MARIS; TANDY,
2000; PAULA et al., 2021). A quebra da simetria SU(4) é refletida na variacao da escala
de massa pp; e das massas dos quarks constituintes, como uma consequéncia da geragao
de massa pelo mecanismo de Higgs e da quebra da simetria quiral dinamica, essa ultima

relevante no caso dos quarks leves.

Em nossos calculos, gy € obtido ajustando-se fy;, a constante de decaimento fraco
do méson M, para um dado conjunto de massas dos quarks constituintes, que formam
cada estado ligado. Observamos que as massas dos quarks constituintes estao associados
a uma escala de energia caracteristica de cada méson. Essa escala de energia define a
condicao inicial para a evolucao da funcao de distribuicao partonica para as diferentes

escalas de energia.

Outro comentério é apropriado, a fim de manter a simplicidade do presente modelo
covariante fenomenoldgico, adotamos a mesma forma da fungao de vértice para todos os
mésons, que em grande momento se comporta como 1/k*. Claro, que poderfamos ter
outros tipos de vértices, a custa da introducao de mais parametros, mas optamos por
manter um numero minimo de parametros de escala neste trabalho, a saber, um por

méson.
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2.3 Constante de decaimento eletrofraca

Nesta se¢ao, iremos construir as expressoes para calcular as constantes de decaimento
eletrofracas do estado fundamental dos mésons pseudo-escalares em fungao da componente
de valéncia da funcao de onda na frente de luz. Uma das motivagoes para isso é o fato
que as constantes de decaimento, f,;, estao relacionadas a meia vida dos mésons pseudo-
escalares. Podemos motivar, também citando que a constante de decaimento do pion é
uma medida da escala dinamica de interacao forte e, como tal, um requisito fundamental
que o modelo satisfaca. A constante de decaimento eletrofraca vem como um equilibrio
fisico da QCD de curto e longo alcance para a funcao de onda de valéncia do méson e,
portanto, uma restricdo necessaria em modelos fenomenolégicos. Na primeira parte do
presente trabalho, o modelo escolhido atende a tais requisito, nao apenas para o pion,

mas também para todos os mésons pseudoescalar.

As constantes de decaimento eletrofracas codificam as informacoes fisicas relevantes
sobre a estrutura desses mésons pseudoescalares, permitindo, juntamente com os ele-
mentos da matriz Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) (ZYLA et al, 2020; ABLIKIM et
al., 2019), obter através do processo de decaimento fraco leptonico, que representamos
como M — [ v, as larguras dos decaimentos fracos (I representa os léptons carrega-

dos: e, u, 7; enquanto que v sao os respectivos neutrinos).

Usando a regra de ouro de Fermi, a relacdo entre a largura de decaimento (I''M —
[ v]) com a constante de dacaimento fraco do méson (fy), é dada por (ZYLA et al., 2020;
ABLIKIM et al., 2019)

[ l ] CQP f2 2 <1 ml2 )2 | |2 (2 8)
DM — 1yl = — fiy mi mu ——— | |V , :
8 ! ma3, naz

onde G ¢é a constante de acoplamento de Fermi, m; é a massa do lépton, m,; a massa

do méson pseudoscalar e V,,, é o correspondente elemento da matriz CKM.

A constante de decaimento do meson pseudoescalar, é definida através do elemento de
matriz do operador da corrente axial (SALCEDO et al., 2004; ITZYKSON; ZUBER, 2012),

(0| A7 M*) =0 py fae 67", (2.9)

;= 5>\J 7 :
onde A7, = 44(0)7,7° 5 @(0), é o operador da corrente axial-vetor, onde a e b representam
os diferentes sabores dos quarks, e os indices j e k, estao relacionados as componentes

de sabor do operador de corrente e do méson pseudoscalar, respectivamente.

De acordo com o diagrama apresentado na Fig. 2.1, obtemos a seguinte expressao
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p—k

k

FIGURA 2.1 — Representagao diagramatica da amplitude do decaimento eletrofraca do
méson pseudoescalar.

para a constante de decaimento eletrofraca considerando a funcao de vértice da Eq. (2.6)

=, [

contraindo com p, e usando a defini¢ao da amplitude BS dada pela Eq. (2.5), pode-se

Tr 7 AN W (k)| (2.10)

realizar o rastreamento e obtivermos
d4
= N, [ T [0 S0 Sk =) odulkp). (210

onde o méson pseudoescalar é rotulado por M e o traco sera realizado nos espacos dos
spinores e de sabor. N¢ =3 ¢é o niimero de cores dos quarks. A constante de decaimento
(2.11), é calculada no referencial de repouso do méson pseudoescalar, p* = (myy, 0). Por
outro lado podemos considerar a componente mais (+) da corrente axial-vetor, e isso
corresponde a ™% = (7Y ++3)75. E a integragao no loop de momento ¢ realizada com
as variaveis de momento momentos na frente de luz, ie., kT = k% + k3, kb~ = k° — k2
ek L = {ks, ky} . Apés a integracdo na energia na frente de luz, k~, obtemos para a

constante de decaimento do méson pseudoescalar a seguinte expressao:

N,
473

fur = ko:L/ de par(z, ko yma, 04), (2.12)

onde ¥, € a parte de momento da componente da funcao de onda de valéncia correspon-
dente ao spin dos quarks anti-alinhados, sendo dada por:

- B e m N .
Oy (@ ki pt i) = < 7 +_q> p 9Cum

l—z  z ) mpy md, — M2(mg,mg)
1 1
[(1 — )3y — M(mgan) | a(miy — M2 (uar,mg) |
+  [mg <> mg|, (2.13)

X
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onde,x:%,0<x<1,e
p

E 2 4 m2 — _E 2 4 m2 B
My, my) = L L Z DT e (214

Observe que, a funcao de onda de valéncia é obtida da projecao da amplitude de
Bethe-Salpeter (2.5) no plano-nulo ¢ + z = 0, que corresponde a integragao sobre k= e
a consequente eliminagao do tempo relativo na frente de luz entre o quark e o antiquark,
e apds os termos instantaneos dos propagadores dos quarks serem descartados (veja a
Ref. (FREDERICO; SALME, 2011) para mais detalhes). De fato, os termos instantaneos
dos propagadores dos quarks sao eliminados com a escolha da componente positiva da
corrente axial, y79% na Eq. (2.11), devido & propriedade (y7)? = 0. Finalmente, como
ja observado, a constante de decaimento fraca seleciona a componente da funcao de onda
de valéncia com os spins dos quark e antiquark anti-alhinhados (veja as Refs. (MEZRAG
et al., 2016; PAULA et al., 2021)).



3 Modelo Covariante: Corrente

Eletromagnética

3.1 Definicoes

Em teoria quantica de campos na frente de luz (TQCFL), o principal objetivo é resolver

a equacao de auto-valores abaixo,
Hpo)M) = md, M), (3.1)

onde Hpj éoperador Hamiltoniano na frente de luz, seu auto-valor é o quadrado da massa
invariante m?,. Com a fungao de onda na frente de luz, é possivel calcular os elementos
de matriz da corrente eletromagnética dos estados hadronicos, e nesse formalismo essa
fungao de onda referente ao estado ligado, méson |M), é uma superposi¢ao de todos as

componentes no espaco de Fock da frente de luz, sendo esta escrita como (MELO, 1998),

M) = \I/qci|qq> + \I/qq9|qg79> +oeee (3.2)

onde |gg) é o componente de valéncia e V,; a amplitude de probabilidade associada a
ela. Essa funcao de onda de valéncia, ird contribuir para a o elemento de matriz do
operador da corrente eletromagnética, escrito na métrica da frente de luz, e ao fator de
forma eletromagnético. No nosso modelo o fator de forma é calculado a partir do diagrama
triangular de Feynman para o processo de interacao eldastico do méson com o féton virtual,

apos ser feita a integracao em k.

O operador de corrente eletromagnética do quark para o processo de foto-absorgao em

um regime de momentos transferidos tipo-espago é definido por:

2 2 1- 1
gt = gfw“u + géy"c - §d7“d — §§7“s, (3.3)
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onde u, d, s e ¢ sao os campos dos quarks. O operador carga no espago de sabores é

diag [@] = [eua €4, €s, ec] = [2/37 _1/37 _1/37 2/3] )

que fica definido por um matriz diagonal.

O elemento de matriz da corrente eletromagnética para cada méson, é obtido a partir
da férmula de Mandelstam representada pelos diagramas de Feynman representados na
Fig. 3.1, como também sugerido na referéncia (HUTAURUK et al., 2016).

FIGURA 3.1 — Diagramas de Feynman, representando o elemento de matriz da corrente
eletromagnética para um méson pseudoescalar, usados para calcular o fator de forma
eletromagnético eldstico a partir da componente J*, como detalhado no texto.

O elemento de matriz da corrente eletromagnética expressa pelos diagramas apresen-

tados na Fig. 3.1 é escrito como:

(p's Mjy'|p; M) = —iNe / g 9ha (k. p')gAn (k, p) Tr [ "AarSq(k — p)QY" Sq(k —p’)VSALSq(k)}

: , d4k .
WM = =i [ (b Jgar )T (37} k= )@, k= 2y ()
(3.4)

para () = ¢4, ou ez. O traco é feito sobre os indices de Dirac e de sabor dos quarks.

A corrente microscépica total é dada pela soma das contribuicoes do antiquark e do

quark:
(s M|5"|p; M) = (ps M|} |p; M) + (p'; M|j5|p; M) . (3.5)

Observe que a expressao acima, contém os dois diagramas representados na Fig.(3.1).
Essas contribuicoes sao escritas no espaco de sabor e representam o féton sendo absorvido
por cada quark do méson. O fator de forma eletromagnético elastico na regiao tipo-espaco

é extraido equacionando a expressao microscépica e covariante da Eq. (3.4), com a férmula
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macroscopica da corrente:
(v Mj"|p; M) = (0" + 1) Fa(d®), (3.6)

onde ¢ = p—p ¢é o momento transferido e Fy;(¢?) é o fator de forma eletromagnético elds-
tico. Como ja mencionado, a escala de massa, uyy, é ajustada para reproduzir o constante
de decaimento eletrofraca experimental do méson considerado. As massas constituintes
do quark (m,) e do antiquark (m;), foram selecionadas de acordo com estudos feitos nas
referéncias (SUISSO et al., 2002; MELO et al., 2002; YABUSAKI et al., 2015), que utilizaram
modelos covariantes similares ao do nosso trabalho. Os resultados quantitativos do mo-
delo para os observaveis estaticos e fatores de forma serao discutidos nos capitulos 4 e 5,

respectivamente.

3.2 Decomposicao de sabor

As contribuigbes individuais para o antiquark e quark estao separadas na Eq. (3.4) e
dadas pelos elementos de matriz de ji' e j§, respectivamente. A estas correntes parciais
temos que obter os dois tragos, um associado ao féton sendo absorvido pelo quark com
carga +2/3; e outro corresponde ao antiquark com carga +1/3. Portanto, temos para a
soma dos dois tragos, que tem em comum na integracao de loop o produto da componente

de momento do vértice inicial e final, que assumimos simétricos, dessa forma temos:

2 1
onde podemos reescrever, cada um dos termos dessa tltima equacao, como:

Al =Tr [Sh(k)Y°Se(k — p)y"Se(k — p')7°] (3.8)

desde que o propagator da particula constituinte é diagonal no espaco de sabor, sendo
que S; para os sabores ¢ = a, b. O féton acopla-se em cada caso com o quark ou antiquark,
rotulado como @ no primeiro termo e b no segundo termo da Eq. (3.7), correspondente

aos quarks (u ou c¢) e aos antiquarks (d ou 5) , respectivamente.

Portanto, o elemento da matriz da corrente eletromagnética pode ser decomposto no

contetido de sabor, do quark e antiquark, de acordo com:
, » , d*k , 2 . ..
<p ) M|.] ‘pu M> = _QZNC WQAM<]€7P )gAM<k7p) gAaBa + gAEaE ) (39)

onde o féton interage com o quark a no primeiro termo e com o antiquark b no segundo.
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A partir dai, podemos escrever a decomposicao de sabor dos fatores de forma da seguinte

maneira:
2 1
F7T+(q2) = gFudu( )+ 3qud( )7
2 1
FK+<q2> = _Fu§u(q ) Fsus( ) )
3 3
2 1
FD+(q2) = chJc(QQ) + 3chd( ) )
2 1
Fpi(@") = FFeseld’) + 3Fes(d”) - (3.10)

No limite da simetria de isospin SU(2), temos que o quark u e o antiquark d possuem
massas iguais, com isso temos pela Eq. (3.9), que Fy+(¢*) = F,3,(¢*) = Fa(d?).
Enquanto que para os demais mésons aqui analisados (K™, Dt e DY), as simetrias SU(2),

SU(3) e SU(4) sao quebradas. Da conservagao de carga, é necessario que

: (3.11)

para que a carga do méson seja a soma das cargas do quark e do antiquark. As contribui-
¢oes parciais dos quarks para cada méson no fator de forma torna-se diferente a medida
que o momento transferido aumenta, apesar da mesma normalizacao, como sera mostrado

pelos nossos resultados quantitativos.

3.3 Técnica da Frente de Luz

Os momentos inicial e final do méson, e o momento transferido pela a colisao elastica
com o elétron, sdo denotados por p*, p* e ¢* = p* — pt, respectivamente. Na repre-
sentacao dos momentos padrao, e no referencial de Breit, eles sao escritos, por exemplo,
como (MELO et al., 2002):

—q cos —gsin« / CoS & sin av
p“=<°, q2 0, q2 ) p“=<p°,q2 ,0,q2 )e ¢" = (0,qcosa,0,¢sina),

(3.12)



CAPITULO 3. MODELO COVARIANTE: CORRENTE ELETROMAGNETICA 37

Utilizando os momentos na representacao da frente de luz com as suas componentes

escritas como (4, —, L), temos que

gsin « qsin q cos
pﬂ = < 0 — T? pO 9 s 9 ) 0)5
/ gsin gsina  qcos«
p o= <p0 + 9 9 pO - 9 ) 9 9 0>’
¢ = <q sin, —gsina, qcos a,O) . (3.13)

Com o referencial de Breit adotado, podemos continuar o calculo da amplitude de tran-
sicao elastica do processo de foto-absorcao, onde por simplicidade tomamos a = 0, e
pela Eq.(3.12), os quadrimomentos do méson no estado inicial e final serao dados por
P = (p°, —q./2,0,0) e p'* = (p°, q./2,0,0), respectivamente, sendo p’ = /m3, + ¢2/4.
Além disso, as componentes dos momentos na representacao da frente de luz, sao escritas
como pt =pT =p =p7, P, =(¢/2,0) e p. = (—q./2,0), o que corresponde a
gT = 0. Dessa forma temos a condicao de Drell-Yan satisfeita, e nesse caso a componente
+ do operador corrente eletromagnética torna-se diagonal no espaco de Fock da frente de
luz (BRODSKY et al., 1998).

O fator de forma eletromagnético é obtido através da componente + da corrente ele-
tromagnética, ;7 = j° + 53, o que implica no uso da corrente + para os quarks, i.e.,

v =74 +~3na Eq. (3.9), e com isso temos:

Fu(q®) = 2],%<p'ww|p> | (3.14)

Vamos analisar a integracao em k~, que serd feita de forma analitica. Para tanto partimos
da formula de Mandelstam para j* como escrito na Eq. (3.9) e cuja a representacao

diagramatica esta apresentada na Fig 3.1, desta forma temos que:

, 2 d4k
Wliglpy = J5; (%) = —21—2Nc/—4
fM (27T)

2 . f—mg 5 f—1/+my -y’ +my 5
X{3T (2 —mZ+ie) | ((k;—p)2—mg+z‘e)7+((k¢—p/)2—mg+z‘e) ]

1 . 4+ my 5 ¥ -1+ mg -y +mg 5
3 @ me i) ((k—p)2—m§+ie)7+((k—p')2—mg+z'e) }
Cu Cu Cum Cy
: [(/@—/ﬁwﬂ'e) i ((p—k)Q—u?eriE)] [(kQ—M?wJFiE) " ((p’—k)Q—u?wiE)]
(3.15)

onde os tragos correspondem a Eq. (3.8). A integragao do loop é realizada analiticamente

em k- (ver Apéndice A), e as integracoes sobre k™ e k) sdo realizadas numericamente



CAPITULO 3. MODELO COVARIANTE: CORRENTE ELETROMAGNETICA 38

para obter os resultados apresentados nos capitulos que seguem.

Devemos enfatizar que a escolha da componente + correspondente a 4+ para as corren-
tes individuais elimina os termos instantaneos dos propagadores dos quarks que absorvem
o féton virtual. E importante observar que a escolha do referencial de Drell-Yan e a
componente + da corrente é suficiente para eliminar também as singularidades de ponto
final do cédlculo dos fatores de forma para este modelo de mésons pseudoescalares (ver
(MELO et al., 1999; MELO et al., 2002)). No entanto, para referenciais com ¢+ # 0, a fim de
preservar a covariancia do modelo, é necessario levar em consideracao uma contribuicao

de nao-valéncia para o fator de forma (BAKKER et al., 2001; MELO et al., 2002).

Como observacao técnica, a parametrizacao de Feynman poderia ser usada alternati-
vamente para efetuar as integrais de um loop, mantendo-se explicitamente a covariancia
do modelo em todas as etapas dos calculos do fator de forma. Para o nosso propésito, o
uso das variaveis da frente de luz, como fizemos, ou a parametrizacao de Feynman é um

detalhe técnico que nao afeta os nossos resultados quantitativos.



4 Modelo Covariante: observaveis

estaticos

O modelo adotado nessa parte da tese para as amplitudes de Bethe-Salpeter do m, K,
D e D, sao definidas pela Eq. (2.5) e para cada méson temos trés parametros: as massas
dos quarks constituintes m, e mg com ¢, ¢ sendo {u, d, s, c} e o parametro de escala de
massa 1y do vértice quark-méson como escrito na Eq. (2.6)). O parametro py, é ajustado

para fornecer o valor da constante de decaimento eletrofraca experimental.

Trabalhamos aqui com seis conjuntos de parametros, a saber (A, B, C, D, E, F), que
respectivamente correspondem aos mésons pseudoescalares (7, 7+, K, K+ Dt D), cor-
respondendo a diferentes escolhas de massas dos quarks conforme indicado na Tabela 4.1.
As escolhas das massas dos quark constituintes sao: 384 MeV (SUISSO et al., 2002) e
220 MeV (MELO et al., 2002) para os quark leves; 508 MeV (SUISSO et al., 2002) e 440
MeV (YABUSAKI et al., 2015) para o quark estranho; e de 1623 MeV para o quark char-
moso (SUISSO et al., 2002).

Os valores para os observaveis estaticos eletrofracos, ou seja, o raio de carga e constante
de decaimento, sao apresentados na Table 4.1, onde os dados experimentais disponiveis
para essas duas quantidades para o pion e kdon encontram-se na Ref. (ZYLA et al., 2020),
e as constantes de decaimento fraco do DT e do D vem da Ref. (ABLIKIM et al., 2019).

Além disso, a energia de ligacao do modelo, para cada estado hadronico, é dada por,
e =mg+mg—mpy > 0. (4.1)

Usando os valores adotados na Tabela 4.1 para as massas dos quarks constituintes e dos

estados mésons, obtemos a energia de ligacao de cada méson para cada conjunto escolhido
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de parametros:

et = 628 MeV e €2 =300 MeV,

ex+ = 398 MeV e ex+ =166 MeV,

epr = 163 MeV,

epr = 138 MeV. (4.2)

O pion e o kdon aparecem como sistemas fortemente ligados, com energias de ligacao
variando de cerca de 628 a 398 MeV, respectivamente. Mesmo com a constante de decai-
mento ajustada ainda o raio de carga apresenta uma variacao, que é maior para o kaon.
Lembramos que ambos 0s mésons sao os Bésons de Goldstone da simetria quiral quebrada
dinamicamente, e suas massas no limite quiral desaparecem de acordo com a relacao de
Gellman-Oakes-Renner, o que de fato indica que esses estados devem formar sistemas

quark-antiquark fortemente ligados, com graus de liberdade de quark constituinte.

TABELA 4.1 — Observaveis eletrofracos estaticos dos mésons pseudo-escalares. A notacao
para as parametrizagoes (A, B, C, D, E, F), correspondem aos diferentes valores dos para-
metros usados no modelo para 7", 7, K, K™ D D respectivamente. Em particular,
os resultados com os modelos (B) e (D), vem da Ref. (YABUSAKI et al., 2015). Os dados
experimentais encontram-se nas Refs. (ZYLA et al., 2020; ABLIKIM et al., 2019). As massas
My, Mg, liy € a constante de decaimento (fy) sdo dadas em [MeV] na tabela. O raio de
carga (r)) é expresso em [fm].

Modelo/méson | I(JF) my mg | mm | pwm A §ave rf/fpt' ]EIXpt'
(A) 7t = ud 1(07) 384 384 | 140 225 0.665 | 92.55 | 0.672(8) | 92.28(7)
(B) 220 | 220 600 | 0.735 | 92.12

(C)KT = us | L(07) | 334 | 508 | 494 | 420 | 0.551 | 110.8 | 0.560(3) | 110(1)
(D) 220 440 600 0.754 | 110.8

(B) DT = cd | 2(07) | 1623 | 384 | 1869 | 1607 | 0.505 | 1445 144(3)
(F) D: = cs | 0(07) 1623 | 508 | 1968 | 1685 | 0.377 | 182.7 182(3)

As regras de Cutkosky (ITZYKSON; ZUBER, 2012) quando aplicadas na formula de
Mandelstam para o presente modelo e representada pelo diagrama de Feynman da Fig.

3.1, mostram que os cortes relevantes em fungao de uj;, tém pontos de ramificacao em:
pvr +mg —ma >0 and  pp +mg —mar > 0. (4.3)

Esses pontos de ramificagao também sao claros na forma analitica da Eq.(2.13), para a
funcao de onda. O valor minimo da posicao do ponto de ramificacao, é na verdade a
escala dominante que determina o raio da carga. Podemos analisar os resultados das
parametrizagoes para o raio de carga apos ajustar as constantes de decaimento conforme

fornecido na Tabela 4.1, olhando para os valores do ponto de ramificacao mais préximo
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do continuo, a saber, aquele que corresponde ao valor minimo entre €;; e os pontos de

ramificagao na Eq. (4.3),

No caso do pion encontramos os pontos de ramificacao mais préximos do continuo
para os conjuntos (A) e (B), com valores de 469 e 300 MeV, respectivamente. Isso mostra
um sistema fortemente ligado de quarks constituintes e, nao surpreendentemente, valores
proximos para os dois conjuntos. Para o kdon, os conjuntos (C) e (D), apresentam os
pontos de ramificacao em 310 e 166 MeV, respectivamente, que estao um pouco mais
proximos do que considerando apenas a comparacao entre as energias de ligagao obtidas

com esses dois conjuntos de parametros.

Para o méson D™, referente ao conjunto (E), percebe-se que de acordo com a condigao
imposta pela Eq. (4.3), o valor de pp; ~ m., e o ponto minimo de ramificacao estd, na
verdade, em 100 MeV, que esta associado ao raio de carga de 0.505 fm, enquanto para o
D{, encontramos 163 MeV e um raio de carga de 0.377 fm. O maior valor do ponto de
ramificacao do D} e a diminuigao concomitante do raio em relacao a DT, vem do maior
valor de fp,+ e ms em comparagao com fp+ e my. Portanto, os quarks no D} estao em uma
configuragao mais compacta do que os correspondentes no DT, e espera-se em geral que
rp+ < rp+. A explicagao qualitativa andloga pode ser valida para explicar que rg+ < rq+,
embora provavelmente, nesse caso é muito importante que fx > f e considerar que os
valores dos pontos de ramifica¢do em um caso sao proximos, para conjuntos (A) e (C), e no
outro temos cerca do dobro entre (B) e (D). Como discutiremos mais tarde, os resultados
do LQCD obtidos usando conjuntos de dados consistentes mostram que 7+ < rp+ (CAN

et al., 2013; LI; WU, 2017), apoiando nossa expectativa.

4.1 Pion e Kaon

Na Tabela 4.2, apresentamos nossos resultados para o raio de carga do pion (A) e
do kdon (C), para fins de comparacao com outro célculos (BASHIR et al., 2012; HUTAU-
RUK et al., 2016; MARIS; TANDY, 2000; IVANOV et al., 2019; JIA; VARY, 2019; SILVA et al.,
2012; CHEN; CHANG, 2019). Nossa colegao de resultados da literatura nao esta completa,
e a nossa intencao é apenas colocar nosso modelo em confronto com exemplos de mo-
delos construidos no espago Euclidiano, correspondendo a abordagens via equagoes de
Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter para a QCD, e modelos fenomenolégicos com e sem
confinamento. Na tabela, mostramos também os resultados experimentais de (ZYLA et al.,
2020; ABLIKIM et al., 2019).

Os resultados obtidos com a solugao das equagoes de Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter
no Euclidiano, com kernel fenomenoldgico que satisfazem as identidades de Ward axial-

vetor, tendo a quebra dinamica de simetria quiral no setor SU(3) foram retirados da
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TABELA 4.2 — Constantes de decaimentos e raio de carga do 7" (conjunto A) e K (con-
junto C) para o presente modelo, comparado com outros resultados da literatura, assim
como os dados experimentais do PDG (ZYLA et al., 2020). As constantes de decaimentos
estao em [MeV], e os raios de cargas estao em [fm].

Referéncia Ir I Tt TR+ fr+/ fa+
Nosso modelo 92.55 110.8 0.665 0.551 1.196
(MARIS; TANDY, 2000) 92.62 109.60 | 0.671 0.615 1.182

(BASHIR et al., 2012) 101

(CHEN; CHANG, 2019) 93 111 1.192
(HUTAURUK et al., 2016) 93 97 0.629 0.586 1.043
(IVANOV et al., 2019) 92.14 | 111.0 1.20
(SILVA et al., 2012) 101 129 0.672 0.710 1.276
(JIA; VARY, 2019) 142.8 166.7 | 0.68(5) | 0.54(3) 1.166

PDG (ZYLA et al., 2020) | 92.28(7) | 110(1) | 0.672(8) | 0.560(3) | 1.192(14)

Refs. (MARIS; TANDY, 2000) e (BASHIR et al, 2012). Uma abordagem moderna nesta
diregdo (CHEN; CHANG, 2019) tem a interacao quark-antiquark composta por uma parte
no infravermelho (longas distancias) dependente de sabor e uma parte no ultravioleta
(curtas distancias) independente de sabor. Na Ref. (HUTAURUK et al., 2016) os re-
sultados sao obtidos da solucao da equacao de Bethe-Salpeter para o modelo Nambu e
Jona-Lasinio (NJL) com regularizagao no tempo-préprio. Os resultados para um modelo
covariante de quark confinados tratado no espaco Euclidiano foram apresentados no artigo
de revisao (IVANOV et al., 2019).

Os célculos realizados em abordagens na frente de luz (SILVA et al., 2012; JIA; VARY,
2019), foram também apresentados na Tabela 4.2. Na referéncia (SILVA et al., 2012) foi
utilizado um modelo fenomenoldgico refinado na frente de luz para calcular os fatores
de forma elasticos do pion e do kdon. Em particular, esse modelo utilizou reguladores
Pauli-Villars que resultam em uma forma nao simétrica para o vértice méson-quark, e
mesmo assim apresentou resultados préximos aos encontrados no nossos calculos. Na
referéncia(JIA; VARY, 2019), um modelo do tipo NJL com interacao nos singletos de cores

e interagoes confinantes foi estudado com base na quantizacao da frente de luz.

O pion e o kdon sao sistemas fortemente ligados de quarks constituintes, e nos modelos
de vértice simétrico, em geral, sao capazes de fornecer uma reproducao razoavel de suas
constantes de decaimento e raio de carga ao mesmo tempo. Esta é a principal caracteristica
que tiramos da Tabela 4.2, e uma vez que a constantes de decaimento sao reproduzidas
no sistema fortemente ligado, o raio de carga segue de forma imediata, uma vez que a
principio essas quantidades estao fortemente correlacionadas em modelos covariantes com
quarks constituintes (TARRACH, 1979; GERASIMOV, 1979).
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4.2 D" e Df

A comparacao de nossos resultados com modelos da literatura (CHOI, 2007; HWANG,
2010; BASHIR et al., 2012; DAS et al., 2016; DHIMAN; DAHIYA, 2018; IVANOV et al., 2019) é
apresentado na Tabela 4.3, junto com os resultados dos célculos de LQCD (FOLLANA et al.,
2008; AUBIN et al., 2005; CHEN et al., 2014; CARRASCO et al., 2015; CAN et al., 2013; LI; WU,
2017). Na tabela, apresentamos o raio de carga e as constantes de decaimento eletrofracas
para os mésons DT e D}, bem como os dados experimentais das Refs. (ZYLA et al., 2020;
ABLIKIM et al., 2019), e em particular para a razao fp+/fp+ = 1.226(31)(2)(3) (ZYLA et
al., 2020).

TABELA 4.3 — Constantes de decaimento eletrofracas em [MeV] e os raios de carga em
[fm] dos mésons Dt e DI para o nosso modelo e comparados com vérios resultados da
literatura. Dados experimentais de (ZYLA et al., 2020; ABLIKIM et al., 2019).

‘ Referéncia ‘ fo+ ‘ fp+ ‘ T+ ‘ T+ ‘ fp+/fo+ ‘
Nosso modelo 144.5 182.7 0.505 0.377 1.265
(BASHIR et al., 2012) 155.4 205.1 1.32
(IVANOV et al., 2019) 145.7 182.2 1.25
(CHOI, 2007) 149.2 179.6 1.20
(HWANG, 2010) 145.7(6.3) 189(13) 0.406, 0013 | 0.300 0055 | 1.30(4)
(DAS et al., 2016) 0.510 0.465
(DHIMAN; DAHIYA, 2018) 147.8 167.6 1.13
(TANG et al., 2020) 295(63) 313(67) 1.06(32)
LQCD
(AUBIN et al., 2005) 142(2)(12) 176(2)(11) 1.24(1)(7)
(FOLLANA et al., 2008) 147(3) 170(2) 1.16(3)
(CHEN et al., 2014) 143.1(1.6)(1.8) | 182.9(0.8)(2.0) 1.28(3)
(CARRASCO et al., 2015) | 146.6(2.6)(0.6) | 174.8(2.8)(1.0) 1.19(3)(1)
(CAN et al., 2013) 0.371(17)
0.390(33)
(LI; WU, 2017) 0.402(61) | 0.286(19)
0.420(82) | 0.354(18)
PDG (ZYLA et al., 2020) 144(3) 182(3) 1.26(5)
(ABLIKIM et al., 2019) 178.8(2.6)

Na referéncia (BASHIR et al., 2012) os resultados para os mésons pesado-leves foram

obtidos resolvendo-se as equagoes de Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter no espaco Eu-
clidiano considerando um kernel de interacao quark-antiquark fenomenolégico contendo
confinamento no infravermelho e troca de um glion no ultravioleta. Os cédlculos dentro

de modelos fenomenoldgicos na frente de luz com confinamento foram apresentados nas
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Refs. (CHOI, 2007; HWANG, 2010; DHIMAN; DAHIYA, 2018). Um modelo de potencial
confinante na forma instantanea aplicado para descrever os mésons pesados foi usado na
Ref. (DAS et al., 2016). Os resultados de LQCD para constantes de decaimento foram
retirados das Refs. (AUBIN et al., 2005; FOLLANA et al., 2008), o raio de carga DT vem das
Refs. (CAN et al., 2013; LI; WU, 2017) e para o D} apresentamos os resultados da Ref. (LI;
WU, 2017). Em geral, as constantes de decaimento sdo bastante préximas aos valores
experimentais, enquanto para o raio de carga ha uma dispersao nos resultados obtidos da

teoria.

Nossos resultados para o raio de carga, rp+ = 0.505 fm e rp+ = 0.377 fm, sdo um
pouco maiores do que os calculados com LQCD (CAN et al., 2013; LI; WU, 2017) e com os
modelos com confinamento (HWANG, 2010; DAS et al., 2016). O presente modelo nao tem
confinamento explicito, ja que os dois mésons considerados sao formado como um estado
ligado com um pouco mais de 100 MeV de energia de ligagao, e mesmo considerando que

as constantes de decaimento foram ajustadas, o raio de carga nao é fortemente restringido.

Diferentemente do pion e do kdon, a constante de decaimento parece nao determinar
univocamente o raio de carga. Podemos associar esse comportamento ao fator dominante
(m./z) carregado pela fungao de onda de valéncia, Eq.(2.13), para a expressao da cons-
tante de decaimento, Eq. (2.12). Como a massa constituinte do charme é substancialmente
maior que as massas dos quark leves (d, 5), esse preferencialmente encontra-se préximo ao
centro de massa, que corresponde a regiao em que a funcao de onda é determinada pela
constante de decaimento, enquanto que o quark leve explora com maior probabilidade a
regiao do confinamento. Portanto, intuitivamente é razoavel imaginar que o quark leve
na amplitude BS dos mésons DT e D}, é pouco restringido pelo ajuste da constante de
decaimento, no entanto a sua contribuicao para o raio de carga ¢ muito mais importante
que a do charme, como se pode verificar, por exemplo nos célculos da LQCD (CAN et
al., 2013; LI; WU, 2017). O quark leve dentro do méson pesado pode explorar distancias
maiores onde a fisica da QCD no infravermelho é relevante e de onde o méson ganha parte
de sua massa e, portanto, deve-se esperar uma correlacao do raio de carga e o valor da

massa dos mésons charmosos como calculado pela LQCD.

Na Tabela 4.4, comparamos o raio de carga do D" e D com os resultados de LQCD da
referéncia (LI; WU, 2017). Para o méson D}, o raio oriundo dos cdlculos de LQCD aumenta
com a massa e indica que nosso resultado seria compativel, dentro de suas incertezas.
Para o D", embora haja um ligeiro aumento do raio com a massa do estado ligado, esses
resultados de LQCD apresentam grandes erros para retirarmos uma conclusao firme dessa
comparacgao. Nesta mesma tabela, também mostramos nossos calculos para o raio de carga
alterando a massa desses mésons para aquelas obtidas nos calculos de LQCD. Observamos
de fato a tendéncia de aumentar o raio com o aumento das massas no nosso modelo, quando

utilizamos as massas dos conjuntos Bl e C1 para os mésons DT e D de acordo com os
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calculos de LQCD, reproduzindo qualitativamente o comportamento encontrado nesses
resultados. Esta caracteristica surge em nosso modelo devido a diminuicao da energia
de ligacao, o que leva ao aumento do tamanho do méson. Isso sugere que o mecanismo
de ligacao usual encontrado na mecanica quantica esta de alguma forma atuando nesses
mésons leves e pesados, apesar da complexidade do mecanismo que produz o confinamento
do quark. Ainda Tabela 4.4 observamos que perdemos os ajustes das constantes de

decaimentos ao adotarmos as massas dos conjuntos (B1) e (C1) para os mésons Dt e DT.

TABELA 4.4 — Observéveis para os mésons pseudoescalar Dt e D}, com as massas dos
conjuntos oriundos de célculos de LQCD, (B1) e (C1) (LI; WU, 2017). Os parametros do
nosso modelo (E,F): m. = 1623 MeV, m,, = 384 MeV, my = 508 MeV, up+ = 1607 MeV,
pp+ = 1685 MeV. As massas e constantes de decaimento estao em MeV. O raio sao dados

em fm.

Dados (B1) (C1) (E,F)
mB 1737 1824 1869
mp+ 1801 1880 1968
‘ Observaveis (B1) (C1) (E,F) ‘
rp+ (LI; WU, 2017)  0.402(61)  0.420(82)
D+ 0.347 0.422 0.505
o 205.5 1703 1445
rpe (L WU, 2017)  0.286(19)  0.354(18)
- 0.281 0312 0377
fp+ 243.3 219.4 182.7

A decomposicao de sabor do raio de carga dos mésons Dt e D} sdo apresentados na
Tabela 4.5, onde também comparamos nosso modelo com os resultados de LQCD com
ajuste linear e ajuste quadratico, e extrapolados para a massa fisica do pion obtidos na
referéncia (CAN et al., 2013), e dos conjuntos (B1) e (Cl) usados na referéncia (LI; WU,
2017). A contribuig¢ao de sabor para o raio de carga quadréatico médio do D e D} sao

definidas como:

atiFcic(qz)‘f:O 5 T?)-F(J) = 6ai(]2FJCJ(q2)‘q2:O : (44)
aiquc*c(QQHq?:o ) T?)+(§) = GaiquEcE(qZ”q?:Oa (4.5)

S

e as relagoes com o raio quadratico médio de carga para cada méson serao dadas por:

_ 25 Lo 2 2 2 Lo

2
D+ 37°D+(c) + g?“DJr(J) e Tphr = grDj(c) + grDj(g). (4.6)

Os raios totais sao apresentados na Tabela 4.5, e como ja discutimos sao amplamente

dominados pela contribuicao do quark leve, e observamos que essa propriedade também
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é observada nos resultados de LQCD. O quark pesado encontra-se predominantemente
proximo ao centro de massa do méson pesado-leve, enquanto o leve estd na regiao de
cerca de 0.6 - 1 fm de distancia do centro do méson. Surpreendentemente, mesmo estando
na regiao de confinamento, a contribuicao do raio de carga do quark leve é bastante
consistente com os resultados da LQCD mais recentes da referéncia (LI; WU, 2017), embora

observemos a tendéncia do nosso modelo superestimar esses resultados de QCD na rede.

TABELA 4.5 — Decomposi¢ao de sabor do raio de carga dos mésons D' e Df . Com-
paragao com resultados de LQCD do ajuste linear (L) e para o ajuste quadratico (Q)
extrapolando para a massa fisica do pion da referéncia (CAN et al., 2013), e dos conjuntos
(B1) e (C1) usados na referéncia (LI; WU, 2017).

| Raio (fm) LQCD (CAN et al, 2013) LQCD (L; WU, 2017) Este trabalho |

o 0.371(17) (L) 0.402(61) (BI) 0.505
0.390(33) (Q) 0.420(82) (C1)

Dt (0 0.226(24) (L) 0.17(15) (B1) 0.233
0.272(29) (Q) 0.20(19) (C1)

Dt @) 0.585(57) (L) 0.692(61) (B1) 0.810
0.566(104) (Q) 0.718(82) (C1)

"o 0.286(19) (B1) 0.377

s

0.354(18) (C1)

TDHe) 0.119(50) (B1) 0.218
0.222(33) (C1)

T D) 0.461(12) (B1) 0.576
0.545(15) (C1)




5 Modelo Covariante: Fator de

Forma Eletromagnético

5.1 Pion e Kaon

A extracao do fator de forma da carga do pion da secao choque experimental para
a eletro-producao exclusiva de pions no proton depende da dominancia do processo de
Sullivan, devido ao pélo do pion ser proximo a regiao cinemética permitida para pequenos
valores de t’s (HORN; ROBERTS, 2016). Em principio, é possivel realizar eletro-produgao
exclusiva de K em experimentos no préton, para extrair o fator de forma para valores de
maiores momento transferidos (TROTTA et al., 2017; HORN; ROBERTS, 2016). No entanto,
no caso do K*, nao hd dados experimentais recentes para o fator de forma EM. Os
dados experimentais obtidos no CERN em 1986, vem da medida mais precisa para o
méson K (AMENDOLIA et al., 1986) que existe até os dias atuais, e que serd usada para

comparar com os resultados do nosso modelo com vértice simétrico.

Comecamos a discussao do fator de forma EM dos pseudo-escalares leves com base
na hipétese da dominancia vetorial, "vector meson dominance”, (VMD), formulada por
Sakurai e outros (SAKURAI, 1960; SAKURAI, 1969; O’CONNELL et al., 1997). Os fatores de
forma de carga dos mésons 7 e K dentro da descricao VMD sao parametrizados pelas

massas dos mésons vetoriais m, e mg, como segue abaixo:

m
F(?) = w e —L— 5.1
R T er s 5.1)
m? m2
Fre(?) = ey, P 4 e; ¢ 5.2
@) = et e 52)

onde estamos considerando regido de momentos transferidos tipo-espaco, onde Q? =
—q* > 0. Presumimos que dentro da simetria de sabor SU(3), as constantes de aco-
plamento do p e ¢ sao independentes de sabor, ou seja, g,. = gp.a = g¢,s; 0 que implica
nas expressoes escritas nas Eqgs. (5.1) e (5.2). A razao entre as duas contribuigdes para

o fator de forma em Q? = 0 sdo iguais a razao entre as cargas dos quarks, exatamente
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como em nossa formulagao do fator de forma para o méson K expressa pela Eq. (3.11).

Na verdade, isso também é verificado em nosso modelo, de vértice simétrico, quando as
contribuigoes do charme e quark leve sao separadas no fatores de forma eletromagnéticos
dos mésons Dt e D}F. Além disso, pela VMD, a razao entre as contribui¢oes dos quarks

para Fi+(¢”) quando Q* >> mj é dada por:

esFsys mi 1m;
e — ém—ﬁ = 0.86, (5.3)
u+ usu ¢ (q2>>m2¢) P

onde as massas experimentais dos mésons foram usadas utilizadas (ZYLA et al., 2020).
Para comparacgao, o presente modelo fornece ~ 0.56 (a 10 GeV 2) com parametros do
conjunto (C) (ver Tabelas 4.1 e 5.1).

Na Fig. 5.1, apresentamos os resultados para o fator de forma EM do pion, obtido
com os conjuntos de parametros (A), (B) (ver Tabela 4.1) e o modelo VMD da Eq. (5.1).
Em ambos os painéis da figura, os dados experimentais de (BALDINI et al., 2000; VOLMER
et al., 2001; HORN et al., 2006; TADEVOSYAN et al., 2007; HUBER et al., 2008) também
sao mostrados. No painel superior da figura, as contribuigoes individuais do quark sao
mostradas até 10 GeV? para o conjunto (A), e as contribuicoes dos quarks u e d estdao no

proporgao 2:1, como deve ser a partir da simetria de sabor do modelo SU(2).

A comparagao entre os resultados dos conjuntos (A), (B), e o modelo VMD é apresen-
tada no painel inferior da Fig. 5.1. Observe que o conjunto (A) reproduz bem os valores
experimentais do raio de carga e constante de decaimento do pion, enquanto o conjunto
(B) tem um desempenho melhor para grandes transferéncias de momento, mas o raio de
carga é superestimado (ver Tabela 4.1). No entanto, ambos os conjuntos de parametros
produzem fatores de forma com o mesmo comportamento analitico em grandes momentos,
apenas suas normalizacoes diferem em aproximadamente 30% . Isso sugere uma limitacao
na forma escolhida da funcao de vértice para descrever a distribuicao de carga do pion.
Na verdade, modelos com massas “running” para o quark e incorporando as regras de
contagem assintoticas da QCD, podem ter um desempenho melhor em relagao aos dados
experimentais (veja por exemplo (MARIS; TANDY, 2000; BASHIR et al., 2012; MELLO et al.,
2017)).

Apresentamos os resultados para o fator de forma do K na Fig. 5.2, obtidos com
os dois conjuntos de parametros (C) e (D) (ver Tabela 4.1). Também comparamos
os resultados com o modelo VMD e os dados experimentais das Refs. (AMENDOLIA et al.,
1986; DALLY et al., 1980). Lembramos que o conjunto (C) apresenta um raio de carga e uma
constante de decaimento eletrofraga de acordo com os valores experimentais. O conjunto
de parametros (D) reproduz a constante de decaimento eletrofraca mas apresenta cerca

de 20% de diferenca com o valor experimental do raio de carga kdon. No painel superior
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FIGURA 5.1 — Fator de forma eletromagnético de pion em funcao de ¢> < 0. Painel
superior: decomposicao de sabor de Fy(¢*) para o conjunto de parametros (A) (ver Ta-
bela 4.1). Fator de forma do pion (linha sélida), contribuigao u - e, F,g, (linha tracejada)
e d contribuicao - ej Fjj,; (linha tracejada curta). Painel inferior: comparacdo entre os
conjuntos de parametros (A) (linha sélida) e (B) (linha tracejada) com o modelo VMD
(linha pontilhada) da Eq. (5.1). Dados experimentais de (BALDINI et al., 2000; VOLMER

et al., 2001; HORN et al., 2006; TADEVOSYAN et al., 2007; HUBER et al., 2008).



CAPITULO 5. MODELO COVARIANTE: FATOR DE FORMA
ELETROMAGNETICO 20

da Fig. 5.2, mostramos os resultados obtidos com o conjunto (C), para a contribuigao

total e as contribuicoes parciais dos quark u e § para o fator de forma. Na figura é
possivel perceber que a simetria do sabor SU(3) é ligeiramente quebrada, como a proporgao
(esFsus)/(euFusy) > 1/2 for Q% # 0. A mesma caracteristica também ¢é encontrada nos
resultados do modelo Nambu-Jona-Lasinio da Ref. (HUTAURUK et al., 2016).

No painel inferior da Fig. 5.2, comparamos o resultados para o fator de forma do kaon
na regiao de baixos momentos transferidos até 0.5 GeV 2, obtidos com o conjunto (C), (D)
e o modelo VMD juntamente com os dados experimentais (AMENDOLIA et al., 1986; DALLY
et al., 1980). Pode-se ver que os conjuntos (C) e (D) de certa forma sao consistentes com
os dados experimentais. Apesar disso na Tabela 4.1, vemos que o conjunto (C) reproduz
o raio de carga experimental do kdon, e também é consistente com o fator de forma do
VMD, como vemos na figura. Portanto, considerando essas informacoes podemos dizer que

o conjunto (C) de parametros leva a uma maior consisténcia com os dados experimentais.

A quebra da simetria de sabor SU(3) é analisada usando-se os conjuntos de parametros
(A) e (C) na Fig. 5.3, onde mostramos varias razoes de fatores de forma para evidenciar
tal efeito na regiao de momentos tipo-espaco. A razao dos fatores de forma do kdaon e
do pion atinge valores acima da unidade nos baixos momentos refletindo a distribuicao
de carga mais compacta do kaon em relacao a do pion, enquanto nos momentos mais
elevados, observamos que a razao fica abaixo da unidade. Isso pode explicar o fato de que
o conjunto (A) produz um fator de forma pion acima dos dados experimentais em grandes
momentos, bem como acima dos resultados de VMD (ver Fig. 5.1), enquanto o fator de

forma kéon para o conjunto (C) concorda com VMD (veja o painel inferior da Fig. 5.2).

O modelo VMD das Egs. (5.1) e (5.2), fornece para grandes momentos a razao:

Fr+(q?) mj
_ u 5—21.24, 5'4
Pl T 54)

enquanto a QCD para Q? >> A?QCD, preveé a seguinte relagdo (LEPAGE; BRODSKY, 1979)

F 2 2
M N Ti =1.42+0.03, (5.5)

Fret (q 2) [ 7%
onde usamos o valor experimental para a razao das constantes de decaimento desses
mésons (ZYLA et al., 2020). Se tivéssemos escolhido o conjunto (B) para o pion com o
conjunto (C) para o kéon e calculado Fi+(q*)/Fy+(¢*) terfamos um valor um pouco maior
do que a unidade, no entanto, o nosso modelo nao tem a dinamica de QCD perturbativa
embutida e ndo esperamos reproduzir a Eq. (5.5), na regido assintética para grandes

momentos transferidos.

Além disso, na Fig. 5.3, também mostramos as razoes das contribui¢oes de sabor para
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FIGURA 5.2 — Fator de forma eletromagnético do kdon em funcao de ¢> < 0. Painel
superior: fator de forma do kdon (linha sélida), contribuicao u - e, F, 35, (linha tracejada) e
contribuigao § - ez Fyz, (linha tracejada curta), calculados com o conjunto de parametros
(C) (veja tabela 4.1). Painel inferior: comparagao entre os resultados de |Fi+|? para os
conjuntos de parametros (C) (linha completa), (D) (linha tracejada) e o modelo VMD
da Eq. (5.2) (linha pontilhada). Dados experimentais das Refs. (AMENDOLIA et al., 1986;

DALLY et al., 1980).
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os fatores de forma do pion e do kdon. A razao das contribuicoes dos fatores de forma

do quark u para o kdon e o pion, denotado por F,z,/F,q, segue um padrao semelhante
a razao do fator de forma completo, bem como (e, Fyus.)/(€3F.q), apesar do fator 2 da
relagao de carga, como para o pion F) j, = Fj,;. Em pequenas transferéncias de momento,
observamos que a configuracao em que o féton é absorvido pelo quark u no pion é um
pouco maior do que no kdon. A razao das contribui¢des do 5 no kdon para d no pion
dada por Fy,s/Fj,q, apresenta uma dependéncia com Q? semelhante ao que discutimos,
ou seja, reflete a configuragao mais compacta do kdon em relagao ao pion. Devemos dizer
que, apesar do comportamento para grandes momentos do fator de forma do pion para
o conjunto (A), superestimar os dados experimentais, sua previsdao em momentos mais
baixos deve ser razoavel. Conforme mostrado na Fig. 5.3, a razao entre as contribuicoes
s e u para o fator de forma do kéon, a saber (esFs,s)/(e.Fusu), claramente estd acima
do valor 1/2 para a simetria de sabor SU(3), como observamos para valores de Q? de
até 10 GeV?2. Tal efeito é bastante visivel na Fig. 5.2, ao observarmos a contribuicao

individual do sabor para o fator de forma de carga kéon.

TABELA 5.1 — Razoes parciais para os fatores de forma eletromagnéticos do pion (A) e
kdon (C) em 10 GeV?, em comparagao com o modelo NJL da referéncia (HUTAURUK et
al., 2016).

Fusy Fsys esFsus
Modelo | B -
Este trabalho 0.80 | 1.10 ] 0.69

NJL (HUTAURUK et al., 2016) | 0.36 | 2.74 | 0.56

Na Tabela 5.1, as razoes das contribuicoes de sabor para os fatores de forma do pion
e do kdon para os conjuntos (A) e (C), respectivamente, e apresentadas na Fig. 5.3 séo
comparadas com os resultados do modelo NJL obtido na Ref. (HUTAURUK et al., 2016)
no valor particular de Q? = 10 GeV?. Os resultados na tabela ilustram mais uma vez a
quebra da simetria do sabor SU(3) através das razdes dos fatores de forma dos diferentes
sabores. Nossos resultados mostram o desvio de F,z,/F, g, ¢ Fsus/Fj.q da unidade, que
sdo consideravelmente menores do que no modelo NJL, uma vez que o conjunto (A)
superestima o fator de forma do pion em grandes momentos. Os resultados do modelo
NJL da referéncia (HUTAURUK et al., 2016) mostram uma quebra de simetria maior para

estas razoes.

A relagao entre as contribui¢oes de sabor § e u para o fator de forma do kdon (quarta
coluna na Tabela 5.1), sdo consistentes, mesmo levando-se em consideragao que a corrente
de quark estd vestida (HUTAURUK et al., 2016), além disso, mostra que o nosso modelo
de amplitude de Bethe-Salpeter, com vértice simétrico, tem uma quebra de simetria de
sabor pequena, ou seja, cerca de 10 %, para os quarks up e estranhos dentro do kdon.

Uma diferenca importante a ser apontada, é que o modelo NJL conforme estudado na
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Ref. (HUTAURUK et al., 2016), possui escalas infravermelho e ultravioleta, enquanto nosso

modelo é menos flexivel, tendo apenas uma escala de massa, o que torna o modelo atual
mais robusto contra quebra de simetria de sabor entre os contribuicoes dos quark para o

fator de forma eletromagnético no kéon.

Na Tabela 5.2, apresentamos a razao Fy+/Fg+ para alguns valores elevados de 2,
calculados com os conjuntos (A) e (C), em comparagdo com os resultados de outros
modelos (BAKULEV et al., 2001; HUTAURUK et al., 2016; SHI et al., 2014). No limite de
simetria do sabor SU(3), todas as razoes apresentadas na tabela devem ser unitérias, o
que claramente nao é o caso. Além disso, a QCD prevé que para Q* >> Agep, a razao
entre os fatores de forma se aproxima de f2/fz ~ 0.70 o que sugere, comparando esta
razao com os dados experimentais da regido tipo tempo, que Q? ~ 17 GeV ? ainda
nao esta na regiao assintética. Em particular, nossos resultados para essa razao usando o
conjunto (A) e (C), para o pion e kdon respectivamente, superestima a comparagcao citada
acima, e se tivéssemos usado o conjunto (B) para o pion, teriamos encontrado um valor

abaixo da unidade, como os outros modelos.

Ressaltamos que o conjunto de parametros (A) foi escolhido para analisar o pion, pois
da uma melhor representagao do fator de forma eletromagnético em baixos momentos
e, além disso, massas de quarks leves maiores deste conjunto evitam desligar os quarks

(energia de ligacao negativas) nos méson DT e D}, como ji mostramos, ao discutir os

s

observaveis estaticos desses mésons leves-pesados.

TABELA 5.2 — Razao dos fatores de forma eletromagnéticos para pion (A) e kdon (C),
em comparacao com calculos de (HUTAURUK et al., 2016; BAKULEV et al., 2001; SHI et al.,
2014) e dados experimentais na regiao tipo-tempo (PEDLAR et al., 2005; SETH et al., 2013).

Referérencias Q? [(GeV/c)?] | Fp+/Fx+
Este Trabalho 10.0 1.10
13.48 1.14
14.2 1.13
17.4 1.16
Hutauruk et al. (HUTAURUK et al., 2016) 10.0 0.87
Bakulev et al. (BAKULEV et al., 2001) 13.48 0.53
Shi et al. (SHI et al, 2014) 17.4 0.81
Pedlar et al. (PEDLAR et al., 2005) 13.48 1.19(17)
Seth et al. (SETH et al., 2013) 14.2 1.21(3)
Seth et al. (SETH et al., 2013) 174 1.09(4)
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FIGURA 5.3 — As razoes do fator de forma eletromagnético para o pion e kaon
usando os conjuntos de parametros (A) e (C), respectivamente. Razoes entre as con-
tribui¢oes de sabor para os fatores de forma pion e kdon: Fp+/F,+ (linha sélida);
ewFusu/(egFy,q)(linha ponto-tracejada), Fy s,/ F, g, (linha tracejada); Fs,s/Fy,g (linha pon-
tilhada); esFsus/(eyFusy)(linha ponto-ponto-tracejada) . Uma linha sélida fina é a refe-
réncia para a simetria de sabor SU(3).

5.2 D" e DS

Estudamos a seguir os fatores de forma EM dos mésons DT e DY, e sua decomposi¢ao
de sabor. Em particular, ilustramos quantitativamente a manifestacdo da quebra de
simetria de sabor SU(4) das contribuicoes de cada quark para o fator de forma. Usamos
os conjuntos de parametros (E) e (F) dados na Tabela 4.1, que ajustam as constantes

de decaimento eletrofracas do DT e do D7, respectivamente. As massas desses mésons

s
sado as experimentais conforme o "Particle Data Group”(PDG) (ZYLA et al., 2020), e dadas
na tabela. A comparagao sera feita com os resultados de LQCD, para os fatores de
forma eletromagnéticos para D (CAN et al, 2013; LI; WU, 2017) e para DI (LI; WU,
2017), mesmo que as massas fisicas desses mésons nao tenham sido alcancadas nesses
calculos. Isso tem um impacto no raio de carga, como foi verificado em nossa discussao
da Tabela 4.4. No entanto, levando em consideragao os erros citados dos calculos de rede,
nossos resultados sao bastante consistentes com o conjunto (C1) usado na Ref. (LI; WU,
2017). Essa tendéncia sera confirmada comparando os fatores de forma eletromagnético

e as contribuigoes dos quarks correspondentes com os resultados de LQCD.

Para termos um controle fenomenolégico dos fatores de forma computados, exploramos
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também a VMD aplicada para os mésons D e D

2 2
2 mJ/w 1 m
Fpi(q®) = = -——L— (5.6)
3m?,/w—q2 ?)m%—q2
2 2
2 My L my
2
Fpi (@) = 35 T 3203 (5.7)
g 4 6 4

Essas expressoes para os fatores de forma com base na VMD), onde as massas do J/W, p e
do ¢ determinam os pélos mais proximos da regiao de momento tipo-espago na amplitude
de absorcao do fétons. Os valores das massas do mésons vetoriais véem do PDG (ZYLA
et al., 2020). O fator de forma do modelo VMD, resulta para D' um raio de carga de
rp+ = 0.381 fm e para D o valor de 7+ = 0.302 fm. Esses valores sio préximos ao
nosso modelo covariante de vértice simétrico, e também aos resultados da rede (veja a
Tabela 4.3).

Os resultados para os fatores de forma EM dos mésons DT e para o D] sao apre-
sentados nas Figs. 5.4 e 5.5, respectivamente. Além disso, a decomposi¢ao de sabor e a
comparagao com os resultados de QCD na rede (CAN et al., 2013) e (LI; WU, 2017) sdo
também incluidos na figura. Os trés painéis da Fig. 5.4 sao dedicados ao fator de forma
do DT, onde apresentamos nossos célculos com o conjunto de parametros (E) dado na
Tabela 4.1, e as contribuicoes de quark correspondentes, a saber Fj. ;e Fj., que sao com-
paradas aos resultados de LQCD e ao modelo VMD da Eq. (5.6). No painel superior,
os fatores de forma de LQCD (CAN et al., 2013) sdo mostrados junto com os modelos
VMD e o conjunto (E). Conforme antecipado na andlise dos raios de carga na Tabela 4.5,
observamos consistentemente que os fatores de forma do nosso modelo estao abaixo dos
resultados da Ref. (CAN et al., 2013) até 2 GeV?. A contribui¢do do quark pesado para o
fator de forma DT mostrado na Fig. 5.4 diminui lentamente desde que preferencialmente
ele se encontra no centro de massa do méson, enquanto o quark leve forma uma distri-
bui¢ao de carga como um tipo "auréola”(halo) em torno do quark pesado, explorando a
regiao de confinamento. Apesar disso, o comportamento de Fjj.; com Q? é suave tornando

util nosso modelo para representar a distribuicao de carga desse méson pesado-leve.

Os célculos de LQCD da referéncia (LI; WU, 2017) foram feitos com dois conjuntos de
parametros de rede, a saber (B1) e (C1), com o tltimo fornecendo o valor mais préximo da
massa experimental do DT (ver Tabela 4.4). Esses resultados de LQCD sdo comparados
ao nosso modelo, que sao apresentados nos painéis do meio e inferior da Fig. 5.4. Dentro
dos erros dos fatores de forma calculados em LQCD com o conjunto (C1), encontramos
concordancia com nosso modelo, o que nao acontece com o fator de forma de VMD. O fator
de forma de carga "halo”do quark leve do conjunto (C1) proveniente de LQCD também é

reproduzido, bem como a contribuicao do charme para o fator de forma do D*.

Na Fig. 5.5, mostramos os resultados para o fator de forma eletromagnético para o
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FIGURA 5.4 — Fatores de forma eletromagnéticos com as contribui¢oes dos quarks corres-
pondentes e comparacao com calculos de QCD na rede. Nossos resultados: fator de forma
completo D (linha sélida), contribuicdo do d - e;Fj.g (linha tracejada curta) e contribui-
g (linha tracejada). VMD da Eq. (5.6) (linha pontilhada). Resultados de
LQCD para fator de forma completo do D* (circulos), contribuicio do d (quadrados) e
contribuigao ¢ (tridngulos). Painel superior: comparagao com resultados de LQCD (CAN
et al., 2013) . Painel do meio: comparagao com resultados de LQCD do conjunto (B1) (LI;
WU, 2017). Painel inferior: comparagao com os resultados de LQCD do conjunto (C1) (LI;
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FIGURA 5.5 — Fatores de forma eletromagnéticos para D com as contribuigoes dos
quarks correspondentes e comparacao com calculos de QCD na rede. Nossos resultados:
fator de forma completo D (linha sélida), contribuicdo do d (linha tracejada curta) e
contribuigdo do ¢ (linha tracejada), VMD da Eq. (5.6) (linha pontilhada) . Resultados
para LQCD: fator de forma completo para D (circulos), contribui¢ao para s (quadrados)
e contribuigao referente a ¢ (triangulos). Painel superior: comparac¢ao com os resultados
de LQCD do conjunto (B1) (LI; WU, 2017). Painel inferior: comparacao com os resultados
de LQCD do conjunto (C1) (LI; WU, 2017).

méson D} e a decomposi¢ao de sabor correspondente para o nosso modelo obtido com
o conjunto de parametros (F). A comparagao com o modelo VMD e calculos LQCD da
referéncia (LI; WU, 2017) com os conjuntos Bl (painel superior) e C1 (painel inferior)
também sao apresentados na figura. Os fatores de forma F,+ e contribui¢oes de sabor
F,s. e Fs.5 subestimam os resultados do conjunto (B1), proveniente de LQCD e do modelo

de VMD, visto no painel superior da figura. Este resultado é esperado uma vez que os
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raios computados sao maiores do que os obtidos com o conjunto (B1) (veja a Tabela 4.5).

O fator de forma eletromagnético do D e seu conteido de sabor obtidos com o nosso
modelo estao de acordo com os resultados do conjunto (C1), conforme mostrado no painel
inferior da figura, e sendo consistente com o que foi observado para D e apresentado no

painel inferior da Fig. 5.4.

A consisténcia encontrada para os fatores de forma Dt e D} e no conteido de sabor
com os resultados de LQCD do conjunto (C1), sugere que a fisica infravermelha da QCD
contida no modelo, e nas massas constituintes, reflete de forma consistente os efeitos
de longa distancias da QCD nesses mésons pesados. E importante observar que nossa
escolha dos parametros (A) para o pion e (C) para o kdon, descrevem seus raios de carga
e constantes de decaimento, e de fato as quantidades que carregam de forma determinante

a fisica da QCD nao perturbativa na regiao de longas distancias.

A seguir, discutiremos a manifestacao da quebra de simetria SU(4) nos fatores de forma
D" e D}. Com esse objetivo, na Fig. 5.6, apresentamos vérias razoes dos fatores de forma
eletromagnéticos dos mésons D e seus componentes de sabor com os correspondentes no
pion do modelo (A). No painel superior da figura, apresentamos a razdo Fp+/Fy+, que
tende a um valor préximo a 2, para grandes momentos transferidos. Esta razao satura
acima de Q? = —¢*> 2> 3 GeV?, o que indica que os valores das massas constituintes do
quark e das escalas de massa do vértice py; sao um tanto irrelevantes para o dependéncia

em ¢, enquanto o valor da razao ~ 2 parece ser mais particular para o nosso modelo.

No entanto, devemos notar que a normalizacao dos fatores de forma é essencialmente
determinada em escalas de baixo momento e que deve ser delimitada pelo ajuste da
constante de decaimento e do raio de carga. Por outro lado, levando em consideracao
a razao das constantes de decaimento ao quadrado, o valor presente é cerca de metade
do valor que deveria ser para I+ /Fr+ (painel inferior), enquanto para Fp+/Fr+ ~ 2 é

consistente com essa razao.

As razoes das contribuicdes do quark d para DT e D, em relacdo ao pion sio também
apresentadas na Fig. 5.6 , a saber F;.;/ Fy,s (painel superior) e Fs.s/Fj,; (painel inferior),
respectivamente. Esses resultados exemplificam dois aspectos da quebra de simetria do

sabor SU(4), mais forte na distribuicio da carga d em DT, que é estendida em relacio
+

s

aquela no pion, enquanto o efeito é um pouco mais fraco no D7, onde 5 é mais pesado

do que d e sua distribuicdo de carga no D} é mais semelhante a do pion. Esta tltima
observacao é confirmada pelos raios semelhantes, Tpt(s) € T'n (ver Tabelas 4.1 e 4.5). As

razoes (e;F;.7)/(euF,q,) (painel superior) e (e5Fs.5)/(euF,q,) (painel inferior) reflete o que

U

ja foi discutido acima.

A contribuicao do quark pesado para os fatores de forma DT e D} e a evidéncia

associada a quebra de simetria do sabor SU(4) é claramente observada nas razoes F;./F, ,
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(painel superior) e F.s./F, 4, (painel inferior ), que satura acima de ~ 3 GeV 2, atingindo

uma razao de cerca de 3, em estreita relacdo com a forte localizacao do quark pesado no
centro de massa do méson. O valor grande dessa razao seria ainda maior se tivéssemos
escolhido um modelo do pion que representa melhor o fator de forma em grandes momentos
como o modelo (B). Essas caracteristicas sdo visiveis nas razoes (e.F,g.)/(eiF7,q) (painel

superior) e (e.F.s./(e;F;,) (painel inferior).

Finalmente, para encerrar a nossa discussao, mostramos na Fig. 5.7, o raio de carga
obtido com a mudanca da massa do charme, m., mantendo os outros parametros do
conjunto (E) e (F) fixos. Quanto mais pesado é o quark charme, o raio de carga do
D" e D tendem a saturar em um comportamento decrescente sendo que a principal
contribuicao vem do quark leve, que no modelo, de vértice simétrico, é sensivel ao valor
minimo do ponto de ramificagao, a saber, mg;) + Kp+(pFy — Mp+(ps)> ue nao é afetado
pelo aumento da massa de charme e sua maior localizacao. Tal mecanismo é particular do
presente modelo, e simula a realizacao do limite de quark pesado da QCD, onde o centro
da forca confinante é fixado na posicao do quark pesado. Em nosso caso, essa fisica é
simulada mantendo-se fixo o ponto de ramificacao mais baixo. No entanto, é necessario
distinguir que o modelo de vértice simétrico, embora aponte algumas propriedades que a

QCD dita a estes mésons pesados-leves, nao possui o confinamento absoluto dos quarks.
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FIGURA 5.6 — As razoes do fator de forma eletromagnético do pion (A) com
D™ e Df.  Painel superior: Fp+/F,+ (linha sélida); Fj;/Fzq (linha trace-
jada); (ezFi.q)/(ewF,g,)(linha pontilhada-tracejada) ; F.;/F, (linha pontilhada);
(ecFiq)/(eglg,q) (linha ponto-ponto-tracejada). Painel inferior: Fp+/Fr+ (linha sélida);
Fses/ Fy,4(linha tracejada) ; esFss/(euF,g,) (linha ponto-tracejada); Fis./F,,(linha pon-
tilhada) ; e.F s/ (egF7,9) (linha ponto-ponto-tracejada). A linha sélida fina ¢ a referéncia
para a simetria de sabor SU(4).
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FIGURA 5.7 — Raio de carga dos mésons DT e D} mésons como uma fun¢ao da massa
do quark charme, m,, tendo todos os outros parametros fixados no conjunto (E) para D
(circulos) e no conjunto (F) para D} (quadrados) .



6 O pion inspirado na QCD

A cromodinamica quantica (QCD), com graus de liberdade de quarks e glions é o
arcabouco tedrico aceito para explicar o espectro e a estrutura dos hadrons. Essas pro-
priedades estao intimamente associadas ao aspecto nao-perturbativo da teoria, mesmo
que na regiao de curtas distancias ou ultravioleta (UV) a liberdade assintética domina
as amplitudes, levando as conhecidas regras de contagem e leis de poténcia dos observa-
veis (LEPAGE; BRODSKY, 1979; LEPAGE; BRODSKY, 1980) e das amplitudes de probabi-
lidades da funcao de onda da frente de luz no espaco de Fock (JI et al., 2003). Dentro
dos métodos nao-perturbativos, podemos citar os tratamentos da QCD utilizando equa-
¢oes de Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter no Euclideano para descrever os hddrons (veja,
por exemplo,(CLOET; ROBERTS, 2014)), cdlculos de QCD na rede também aplicados para
descrever nucleos (veja, por exemplo, (MUELLER, 1999; BEANE et al., 2011)).

Em particular, o impacto da QCD nas propriedades dos hadrons, principalmente na-
quelas dominadas pela fisica do infravermelho nao-perturbativa, passa pela definicao dos
graus de liberdade efetivos necessarios para descrever os hadrons. Os quarks leves, cons-
tituintes do pion, sao fortemente vestidos pela interagao, e sua auto-energia depende do
momento, como é obtido de célculos de QCD na rede (PARAPPILLY et al., 2006; OLIVEIRA
et al., ). Além disso, no limite quiral o vértice pseudo-escalar pion-quark é determinado
pela componente escalar da auto-energia do quark, dada a natureza de bdoson de Golds-
tone do pion, e como imposto pelas identidades de Ward-Takahashi axial-vetor (veja, por
exemplo,(CLOET; ROBERTS, 2014; HORN; ROBERTS, 2016)). Os glions também tornam-se
graus de liberdade efetivos no infravermelho, e sao também vestidos intensamente para
baixos momentos (OLIVEIRA; BICUDO, 2011). Devemos enfatizar que ainda é pouco enten-
dido como construir as componentes de Fock da funcao de onda de um hadron na frente
de luz em termos de quarks e glions vestidos pela QCD para além da sua componente de
valéncia (ARRINGTON et al., 2021). Isso de fato, torna interessante aprimorar o modelo
covariante de mésons pseudo-escalares introduzido no capitulo 2, onde quarks tem massa

fixa, e a natureza de boson de Goldstone do pion nao é explorada.

Nessa segunda parte do trabalho de tese, estendemos nossa investigacao do pion con-
siderando sua natureza de bdoson de Goldstone e aprofundando o estudo do modelo do

pion no espago de Minkowski inspirado na QCD, proposto na tese de doutorado de Clay-
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ton Santos Mello (MELLO, 2017), e que reproduziu os dados experimentais do fator de
forma eletromagnético (MELLO et al., 2017). Nesse modelo a amplitude de Bethe-Salpeter
do pion incorpora o propagador do quark vestido, embora, apenas seja considerada a
massa dependente de momento, diferentemente do modelo adotado na primeira parte da
tese onde as massas constituintes sao independentes de momento. O vértice pion-quark
pseudo-escalar no modelo inspirado na QCD ¢é proporcional ao termo de massa do pro-
pagador do quark vestido como explicado acima. A forma analitica do termo de massa,
contendo um polo na regiao de momento tipo-tempo, é ajustada aos resultados de QCD
na rede no calibre de Landau para momentos tipo-espago (PARAPPILLY et al., 2006), e
permite a extensao da amplitude de Bethe-Salpeter ao espago de Minkowski. Isso nos
motivou a um estudo mais detalhado desse modelo, explorando a representagao integral
de Nakanishi (NAKANISHI, 1971) da amplitude de BS do pion, que ja foi aplicada com
sucesso para resolver a equagao de BS no espaco de Minkowski para o pion (PAULA et al.,
2021; YDREFORS et al., 2021).

Nesse capitulo, tendo com base o propagador vestido do quark, deduzimos as funcoes
peso da representacao de Nakanishi das quatro amplitudes escalares referentes a decom-
posicao da amplitude de BS do pion em duas bases de operadores no espago spinorial de
Dirac, uma nao ortogonal e outra ortogonal, esta tltima utilizada na solu¢ao da equacao
de BS no espago de Minkowski (CARBONELL; KARMANOV, 2010). Além disso, apresen-
tamos os resultados numéricos para as funcoes peso de Nakanishi e para as amplitudes
escalares projetadas na frente de luz (que no capitulo seguinte sdo necessarias para cons-
truir a fungao de onda de valéncia), correspondentes a decomposicao da amplitude de
Bethe-Salpeter na base ortogonal. Esses resultados numéricos sao discutidos, enfatizando

suas propriedades de simetria.

6.1 Propagador do quark vestido

Em geral, o propagador de um quark pode ser escrito como:
Se(k) =1 Z(K?) [} — M(K?) +1€] 7, (6.1)

onde deve-se observar que a fungao de massa dindmica M (k?) ¢ independente do ponto
de renormalizagao, como foi feito em (FISCHER et al., 2004) . Usamos no presente trabalho
Z(k*) = 1. Este ansatz é sugerido, por exemplo na referéncia (PAGELS; STOKAR, 1979),
assim como também foi adotado na referéncia, (MELLO et al., 2017) que tomamos como

ponto de partida para essa secao. Seguindo, usamos a seguinte parametrizagao da fungao
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de massa, dada em (DUDAL et al., 2016; MELLO et al., 2017)
M(K?) = mg —m? [k* = N2 +ie] ", (6.2)

onde os parametros da fungdo de massa “running” sao dados por, (DUDAL et al., 2016;
MELLO et al., 2017)

mo = 0.014GeV, m = 0.574 GeV and A = 0.846 GeV . (6.3)

Introduzindo a Eq.(6.2) no denominator da Eq.(6.1), temos que :

(K2 = X2 +ie)” (f + M(k?))
k2 (k2 — X2 4 i€) — [mg (k2 — A2 +i€)]* + ie

Sp(k*) =1 (6.4)
e observa-se a presencga de pélos no propagador do quark, k? — m? = M?(m?) (i indica a

posicao do pélo), que sao obtidos ao resolvermos a equagao ctbica:

ES — (md + 222k + (A + 2X2m2 + 2mem®)k? — (m® + 2mem>)\?) = 0. (6.5)

Com os parametros dados acima para a fungao de massa (6.2), os pélos sao reais e
serao iguais a: m; = 0.383 GeV, my = 0.644 GeV e mz = 0.954 GeV. Podemos separar
a parte escalar da parte vetorial no numerador da Eq. (6.4) e como uma consequéncia
do teorema fundamental da algebra, o denominador do propagador do quark pode ser

fatorado no produto de trés polinomios, logo:

L w D R
ot = {Hizl,B(kz —mg + 1€) Hi=1,3<k2 —m; + 1€) i Hi=1,3<k2 —mj +1€) } .

Compactando a notagao, reescreve-se o propagador como Sg(k) =1 {[A(K*) ¥] + [B(k?)]} .
E usando a decomposigao espectral (ITZYKSON; ZUBER, 2012), podemos fazer a seguinte

relacao para o coeficiente da parte vetorial

B2 - ) - pa(p?)
A% = ( :/ g2 Pal) |
( ) Hi:1,3(k32 - m? + ze) 0 K k2 — ug T (6 6)

por sua vez o coeficiente da parte escalar, inserindo também a decomposicao espectral,

torna-se

(2 — k2)m?

B(k?) =
S Hi:1,3(k2 —mi + e

S A(K)my = /Ooo a2 )

Podemos calcular facilmente as densidades espectrais, pa(u?) e pp(u?), por decompo-
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sicao em fragoes parciais:

(-2 __ D S (6.8)
[l sk =mi) (B —m3) (K —m3)  (k* —m3)’ '
e também:
k:2m3 — )\27723 . —E1 n _E2 n —Eg i D1m0 i ngo i D3m0
[l sk =m) (B —m3) (& —m3)  (k* —m3) (k> —mi) (k*—m3) (k*—m3)
(6.9)

Por identidade de polinomios na variavel k, podemos determinar os coeficientes das
densidades espectrais, D; e E;, pois neles se concentram toda a informacao fisica referente

a massa da particula. Manipulando essas ultimas duas equacoes, teremos:

(A —m7)

(m —m3)(mi —mg)

mi(X2 — m)

(m —mi)(m} —m§)’

o que leva facilmente a determinacao das densidades espectrais, ao introduzir as expressoes

dadas em (6.10) na Eq.(6.6) e Eq.(6.7):

3
pa(?) = Y Dis(u* —m}),
i=1

p(1?) = Y Eid(u* —m?) +mopa(®). (6.11)

i=1
Nota-se que esse modelo do propagador do quark é relativamente simples com densidades
espectrais localizadas em determinadas escalas de massa, que discutiremos na préxima
sessao. Chamamos a atengdo, que recentemente na Ref. (LI et al., 2020) foi proposta
uma densidade espectral para a “funcao vestimenta” do glion no calibre de Landau, que
além da delta de Dirac contem derivadas superiores, baseadas em consideracoes de que
o confinamento leva a densidades espectrais que sao funcionais, como a delta de Dirac e
suas derivadas (LI et al., 2020), o que também sugere possiveis generaliza¢oes da Eq. (6.11)

para as densidades espectrais do propagador do quark.

6.2 Amplitude de Bethe-Salpeter

Agora iremos apresentar a amplitude de Bethe-Salpeter do pion, e para isso devemos
introduzir o vértice pion-quark, que denotaremos por I'(k,p). Esse vértice pion-quark é
a amplitude de BS com as pernas externas dos quarks removidas. Como foi adotado em
(MELLO et al., 2017), tomaremos a massa do quark de corrente como sendo my = 0 e

anularemos também a massa do estado ligado, M, com esses procedimentos estamos no
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limite quiral.

A forma da amplitude de BS para o pion é dada por:
c) — p ) P

onde o vértice pion-quark dada a propriedade de méson pseudo-escalar, assume a seguinte

forma geral:
L (k;p) = vs[tEx(k; p) +§Fx(k;p) + K'py kG (k;p) + okt p” He (k; p)] - (6.13)

No limite quiral (massa nula do pion) o vértice do pion é escrito seguindo o trabalho
de (CHANG et al., 2013) e (MELLO et al., 2017), como:

JoEx(k, P) = M(K)//Z(R2). (6.14)

Se levarmos em consideracao que apenas essa contribuicao pseudoescalar do vértice so-
brevive no limite quiral, temos a simplificagdo do modelo e a Eq. (6.13) torna-se (MELLO

et al., 2017):
N’75 m3
k2 — X2 — e’

onde permitimos a introducao de uma constante de normalizacao N, a ser determinada

Lr(kip) = t Ny M(k)|me=0 = —2 (6.15)

pela normalizacao da amplitude de BS, como mostraremos na sessao final desse capitulo.

Apés definirmos a estrutura do vértice dado pela Eq. (6.15), podemos escrever a am-
plitude de BS do pion, incorporando os efeitos do quark vestido, através do propagador
vestido, e da quebra dinamica da simetria quiral. Usando uma notacao compacta para os

propagadores, a qual separamos a parte escalar da vetorial, temos que:

N’)/5 m3

\I’w(kSP) = - [A(k§> kq + B<k§)} k2 — \2¢

[A(K2) ¥y + B(KD)] (6.16)

onde é usada a seguinte convengao k, = (k + p/2) para o quark e k7 = (k — p/2) para o

antiquark.

Observando que o modelo do propagador do quark pode ser escrito por meio da re-
presentacao espectral, ao fazermos uso das defini¢oes dadas nas Eq.(6.6) e Eq.(6.7), para
A(K?) e B(k?), respectivamente, e manipulando a equacio (6.16) para que seja escrita na

forma da representacao integral de Nakanishi, teremos,

o (k;p) =75 X1(k, p) + Kovs Xa(k,p) + 75 g x3(k, p) + Kq v5 Kq xa(k,p)
(6.17)
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com isso podemos identificar as fungoes escalares x;(k,p) com i =1, ..., 4:

A _ X on pm(,ua) N s m? ® Ps (MQ)
Xi(k,p) = /O A ]/0 'y

k+p/2)% — 2 4 €] [k2 — A2 + 1€ k—p/2)? — u?+1e]’

(6.18)

onde a convencao sobre os subindices x; e x5 fica inteiramente associada a cada funcao

escalar x;(k,p). Assim para i = 1: (x1,29) = (B,B); i = 2! (x1,22) = (A, B); i = 3
(r1,m9) = (B, A); i =4: (z1,72) = (A, A).

6.3 Representacao Integral: parametrizacao de Feyn-

man

Deve-se observar que as quatros fungoes escalares descritas na Eq.(6.18) apresentam
um denominador comum e o préximo passo € a introdugao da parametrizacao de Feynman.

No nosso caso, temos trés denominadores, que sao definidos como:

Pr=[(k+p/2)* = u” +1e]
Py = [k* — \* +1¢]
Py =[(k—p/2)* — i + 1] (6.19)

Utilizando a parametrizagao de Feynman, temos que:

1 ' ' b dl-a-B-¢)
= d d d )
P PPy 2/0 a/o 6/0 3 (Pra+ Pof + Pg{)g ’ (6.20)

onde a integracao no parametro de Feynman, &, é realizada usando-se a delta de Dirac. As

funcgoes theta sao responsaveis pelas condigoes: 1 —a—f > 0e 1l—a—/f < 1, introduzidas

pela integragao em &, com isso teremos:
201l—a—-0)0(a+p)

1 1 1
= do / dp
P PPy /0 0
X M2 M2

[kz2+(2a+ﬁ—1)kz-p+(u2—,u’2)oz+(,u2—)\2—T’T)5+T"— 2+ze]3.
(6.21)
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Podemos introduzir uma nova varidavel, z’ , com a ajuda da funcao delta de Dirac:

P1P2P3 /dz/ da/ 4

201 —a—p)0(a+pB) 62 — (2a+ 5 —1)]

3

M?
[k‘2+z’kz-p—[(—,u +p?)a+ (—p? 4+ =T+ A2)B — MT’%—FMQ]—{—Z'E

4
(6.22)

fazendo-se a integracao na delta na varidvel  resolvemos a integragao mais interna. Pela
delta de Dirac, temos que 0 < By = 2’ — 2a + 1 < 1 sendo que as funcoes theta sao
responsaveis pelas condigoes 2’ —2a+1>0e 2’ —2a+ 1 < 1, desta forma escrevemos:

d d
P1P2P3 / : / “

20(a — 2)0(2 — a + 1)9(2’ — 20+ 1)0(2a — 2)

X

-
[k2+z'k-p—[(,u —p2)at (2 + M2 4 A2 (2 — 20+ 1) — ME 4 2] 4 e

(6.23)

O denominador de um diagrama de Feynman genérico que contribui para a amplitudes
da transicao fermionicas tem a mesma expressao que no caso de bdsons analisados por
Nakanishi (NAKANISHI, 1963), resultado imediato da parametrizagdo de Feynman de
diagramas de n-loops. Isso mostra a motivagdo em escrevermos a Eq. (6.23) na forma

particular proposta por Nakanishi (NAKANISHI, 1971):

1 0 ! 2
9i(v, 7 K7)
Xi(k,p) = /1 dz /OO d i . (6.24)

+ 2/ k-p—~ — K+ i€

Comparando os denominadores das equagoes (6.23) e (6.24), percebemos que é necessario
introduzir uma nova varidvel, 7/, na Eq. (6.23), com o auxilio de uma delta de Dirac, de
modo que essa integral tenha a forma proposta por Nakanishi. Considerando também o
dominio as thetas, podemos escrever que:

2002 —2a+1) 6(a—2)
d d d
P1P2P3 / Z/ 7/ “ [k + 2’k -p — o/ +ie]? *

(2 o) (05 ) 1)

Vamos restringir os limites de integracao entre um valor minimo e maximo, que serao

(6.25)

definidos na seqiiéncia. A titulo de nota, observamos que a forma que escrevemos a repre-
sentacao integral de Nakanishi, é equivalente a forma usada nos trabalhos (CARBONELL;
KARMANOV, 2010; PAULA et al., 2016; PAULA et al., 2017) onde é resolvida a equagao de
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BS para o estado ligado e a quantidade xk?> = m? — M?/4 aparece no denominador (m
é a massa do constituinte). Essa quantidade pode ser eliminada por uma redefini¢gao da

variavel 7/ nos referidos estudos.

O conjunto y' e p assumira os valores dos pélos m; e my; com j(l) = 1,2, 3, ja definidos.
Portanto, o suporte em 4 serd delimitado por:
M? M?
V(o 25 ) = <u’2 - - 2A2) o+ <—/~L2 ++ Az) 74N, (6.26)
considerando os intervalos 0 < a < 1 e —1 < 2/ < 1, e os valores do conjunto de

parametros (p, ¢/, A) e a massa do pion.

Até aqui a integral, sobre a variavel 4 nao tinha nenhum limite para evitar discutir o
problema presente no suporte da representagao de Nakanishi. No entanto, vemos que ela
assumira nove conjuntos de valores, cada um dos quais variara de um valor maximo, fy}, a
um valor minimo, 7/, isso é consequéncia da variacao de « no intervalode 0O a le z de-1 a
1. As outras quantidades A e M, na Eq. (6.26) sdo constantes. Portanto, apresentamos na

tabela 6.1, escrita abaixo, o suporte em +/, escrevendo seus valores maximos e minimos.

TABELA 6.1 — Extremos do suporte da integral (6.25) em ~' definidos pela Eq. (6.26)
considerando os intervalos 0 < a<le —-1<2 <1,

L1 | | ilas 2z i) GeV [ yp(e, 24, 1) GeV |
my | A, = —1.1253 7, = 1.3294
my [ my | Af,, = —0.50973 M2, = 1.0216
my | 75 = 0.10202 3, = 0.90521
my | 74, = —0.81753 Vo1, = 1.3294
ma [ my | Ahy, = —0.201924 |+, = 1.0216
ms | b3, = 0.409836 o3, = 0.90521
my | 74, = —0.32215 51, = 1.32940
ms | mg | Yy, = 0.29345 V32, = 1.0216
my | ks, = 0.52621 Vs, = 1.28422

—1.1253 e um

valor maximo obtido na tabela abaixo, 7} = 1.3294. Reescrevendo a expressao dada

O intervalo de varia¢do de 7/ tem um extremo no valor minimo, 7} =

pela Eq. (6.25), e simplificando a delta de Dirac, para isolar a varidvel a , e usando a

propriedade da funcao delta de Dirac, d(ax) = ﬁé (x), teremos que:

d d d20’—2 1) O(a — 2/

>\2 A2
y ot A G U + M) —
W2+ p? — 2\ (W2 + p? —2)?)

P1P2P3

, (6.27)
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e integrando em « eliminamos a fun¢ao delta de Dirac, obtemos:

/dz/ dy' k2292—2a+1)0(a—z’)0(1_a)9(a)

)

P1P2P3 + 2 k-p—A +ie |u?+ p? 272
(6.28)
onde a variavel a passa a ser determinada pela seguinte fungao:
/_z/)\Z_ 2_'_M_72r _)\2

(W + p? —2X%)

Finalmente, podemos reescrever a parametrizacao de Feynman na forma como:

F(y, 251, 1)
d d~' 6.30
P1P2P3 / z/ 7 K2+ 2 k-p—~ +ie®’ ( )

onde identificamos,

Bl ) = 202 —2a+1)0(a—2") 6(1—a) b(a) . (6.31)
o 2 + 2 — 25— 222

A Eq. (6.30) é o resultado fundamental para a derivacao das representagoes integrais das
amplitudes escalares que compoem a amplitude de BS do pion inspirada na QCD (MELLO
et al., 2017). Dessa forma poderemos estudar de forma mais ampla as propriedades gerais
desse modelo e das fungoes peso de Nakanishi que em tltima andlise refletem a geragao

dinamica de massa na QCD.

6.4 Representacao Integral: base nao-ortogonal

Vamos agora aplicar os resultados obtidos na segao anterior, e em particular a Eq. (6.30),
para encontrar as quatro amplitudes escalares x;(k, p). Com isto a Eq.(6.18) serd reescrita,
apos a introducao da Eq. (6.30), como segue abaixo:

7 1 0o 00 F('Y/ Z/'M/ ,U')
Zk — 3 d/ d/ d /2/ d 2 . 2 . 2 sy My
Xi(k,p) Nm /%{ 7/_1 Z/O i ; Iu‘pl(lu’)pQ(M)[k2+z/k.p_fY/+i6]3

(6.32)

As integrais em p? e p'?, podem ser feitas considerando as deltas de Dirac que estdo
presentes nas definigoes das densidades espectrais de A(k?) e B(k?) , veja a Eq.(6.11).
Usamos o fato que a integral da funcao delta de Dirac é igual a funcao heaviside theta,
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f(x) =1, z > 0, e como vimos my; > 0; m; > 0. Com isso podemos escrever:

2 ! g F(, 2 ;mj,my)
k = — 3 E DE D d/ d/ V2 Mg,y
ko) = =Nt S S +moD)) (Bt moDy) [ a2 [y O
7j=11=1 Vi
LS F(v, 25 mi,m;j)
xo(k,p) = —-Nm? D; El+m0Dl/ dz/ v T
;121 7 k:2—|—z’k:p v + i€
3 3 ¥,
f F(v, 2" smj,my)
ys(k,p) = —-Nm? E; +moD; Dl/ dw’/ dz J ,
) 321121( ’ /) v 1 [B42kp—o +ie
3 3 1 'y} F(' l. .
IR m]aml)
xalk,p) = —Nm? D'Dl/ dz/ dy _
(%.) ;IZ; ! -1 +, k2 +2'k-p—~ +i€?

(6.33)

As seguintes propriedades de simetria das funcoes escalares sao trivialmente validas:

X1<k7p) = X1<_k7p) ) X2<k7p> = X3<_k7p) ) X4<k7p> = X4(—]€,p) . (634)

Essas propriedades de simetria estao refletidas nas fungoes peso da representagao integral
de Nakanishi (RIN) das fungoes escalares que constroem a amplitude de Bethe-Salpeter.
Elas também serao importantes para determinar as propriedades de simetria das ampli-
tudes associadas com a decomposicao da amplitude de BS em uma base ortogonal, ja

usada para estudar o pion com um modelo dindmico no espago de Minkowski (PAULA et
al., 2021).

Nas Egs. (6.33), o indice j representa o pdlo originado pelo propagador do quark,
enquanto [ refere-se aos polos originados pelo propagador do antiquark. Em cada um dos
nove termos, podemos identificar as fungoes F(v/, 2';m;, my) fornecidas pela Eq.(6.38).
Ja definimos um tnico suporte para a variavel v/, determinado pela Eq.(6.26), evitando
assim ter nove intervalos de integracao para um ~/, e adotaremos para o valor minimo
7; = —1.1253 e para o valor méaximo, v, = 1.3294, como pode ser obtido na tabela (6.1).
Por outro lado, verificamos que as fungoes theta incluidas em F(v', 2';m;, m;), para os
valores dos parametros escolhidos, acabam por limitar seu suporte de modo que ' > 0,
o que permite utilizar v/ = 0. De qualquer forma manteremos a notacao de v, no limite

inferior da representacao integral.

Podemos utilizar a representacao integral de Nakanishi para cada uma das amplitude

de Bethe-Salpeter, y;(k,p), obtendo as amplitudes escalares na forma:

1 ot Gi(")/,z/)
R R = (6.35)

+ 2 k-p—~ +ie

Com isso, ao comparar a Eq. (6.35), com as equagoes definidas em (6.33), podemos
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extrair as fungoes peso de Nakanishi, confiando na unicidade dessa representagao (NAKA-
NISHI, 1971):

3 3
G1 ('y/, Z/) = —Nm? Z Z(E] + moDj)(El + moDl) F('y’, Z/, mj, ml),
j=11=1
3 3
Go(v,7) = —Nm? ZZDj (Ey +moDy) F(v, 2" ,mj,my),
j=11=1
3 3
Gs3(+v,7) = —J\/m3ZZ(Ej +moD;) Dy F(',2',mj,my),
j=11=1
3 3
Gi(v,7) = —J\/m?’ZZDj D, F(+, 2 ,m;,my).
j=11=1

(6.36)

As quatro funcoes peso, podem ser transformadas para descrever a fungoes escalares
associadas a decomposicao da amplitude de BS em uma base de operadores ortogonais de

Dirac, e isso sera abordado na secao seguinte.

Neste ponto podemos relacionar com a primeira parte desse trabalho, uma vez que po-
demos aplicar o mesmo tratamento matematico exposto acima, para obter a representacao
integral da ABS que utilizamos no capitulo 2, veja Eq.(2.5). Todavia, por simplicidade
manteremos o mesmo vértice que utilizamos nessa secao. A modificacao principal para o
modelo covariante exposto no capitulo 2, reside no fato de que as massas constituintes dos
quarks serem independentes do momento, como utilizado, por exemplo em (EL-BENNICH
et al., 2008; MELO et al., 2002; YABUSAKI et al., 2015). Reescrevendo a ABS para o modelo

covariante de massa fixa, temos que:

Ko +my N s m? kg + mg
/2P —mi T id (2= N +id (b= p/2f—m2Tid

U (k;p) = — (6.37)

percebe-se as mesmas estruturas de Dirac que estao presente na Eq.(6.17), contudo tere-
mos amplitudes escalares, x;(k, p), diferentes em relagao ao modelo com massa dependente
do momento. Tomando como base a parametrizacao de Feynman utilizada anteriormente,

no caso dos quarks vestidos, teremos que a funcao F(v/, 2/; i/, i) é simplificada, uma vez

que p' = p=my:

202 —2a+1)0(d—2)0(1 —4d) 0
]2mg — = —2X?

onde mg; = m,, e a funcao o’ é definida de maneira idéntica a aquela exposta na Eq. (6.39),
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com as devidas ressalvas ja feitas:

71_21(_m2+)\2+ MT,%) _)\2

o (v, ) = 2 6.39
) (2m2 — 5z — 2)2) (039
No tocante ao suporte na varidavel de Nakanish 4/, pode-se inferir da Eq.(6.26) que:
M? M?
v(d,2") = (ng — T’T — 2)\2) o + (mg + Tﬂ + )\2) 24 A2 (6.40)

Os intervalos de variacao para o’ e 2/ bem como os valores constantes da massa do estado
ligado e do parametro de escala do vértice, A\, sao conhecidos, resta definir qual o valor
devemos adotar para massa constituintes, m,, constante. Como o pélo m; = 0.327 GeV ¢
préximo a massa constituinte, que podemos estimar tendo um valor da ordem de M (0) =
mo+m?3/\? = 0.278 GeV, esse fato faz deste pdlo nosso candidato ideal para comparacio
com o modelo covariante discutido na primeira parte desse trabalho. Considerando esse

pélo o suporte de 7/ é [—1.12534, 1.3294], mas as theta acabam por restringir v > 0 .

Podemos verificar o suporte com a massa constituinte fixa nos outros dois pélos,
mso € mg, provenientes da funcao de massa variavel modelada pelos resultados de QCD
na rede. Com isso, pela Eq. (6.40) os novos suportes para 7/, serdo, respectivamente
[—0.201924, 1.0216] e [0.5026, 1.2842], com a ressalva de que 7' > 0 devido as thetas.

Inserindo o resultado da parametrizagao dos denominadores da ABS dada pela Eq.(6.37),
teremos as novas amplitudes escalares listadas a seguir. Vale ressaltar que essas funcoes

sao dependentes exclusivamente de F (7', 2’):

F(' )
+2 k-p—o +ie?’

1 'y}
Xi(k,p) = —C; m?’./\/'/ dz'/ dy' = (6.41)
1 ¥, [k
onde a constantes C;, ¢ € [1, ..., 4], terdo os seguintes valores: C = mg ; O =C5=my e
por fim Cy = 1. Pode-se aplicar RIN para cada funcao escalar e concluir que as novas

funcoes peso serao dadas por,
Gi(Y,2) = =Ci m’N " F(v/, ), (6.42)

e portanto todas sao proporcionais entre si, e dependentes de uma tinica fungao que carrega
as informacoes das trés escalas relevantes: massa do quark, parametro do vértice e massa

do pion.
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6.5 Representacao Integral: base ortogonal

Nesta sessao iremos expandir a ABS, dada pela Eq.(6.16), usando uma base ortogonal
completa para a decomposicao, no espaco spinorial de Dirac, da amplitude de BS para
o estado 0% que representa o pion. Com isso ¥, (k,p) pode ser decomposta da seguinte

forma:

4

i=1

= Sl(kap)¢1 + SQ(kvp)¢2 + S3(k7p)¢3 + S4(k:7p)¢47 (643)

onde ¢;(k, p) sdo fungoes apropriadas de (k%, p?, k-p), e as estruturas de Dirac permitidas

sao representadas pelos produtos de matrizes de Dirac, S;(k, p), dadas por:

— AP _ ¥ s _kp s 1,5 _ b 5
Si(k,p) =77, Sa(k,p) = 3777 S3(k,p) = 75 #y Aty Salk,p) = 720" pukuy’
(6.44)

com oM = %(7“7” —~Y~H*). A amplitude de BS para o pion é representada pelo diagrama

de Feynman abaixo, onde as pernas externas representam os propagadores vestidos.

As matrizes definidas em (6.44) satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade:
Tr(S;(k,p) Si(k,p)] = Ni(k,p) dji, (6.45)

com as normalizagoes, N;(k, p), dadas por:

4(k - 4k* 4(k - 4k?
Nl(k’p) = 4’ N2(kap) = _4, N3(k:’p) = (M4p) - W? N4(k?p) = (M4p) - W : (646)
k—p/2
p = L-Dﬂ(kap)
L'z
k+p/2

FIGURA 6.1 — Representacao diagramética da amplitude de Bethe-Salpeter para o pion.

Vamos igualar a Eq. (6.43) a ABS do modelo inspirado na QCD dada pela Eq.(6.17),

e com isso temos que:

si(k,p) xi(k,p), (6.47)

M”“

4
> Si(k,p) ¢i(k,p) =
i=1

i'=1
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onde s1(k,p) = °, sa(k,p) = kg5, ss(k.p) = 5k e sa(k,p) = kg5 kg Como
ja conhecemos as fungoes x;(k,p), temos todos os elementos para encontrar as novas
amplitudes ¢;(k,p) como combinagoes lineares das primeiras, usando as propriedades de
ortogonalidade da nova base. Multiplicando ambos os lados da ltima equagao por S;(k, p)

e fazendo-se os tragos, teremos quatro equacoes escritas como:

¢i(k,p) = m Z:l cir Xi(k,p), (6.48)

onde os coeficientes ¢, com 1,7 = 1,2,3,4, sao definidos pelos tracos

cir = Tr[Si(k,p) sv(k,p)], (6.49)
o que resulta em:
cn = 4,
Cly = 4]{?2 — Mﬁ s
—4p - k
Co2 = ]\Z/; —2M, ,
dp - k
Coz — Lﬂ — QMW,
_ —Ap-k)? AR?
C32 = ng E )
_ Ap-k)P o 4R?
C33 = M3 M,
4(p- k)2 2
Cqq = Mg —4k-.
(6.50)

As amplitudes ¢ sao finalmente escritas como combinacoes lineares de y, que vem ao

introduzirmos os coeficientes dados pela Eq. (6.50) na Eq. (6.48), e o resultado listamos

abaixo:
oikr) = alk) -~ (1= 22 ) xalkn) (65
orkon) = (B + 5 ) vt + (<5 + 55 ) walkn) (6:52)
Galk.p) = Mr(xal(k,p) + xalk,p)). (6.53)
¢a(k,p) = M3 xa(k,p). (6.54)

Partindo das expressoes acima podemos deduzir as fungoes peso de Nakanishi da re-
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presentacao integral que descrevem as amplitudes ¢;(k, p), seguindo o que foi elaborado
para as amplitudes, y;(k,p). Assim vamos escrever a representacao integral para cada

fungao escalar da Eq. (6.43):

e (. )
(k)= [ d [ ay 9V, 6.55
#i(k.) /_1 z/% fy[k:2+z’k:-p—7’+ie]3’ (659

com ¢;(7/,2') a func@o peso para cada amplitude escalar associada a base ortogonal.

Logo, pelas Eq.(6.53), Eq.(6.54) e utilizando-se a hipétese da unicidade da repre-
sentagao integral (NAKANISHI, 1971) e as defini¢oes para x;(k,p); ¢ = 2,3,4, teremos

imediatamente as funcoes peso escritas abaixo:
gs(7,2') = My [=Ga2(v,2) + Gs(v, )], (6.56)

e também,
91(7,2) = M2 Gy, 7). (6.57)

Na Fig. 6.2 podemos observar o comportamento da nova funcao peso g, em termos da-
quelas que encontramos na secao anterior, provenientes das ABS’s com os quarks vestidos,
G, das Egs. (6.36), e com massa constituinte fixa, G da Eq. (6.42).

Na Fig. 6.3 apresentamos o comportamento da fungao peso com i = 3 em relagao
a 2/, para reforcar a ideia que ela é uma fungao impar, i.e., g3(v,2") = —gs(v/, —2'),
consistentemente com a natureza fermionica dos quarks (CARBONELL; KARMANOV, 2010).
Note que g3 se anula para o modelo covariante de massa fixa desde que G = G, como
mostra a Eq. (6.42).
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FIGURA 6.2 — Fungoes peso g4(7/, 2') paray’ = 0.45 GeV? e 2/ de -1 a 1, provenientes do
modelo covariante dado com fungdes peso na base nao-ortogonal (linha preta tracejada),
Eq. (6.42), com massas fixas e do modelo inspirado na QCD com auto energia escalar do

<

quark dependente de momento (linha vermelha continua).
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FIGURA 6.3 — Painel superior: g3(7/, 2'), calculada com modelo massa running, em fungao
de 2’ para 7/ = 0.45 GeV? . Painel inferior: g3(7/,2’) para 2’ = 0.50 (linha vermelha
continua) e -0.50 (linha preta tracejada) em fungao de . (7' em unidades de GeV?)

A seguir, determinamos as outras duas fungdes peso, g1(7,2") e g2(7/, 2'), que de-
vem ser trabalhadas de forma a eliminar os produtos escalares, k% e k - p, presentes nas
Eqgs.(6.51) e (6.52), em favor da representagao de Nakanishi, observada a hipétese da uni-
cidade das fungoes peso. Separamos essas manipulacoes nas duas proximas subsecoes, e

seguiremos as etapas que foram utilizadas na Ref. (PIMENTEL, 2016).

Como observacao geral, lembramos que uma vez que a representacao integral ¢ dada
pela Eq. (6.55), sua projecao na frente de luz, i.e, oriunda da integragao em k= = k°+£3, a
torna uma transformada de Stieltjes, que tem inversa sob certas condigoes de analiticidade,
como demonstrado valida diretamente no caso da equacao integral homogénea de BS para

um estado ligado bosonico (CARBONELL et al., 2017).
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6.5.1 Derivagao da fungao peso ¢;(7/, 2')

Vamos iniciar estudando a possibilidade de aplicarmos a unicidade da RIN, na Eq.(6.51),
e identificamos o problema causado pelo produto de k? que aparece junto com a amplitude

escalar y4(k,p), como apresentado na expressao abaixo:

! g gy, 2)
dz d~' . =
/1 Z/w TRk il
— /1 dZ/ /7} d’}/Gl(’Y/’ Z/) + (M3/4) G4(’y/7 Z/) - k2 G4(’y/7 Z/) (6 58)
1 i (k2 + 2k - p — ' +ie]® ’ .

observa-se que a dependéncia do invariante de Lorentz k% impossibilita a imediata apli-
cacao do principio da unicidade para obter a funcao peso da representacao integral de
Nakanishi. Agora devemos eliminar a dependéncia de k% na equacdo acima em favor de
um denominador comum. Iremos rotular esse termo de 7 (k?), que devemos primeiro
reescrever usando que k* = (k> + 2’k -p — ') — 2’k - p + 7/, e para simplificar os limite
de fy} sera extrapolado para o infinito, sem perda de rigor, uma vez que as fungoes G;
carregam as theta’s necessarias para tornar o suporte dentro dos limites ja discutidos.

Assim, escrevemos:

1 o0 1 v =Zk-p
T2 k-p,p?) = /dz'/ d’[ + }G o
( b,p ) _ / v [k2 + ke -p _,}// —{—ie]Q [k?Q + 2k Y 2 ’7/ +i6]3 4(7 )

1 '\/z’
1 0o /o 1 0o / A

— / dzl/ d’Y/ G4(’Y7Z) 2_|_/ dzl/ d’Y/ fy G4(’Y7Z) 3
1 ! (k2 + 2'k - p —~ + i€ —1 ! (k2 4+ 2’k -p —~ + i€

1 00 Z/ G /72,/
— (k:p)/ dz’A dv' 10/, 7) P

1 ! (k2 + 2'k - p — ~' + i€
- T+ T+ T (6.59)

Vamos manipular a expressao denotada por 7;. Comegamos pela integracao por partes
em «/, isto ird mudar a ordem da poténcia no denominador. Desta forma, escolhemos os

seguintes termos para efetuar a integracao por partes:

2 dv'

— k2 /k' A . 72,d —
u= (K +2kp=aHie) T du= e

!

Y

dv=dy Gy(+,2); v= /dv = / dl G4(T', 2), (6.60)
"

/
0

com isso temos o seguinte resultado:

dy'| . (6.61)

ol arGare) T e 2)0dr Gur)
= d — z
T /1 - (k2 + 2k -p—~ +i€)? [{( (k2 4+ 2k -p— ' + ie)3
v '
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O limite inferior 7f, é um parametro livre usado para definir a primitiva de Gy(v/, 2’
0 ;
e usamos isto para eliminar o termo de superficie na integracao por partes. Para atingir

este objetivo, fazemos a seguinte escolha 7 = 7. Abaixo verificamos a eliminagao desse

1 d=' " a0 Gu(r )
/1 (k‘2—|—z’k3-p—7’+ie)2fy 4( ,Z)

/
2

! dz' o4
- /1(k2+2’k-p—7’+ie)2L dr G(T', 2) -0 =0, (6.62)

/
i ’\//ZOO

termo:

a titulo de esclarecimento poderiamos ter utilizado o valor maximo de fy}, uma vez que

as theta’s nos G garantem o suporte correto.

Portanto, a expressao final para o termo 77 sera:

Lo [7dD Gy(T, )
=2 d d - . 6.63
n /1 z[% TRtk p— o +ie)? (6.63)

Para a expressao denotada por 7Tz, iremos fazer a integracao por partes em z’, uma
vez que temos (k- p) multiplicando o fator z’. Portanto, o método serd distinto do adotado
no caso de 71, desta forma eliminamos a o fator (k- p) em favor da representagao integral.

Explicitamente usamos que:

u = 2 Gy(v,7); du= <G4(’}//,Z/) + 2 0. [G4(7/,z/)]> dz'.
dz o -1
(k2 + 2’k -p— ' +i€)3 v 2(k - p)(k2+ 2k - p — ' +i€)?’

(6.64)

com isso a integracao por partes torna-se:

dz'

» / —(Galo/ ) + 201Gy, )

_ > / Z/ G4(7/52/)
Ta=—(k p)/ C” [ T 2k D)t Tkt o)

2(k - p)(k? + 2’k - p — ' +ie)?

© ot [ G ) [8(F 1) = 8(2 1)) = Gu(v,2)) = 2 9[Gu(v, )]
d’Y/ dz |: 2(k2+z/kp_,y/+ze)2 :| .
(6.65)

Como G4(v',—1) = G4(¢',1) = 0, o termo de superficie desaparece, como percebemos

pelo anulacao do primeiro termo na segunda linha da expressao escrita acima e que traz
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as duas ¢ de Dirac, portanto temos que:

L LG ) 420Gy, 2]
=—= | d&y [ d ’ K ’ : 6.66
7s 2/% 7/_1 - (B2 + 2k -p—~ +ie)? (6.66)

Agora entendemos o que ganhamos estudando a integracdo por partes em 2, apren-
demos como lidar com uma multiplicagao por (k - p) fora da integral em ' e 2’. Porém,
deve-se notar que existe um problema no expoente do denominador da equacao acima
para T3, e para aumentd-lo em uma unidade devemos integrar, em relacao a variavel /.
Novamente extrapolamos o limite superior para o infinito, isso faz com que o termo de

contato, na integracao por parte, desapareca:

2d~
(k2 4+ 2’k -p—~ +i€)3

u=(k*+2k-p—+ +ie)?; du=
,y/
dv = Gy(v,2") + 2'04[Gs(y/,2)] ; v = /dv = / ar <G4(F, 2') 4+ 2'0.[Gy (T, z')]),
0
(6.67)
com 1sso pOdemOS escrever:

1
= = a
7 2/1 :

[ dr <G4(F, ) + 2'0.[Ga(T, z’)]) T e 2 [ dr <G4(F, ) 4 20, ]Ga(T, zf)])
(k2 4+ 2k -p —+' + ie)? _[f 4y (k2 +2'k-p—~ +ie)3

/
i

i
(6.68)

Feito isso, basta tomar 7, = 7/, e teremos que o termo de superficie da integragao por

partes sera anulado na equacgao acima, e a reescrevemos como:

Lo [T dD 0 G, )]
=/ 4 dy 6.69
7s /_1 Z/O 7 (k24 2k -p+ ' +i€)? (6.69)

Com isso, ao substituimos 77 e T3 em T, expresso pela Eq. (6.59), e finalmente obte-

mos:

T (k% k- p,p*) = '

,, (k2 + 2k -p—~ +ie)

1 o A Gy, ) — fg/ dr (G4(F,z’) — 2 0y [G4(F,z’)]>
/ i’ / . (6.70)
-1 Y
portanto, a representagao integral expressa pela Eq. (6.70) é agora escrita da mesma
forma que representacao integral no lado esquerdo da Eq.(6.58), ou seja, nao temos mais
a presenca do invariante de Lorentz multiplicando o numerador da amplitude de Bethe-
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Salpeter:

91(7/,2")
d dz
/ ’Y/ ‘ (k24 zk-p— v +ie€)3

] G )+ (ME/4 = )Ga(y ) + [ dT(Ga(D, 2') = 0[Ga(T, 2')])
/ 7/ (2 + 2k -p—+ +ie)? ‘

(6.71)

Tomando o suporte superior de 7' como fy}, e aplicando a unicidade concluimos que,

dr <G4(F, ) — 2 0[Gu(T, z')]), .
(6.72)

Y
017, 2) = Gh(ys &) + (M2/4 — o )Gal(+ ) + /

/

i
Se quisermos escrever as funcoes peso provenientes do modelo da amplitude de BS
com massa constituinte independente de momento, devemos trocar G; por GG, na equa-
¢ao acima. Abaixo apresentamos na Fig. 6.4, os dois modelos para ¢;(7/,z"). O que o
percebemos é uma estrutura distinta do modelo covariante com a massa constante que
mostra apenas um “"patamar”; enquanto que o modelo da BS do pion inspirado na QCD,

apresenta em geral mais patamares, é claro que isso é associado a presenca de mais polos

no propagador do quark, além do pdlo na funcao de vértice.

024" T

0.16 — —

-0.08 —

-0.16 — —

o e b b b b b b b
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

z

FIGURA 6.4 — Fungao peso g;(7/, 2') em fungao de 2’ para 7' = 0.45 GeV? proveniente do
modelo covariante com massa constante (linha preta tracejada) e com o modelo do pion
inspirado na QCD (linha vermelha continua).
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6.5.2 Derivagao da fungao peso g(7/, 2')

Assim como no caso anterior, temos termos que impossibilitam a aplicacao direta da
unicidade da representagao de Nakanishi através da comparagao com a expressao (6.55),
desde que no caso de ¢y(k,p) temos os escalares (k - p), como descrito na Eq.(6.52),
multiplicando as representacoes integrais para as amplitudes escalares s € x3

/Ood’/ld’ 201, ) M/ d /d G2, #) + Gs(r. )
z
0 ! -1 z(kQ—i-Z’k P+ +ie)? " k2+z’k P+ + i)

k- ; oy GzVZ GsVZ}
pM/ 7/ : (K242 k-p++ +ie)?

(6.73)

Felizmente ja sabemos como remover o fator dependente de momento que multiplica a
representacao integral em favor do denominador de Nakanishi, iremos denotar a Eq. (6.73)
de 7. O procedimento segue as etapas feitas na subsecao anterior, usando integragao por
partes na varidvel z’:

u=Ga(v,2) - Gs(+,2") = du=0, <G2(’y', 2 - Gs(v, z')) dz'.
dz'
(k2 +2'k-p—~ +ie)3

~1 1
d -_ p—
/U /k‘ p) w? T Tk ) (R Ak p—o +ie)?

— wEkQ—i-z'k-p—’y'—i-ie; dZ = —

(6.74)

considerando os resultados acima, podemos escrever

1
k- © - <G2(7/7 Z/) - G3(7/7 Z/)) 1 82/ <G2(7/7 Z/) - G3(7/7 Z/)) d2'
Ty = &2 / dy + /
Mr )y 2(k - p) (k2 + 2’k - p — o + ie)? 2(k - p) (k%2 + 2k - p —~' + ie)?

(6.75)

O termo de superficie serd nulo, uma vez que G;(v/, —1) = G;(7/,1) = 0, para i = 2, 3.
No entanto temos que adicionar uma unidade ao denominador do termo restante, e ja

vimos que para isso, devemos fazer uma integracao por partes na variavel 7':

-2 dv'
(k2 +2'k-p—~' +ie€)3
,y/
dv = 0y (GQ(’)’/, ) — Gs(v/, z')) — v= / dr 9, <G2(F, 2y — Gs(T, z'));

%

u= Kk +2k-p—v+ie)? — du=

?

(6.76)
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lembrando que usamos 7, = 7;, a fim de determinarmos as primitivas do integrando

acima. Com isso, ja excluindo o termo de superficie, escrevemos:

ot e f7 D 0 (Ga(T, )~ G(D, )
= —/ dz// dy' (6.77)
Mz )4 v

(k2 + 2k -p—~ +ie)3

Ao inserir este ltimo resultado na Eq.(6.73), lembrando que devemos colocar o suporte

que limita a variavel 7'

s ! g2(v', 2')
d d
/ 'Y/ STy i)

_ M/ /d’ [Ga(v/,2) + G3(+/, 2')]
(k2 + 2’k -p—~ +1e€)3

n /ﬂ/fd’y/ d,fo dP@ GQFZ) Gg( /)]’
M, (k2 + 2’k -p — ' +i€)?

(6.78)
com isso chegamos a seguinte expressao:
/ !/ Mﬂ' / 2 'Y /
gg('y,z):7[G2(’y,z)+G3*y 2" dl 0.[Go(T,2") — G3(T, )] . (6.79)

O que conclui as derivagoes para as funcoes peso de Nakanishi na base ortogonal.

Como fizemos anteriormente, podemos analisar também a funcao peso proveniente da
amplitude de BS com massa constante para o quark, e como G4(7,2') = G4(+/,2'), a
expressao para ¢o, Eq. (6.79), tem o segundo termo do lado direito anulado. Na Fig. 6.5
apresentamos a comparagao entre as fungoes peso go entre o modelo covariante de massa
fixa e o inspirado na QCD. Aqui novamente, observamos a estrutura mais rica de g, no
modelo inspirado na QCD em relacao ao modelo covariante de massa constante. Enfati-
zando, vemos que a massa ‘running’ do quark deve criar uma estrutura mais complexa

da funcao peso, como de fato ja observamos para as outras fungoes g1, g3 e g4.

6.6 Projecao na frente de luz

Uma vez conhecidas as quatro fungoes peso da representacao integral de Nakanishi,
g:(7,2"), podemos obter as amplitudes escalares utilizando a Eq. (6.55), e projeta-las
na frente de luz ao realizarmos a integracao analitica na variavel que caracteriza a ener-
gia k= = kY — k3 (SALES et al., 2000). Isso de fato corresponde a eliminar o tempo relativo
na frente de luz (z* = t + 2z = 0) entre o quark e antiquark, e obter amplitudes, que

veremos no proximo capitulo, constroem a componente de valéncia da funcao de onda do
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FIGURA 6.5 — Fungao peso g»2(7/, 2’) em fungao de 2’ para 7' = 0.45 GeV? proveniente do
modelo covariante com massa constante (linha preta tracejada) e com o modelo do pion
inspirado na QCD (linha vermelha continua).

pion. A projecao na frente de luz corresponde a seguinte integracao:

06 = [ G k), (6:50)

onde a métrica da frente de luz sera usada, para os produtos escalares, e usaremos a

notacio |k.|2 = ~. Integrando em k= a Eq. (6.55), temos que:

! ! ’y'/f ! ! !
Vi1, §) = /dZ/ 4y (v, )
—1 ,YZ{

2 2

" /dk‘ 1
2m ! ! +
[<k++Mﬂz)k_ <_z M, k

5.
+7+ 7’) + ie}
(6.81)

O referencial que escolhemos foi o do centro de massa, que se caracteriza por p| = 0,
e com isso p™ = p~ = M, . Verifica-se na equagao acima que temos trés integragoes a
serem realizadas, e para computar a integral em k~, vamos adotar a seguinte mudanca

de variaveis:

¢ =k
M, 2
B = (k* ) , (6.82)
2 M, kT ,
Yy = - B +y+y
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e com isto, podemos fazer uso da seguinte integral bem conhecida em teoria quantica de
campos (CHANG; YAN, 1973; YAN, 1973), veja também por exemplo (ITZYKSON; ZUBER,

2012):
R G . )
/—de [BC—y+ie ( >[—y+ie]2' (6.83)

Portanto, fazendo uso da expressao acima vemos que é simples efetuar a integracao

em k~, e as amplitudes projetadas na frente de luz tornam-se:

M, 2
i [ ! 5Gﬁ+ gz)
i\, — — d// dZ/ /,Z/
w9 =5 [ar [ @l >( T

(6.84)

5
2! 5 —7—7’+2’e)

Manipulando-se a funcao delta no numerador, escrevemos as integrais como:

. ! 1 / /
d%%@&;Awwﬂ/fzaz@( 90, %) (6.85)
2

/Mﬂ 27
- k*—’y—’y’+ie)

onde definimos,
L+
z = —QF : (6.86)

Em termos de fragao de momento interno, &, vale a seguinte relagao z = 1 — 2§, com
¢ € [0,1] e a varidvel adimensional z € [—1,1]. Na Eq. (6.85), a integracao em 2z’ pode
ser feita usando a funcao delta de Dirac, e obtém-se :

i [ 9:(7,2)
iy, 2)=—7— [ &

M, ! ZQMﬁ . 2
1 +y 4+ —e

(6.87)

A integracao em 7' na Eq. (6.87) sera feita numericamente, via quadratura de Gauss-
Legendre ao ser introduzida a respectiva fungao peso ¢;(/, 2’) na referida expressao. Os
resultados para 11, 1o, 13, e 14 sao apresentados nas figuras 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9, respecti-

vamente. Apresentamos a dependéncia em z (painéis esquerdos) e em v (painéis direitos).

A normalizacao global é arbitraria, enquanto que a normalizacao relativa entre as
diferentes componentes vem da relacao entre as g;’s. As amplitudes 1 24y sao pares em
z e a 3 ¢ impar. Todas e apresentam um comportamento decrescente similar com -,
correspondente a uma lei de poténcia, como ¢é de se esperar dada a forma tanto do vértice
como dos propagadores dos quarks. O comportamento de ponto final em z em todas as
1 € tal que se anulam nos extremos. A descontinuidade da derivada das 1 24y em z = 0

tem sua origem nas fungoes thetas presentes na nas fungoes peso de Nakanishi, e que como
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veremos também aparece no modelo covariante com massa do quark constante.

Outro aspecto interessante trazido pelo ajuste da funcao de massa do quark aos resul-
tados da QCD na rede, é a escala de variacao das v; em funcao de v, que é da ordem de
Agep ~ 0.3 GeV?. Essa escala infravermelha nao-perturbativa da QCD domina e trans-
parence nessas amplitudes na frente de luz. Note que embora o vértice traz uma escala
A = 0.846 GeV, as amplitudes que regem a distribuicao de momentos dos quarks vestidos
refletem a escala infravermelha do confinamento na QCD. Todas essas observagoes sao
um reflexo, da imposi¢ao da natureza de béson de Goldstone do pion na QCD, conco-
mitantemente refletida na auto-energia do quark através da quebra dinamica da simetria

quiral.

0.04 —

N 003+ —
~ |
= 002 |

0.01— =

———
0 . . | . . | PRI s e ) |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Y

FIGURA 6.6 — Painel superior: (7, z) em fungio de z para v igual a 1 GeV? (linha azul)
e 1.5 GeV? (linha preta). Painel inferior: 1 (7, 2) em fungao de v [GeV?] em funcio de v
para z igual a 0.75 e -0.75 (linhas tracejada azul e laranja) e 0.5 e -0.5 (linhas tracejada
preta e verde).
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FIGURA 6.7 — Painel superior: 95(7,2) em funcao de z para « igual a 0.5 GeV? (linha
preta), 0.75 GeV? (linha vermelha) e 1 GeV? (linha azul). Painel inferior: (7, 2) em
fungao de v [GeV?] para z igual a 0.75 e -0.75 (linhas tracejada azul e laranja) e 0.5 e -0.5
(linhas tracejada preta e verde).

Para concluir esse capitulo, comparamos o comportamento das amplitudes de BS pro-
jetadas na frente de luz, 1;(7, z) para o modelo covariante de massa constante e o inspirado
na QCD, onde o quark constituinte é vestido e tem massa “running”. Apresentamos nas
Figs. 6.10, 6.11 e 6.12 a comparacao entre as dependéncias em z de ¥, ¥y e 14, respecti-
vamente. Um aspecto particular desses modelos com pdlos nos propagadores dos quarks
e a forma com um pdlo na funcao de vértice pion-quark, é a presenca da descontinuidade
da derivada de v; em z = 0, como comentamos anteriormente. Essa caracteristica deve-se
as fungoes espectrais que carregam as deltas de Dirac, que se refletem nas funcoes thetas

dos pesos de Nakanishi.

Outro aspecto, que notamos ¢é que a ¥ do modelo de massa constante é relativamente



CAPITULO 6. O PION INSPIRADO NA QCD 89

0.03

g, (v, 2)

b L
- -0. - - 0.25 0.5 0.75 1

NOo -

04 ———

W, (v, 2)

ol
0 02 04 0.6 0.8 1 1.2

Y
FIGURA 6.8 — Painel superior: 93(7,2) em funcao de z para v igual a 0.5 GeV? (linha
preta), 0.75 GeV? (linha vermelha) e 1 GeV? (linha azul). Painel inferior: t3(v,z) em
fungao de v [GeV?| em funcio de «y para z igual a 0.5 (linha continua verde) e -0.5 (linha
tracejada preta).

mais importante, do que no caso do modelo inspirado na QCD. Isso é consequéncia da
alternancia de sinais em g, como observamos na Fig. 6.5 para o modelo inspirado em
QCD, o que nao temos no modelo de massa do quark constante. Porém o mesmo ar-
gumento se aplica as outras ¢; e 14, porém esse efeito é menos dramatico. Isso sugere,
que essa diminuicao que observamos é mais uma caracteristica particular do modo como

parametrizamos a massa “running” do quark.
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FIGURA 6.9 — Painel superior: 14(, z) em funcao de z para «y igual a 1 GeV? (linha azul),
1.5 GeV? (linha preta). Painel inferior: 14(7, z) em funcao de v [GeV?] em fungao de
para z igual a 0.75 e -0.75 (linhas tracejada azul e laranja) e 0.5 e -0.5 (linhas tracejada
preta e verde).
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P, (v, 2

FIGURA 6.10 — Comparacao entre as amplitudes 11 (7, z) em funcao de z provenientes das
amplitudes de BS do modelo covariante com massa do quark constante (linha vermelha)
e o inspirado na QCD (linha azul), para v = 1 GeV?.
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FIGURA 6.11 — Comparacao entre as amplitudes 15(7, z) em funcao de z provenientes das
amplitudes de BS do modelo covariante com massa do quark constante (linha vermelha)
e o inspirado na QCD (linha azul), para v = 1 GeVZ.
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FIGURA 6.12 — Comparacao entre as amplitudes 14(7, z) em func¢ao de z provenientes das

amplitudes de BS do modelo covariante com massa do quark constante (linha vermelha)

e o inspirado na QCD (linha azul), para v = 1 GeVZ.



7 Pion inspirado na QCD: valéncia

7.1 Funcao de onda de valéncia

A funcao de onda de valéncia é a componente no espaco de Fock com o menor niimero
de constituintes que carrega os numeros quanticos do hadron. A base no espaco de Fock
pode ser formulada recorrendo-se aos métodos da teoria quantica de campos na Frente de
Luz, onde se definem os operadores de criacao e aniquilacao para particulas e antiparticulas
no plano nulo com spin arbitrario, para construir o estado com um nimero genérico de
constituintes (BRODSKY et al., 1998). Com a fungao de onda na frente de luz definida
no espaco de Fock e normalizada podemos obter a probabilidade de cada componente
de Fock e em particular a probabilidade de valéncia além das distribuicoes de momento

associadas a essa componente.

Por outro lado, reconhece-se que a funcao de onda de valéncia vem da eliminacao do
tempo relativo na frente de luz entre os operadores de quark que entram no elemento
de matriz entre o estado de vacuo e do hadron, e que define a amplitude de BS (SALES
et al., 2000; FREDERICO; SALME, 2011). Alternativamente, a fungao de onda de valéncia
pode ser obtida usando o método de expansao de quase potencial adaptado para realizar
a projegao na frente de luz da equacao e amplitude de BS (SALES et al., 2000; FREDERICO;
SALME, 2011).

A probabilidade de encontrarmos o componente de valéncia no pion é dada por (PAULA
et al., 2021)

1 1 d¢ =
Poa = =3 — 2 _ M7 2 1
val (27)3(;@/0 26(1—¢) /d ki |pn=o(§, ki, 00,00, M, J", J.)|7, (7.1)

onde p,—o(&, ki, 01,00, M,J7, J,)| é a fungdo de onda de valéncia, J™ é o spin do pion
e J, sua projegao, oy e gy sao os estados de helicidade na frente de luz dos quarks que
definiremos mais adiante, k; o momento transverso do quark no centro de massa do e &

a sua fracao de momento longitudinal.

A integracao no momento transverso pode ser escrita em coordenadas polares, de modo
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que d?k; = dry df/2 com v = \E 1|2, Observe que podemos mudar a dependéncia de z
para £ por meio da relacao z = 1 — 2¢. Com isso escrevemos que:

2
Poat = 32/ 1_2 / d9/dv\¢2§kl,az,MJ J2)1% (7.2)

com a fracao de momento de quark Bjorken 0 < ¢ < 1. Em termos dos operadores de
criacao e aniquiliacao de quarks a amplitude de valéncia ou funcao de onde de valéncia é
escrita da seguinte forma (PAULA et al., 2021):

(5, kiaUZaJ J \/ 2p+ \/5 1 - 0| b Q2,0-2 (QI,O-I)| ﬁa MW,JWaJZ>
(7.3)

onde N, é o nimero de cores, b(Gz,02) e d(G1,01) sdo os operadores de aniquilagao
do quark e do antiquark, respectivamente, os conjuntos relacionados aos momentos sao:
g1 = {qfr = M,(1-¢), —kl} e gy = {q; = Mﬂg,kl}, e ainda, £ = % + I’f—: A amplitude
de valéencia esta relacionada a amplitude de BS por meio da projecao na frente de luz,
dada na relacao abaixo como detalhado em (PAULA et al., 2021):

- vVN. _ . dk~ -
pa(& k1,04, 07, Jy) = pres Ua (g2, 02) / ﬁhﬂh(k‘,p)vﬂaﬁ vg(qi.01). (7.4)

Os spinores u e v, sao escritos em termos dos momentos da frente de luz podem ser
encontrados em (BRODSKY et al., 1998), e sao dados por:

N S bR e ' AR A e _ ="M+ [ XT°

TP (€} g tm ()

(7.5)
A funcao de onda de valéncia do pion pode ser decomposta em duas contribuicoes de
spin, dadas pelas configuracoes de spins do quark e antiquark anti-alinhado e alinhado.
Podemos escrever essas componentes de spin em termos da amplitude de BS do pion,
V.. (k,p), que é expressa na base ortogonal dada na Eq.(6.43). Veja o Apéndice B para o
célculo do termo y" W, (k,p)y™, e usando esse resultado, reescrevemos a expressao (7.4)

COImao:

dk‘ k—
po(&, kL, 04, J7, J,) \/_ { [(bz + <2M Z) ¢3] ST (q1, ¢2) — MLSQHJQ(QH,QE)%} ;
(7.6)

usando AT = 17 ~T, definimos as seguintes quantidades que carregam a informacao da

algebra de Dirac, presentes na equacao anterior,

STH(q1,q2) = TI“[U(<1~1701)UT((1~2702)’Y5 AT e ST, @) = Tr|v(qy, o)ul (G, o0)ky -viys AT,
(7.7)

para o;, temos i = (1,2).
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7.1.1 Tratamento algébrico

Ao introduzir os spinores, acima descritos, na Eq.(7.7), temos os seguintes produtos:

(L) o) - g
R T I (R o

com 0 = £ 1, e onde gy sao dados por:

1 :
Yi(r) = qtﬁ(vl +i7%). (7.10)

O proximo passo é calcular os tragos, para encontrar as expressoes das quantidades que

definimos por &; e Sy. Primeiro, para 87 (g1, =), temos que:

ar —°'m =~k -y,

v/ 241

+ 0 or
4+ G Yy m+ry /u-'uwﬁ

\/ 205

(7.11)

81_00 (q~17 (]NQ) = Tr

(1+075)A

onde podemos utilizar o projetor A™, que se encontra dentro do traco, para simplificar a

expressao acima,

AT [qf —7%m — % - m]/ﬁ =Afgt e AT|gf + 7 m A%k -y AT = ATgT,

(7.12)
e lembrando que o traco de um ntmero impar de matrizes v é nulo, temos que:
0 @ M
ST7(qn @) = T [(1+09) AT AT] = oM /E(1-§) =07 V1 = 22
(7.13)

Usando as relagoes dadas na Eq.(7.12), pode-se mostrar que o matriz S, °° desaparece,

vejamos esse fato

4" —1"m =% A+ 'm0 kL A+

(1+07s) gL YL
\/ 247 \/ 243

52_00(41, Cfg) = Tr = 0

(7.14)

Portanto, levando em consideracao as helicidades antialinhadas, somente o traco S; tem
contribuicao. Voltemos nossa atengao para os elementos de matrizes com helicidades

alinhadas, de inicio observamos que:
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'%@+¢%+W&ﬂuhﬂﬁ+fm+fiﬁﬂ :wwiﬂﬁ+fm+fhﬁﬂ
m —
- 755[qf+70m+70/u -u]
1- .
+ 75§ku_-VL[qT'+-v°ﬂz+-7°k¢.-vl]
(7.15)

uma vez que a seguinte relagao acima ¢ aplicada no calculo da componente S77, teremos

valor nulo, observe:

af —"m—+%, -7,

e

75)%(3) @ +7°m+~%, -7,

V2 Jait

S77(q1,¢2) = Tr (1+o AT =0,

(7.16)

o dltimo elemento de matriz serd denotado por 837 (¢, ¢2):

o) (6 +7°m)kL - 71+ volkL]?
V2 V2l

1—22
2 7

g —2"m 1% 71
\/ 247

Tf[(l +07s) Yor) (Br YL + kL YR) V5 Aﬂ =0 krr) Mxr

Sy (G, q2) = Tr (1+07y5) AT

0 ay

2v2

(7.17)

onde kp(r) = :F%(k;x +ik,) = £1/7 7, com v = k1|2

Finalmente, inserindo os resultados obtidos para acima na Eq.(7.6) e fazendo as sim-

plificacoes necessarias, obtemos que:

ea(& kL, 00, I, ) = =2 V/Nev/1 = 22

dk~ k™ kr(r) V2
/% {502,01 <¢2(k:,p) + <2Mﬂ— + Z) @3(145,]?)) - % 602,01 ¢4(kap)},

(7.18)

onde 09 = 01 = %1

Uma questao que aparece é o fato do quark no modelo inspirado em QCD ter uma
massa dependente de momento, e a derivacao realizada até aqui usou uma massa cons-
tante. Entretanto, notavelmente a dependéncia na massa constante do quark desaparece
da expressao para as componentes de valéncia da funcao de onda do pion, como vemos
na Eq. (7.18), e na sua expressao temos apenas as fungoes escalares da amplitude de

Bethe-Salpeter. Isso nao é uma prova, mas uma indicacao da validade geral da expressao
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deduzida para a funcao de onda de valéncia no caso de os quarks serem vestidos. Dessa
forma usaremos a Eq. (7.18) na préxima secao, onde exploraremos a decomposi¢ao em
spin da funcao de onda de valéncia e as distribui¢oes de momento correspondentes para o

modelo do pion inspirado na QCD.

7.2 Componentes de spin da valéncia

A funcao de onda de valéncia do pion tem duas componentes de spin dos quarks,
antialinhados e alinhados como de fato explicitado na Eq. (7.18). Resta a integracao em
k™ nesta iltima equacao que define a funcao de onda de valéncia, que pode ser realizada
prontamente usando a RIN para as fungoes escalares ¢;(k, p), Eq.(6.55). O detalhamento

dessa integragao é feito no Apéndice C.

E importante ressaltar, que segundo (PAULA et al., 2021), a configuragao de spins an-
tialinhados do quark e antiquark, é a que mais contribui para o estado ligado do pion,
e é acoplada ao auto-estado do operador L, com autovalor ¢, = 0. Diferentemente, a
configuracao alinhada necessariamente acopla-se ao auto-estado de L, com ¢, = +1, dada
a natureza pseudo-escalar do pion. Nao podemos descartar a componente de spins ali-
nhados, mesmo com sua baixa probabilidade, mas ela representa a influéncia no regime
dinamico relativistico dos quarks dentro do pion. Um estudo quantitativo dessa compo-
nente tem um papel fundamental na compreensao das caracteristicas dos mésons leves (e

as possiveis corregoes relativisticas para os mais pesados).

Podemos escrever a Eq. (7.18), com base nos célculos realizados no Apéndice C, como:

= o .
@2(5, kiaai;Mﬂa Jﬂ, Jz) - _5 V Nevl— 22 {502,701 \IITi(rV, Z) + 602,01 €$Z€ \I]TT(V, Z)}

(7.19)
onde podemos identificar as componentes de spin da valéncia como sendo:
2 i (o, e 2)
\IjTi(f% Z) = 1/}2(77 Z) + 51/}3('77 Z) + W , d’Y 2202 ] ) (720)
m J <7+7’+T"—ze>
para os spins do quark e antiquark antialinhados, e
2
Uip(y,2) = M£ Ya(7, 2) (7.21)

para os spins dos quarks alinhados.

Nas Figs. 7.1 e 7.2 apresentamos os resultados das componentes de spin da fungao
de onda de valéncia com as configuracoes de spin dos quarks antialinhados e alinhados,

respectivamente, e normalizadas arbitrariamente. Note, que a amplitude v); nao contribui
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diretamente para essas componentes, porém como veremos € necessaria para a normali-
zacao da amplitude de BS. Observa-se nos painéis da esquerda de ambas as figuras, que
o comportamento em relacao a z préximo ao ponto final, é diferente, sendo que a com-
ponente de spins antialinhados tem um decréscimo mais rapido em relacao a componente
de spins alinhados, associado a isso, percebemos que uma distribuicao mais estreita da

primeira em relacao a segunda.

Essa caracteristica ja foi observada no estudo dinamico do pion, utilizando a solucao
da equagao de BS na aproximacao de escada no espaco de Minkowski (PAULA et al., 2021).
A razao fisica para a diferenca entre esses comportamentos de ponto final é a origem
relativistica da componente de spins alinhados, e portanto os quarks nessa configuracao
exploram mais a regiao de curtas distancias ou UV em relacao a componente de spins
anitalinhados. Outro aspecto que ja observamos anteriormente, na analise da amplitudes
1; no capitulo anterior, é a escala de momento que elas trazem na sua dependéncia em -,
refletindo em uma escala em £, , que domina o comportamento decrescente, da ordem de
Agep ~ 0.3 GeV,. Essa ¢ a escala dominante da QQCD no infravermelho, correspondendo

a distancias de confinamento da ordem de 1 fm.
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FIGURA 7.1 — Painel superior: Componente de spins antialinhados dos quarks da funcao
de onda de valéncia, Wy (7, 2), em funcdo de z, para v = k? igual a 0.5 GeV? (linha
preta), 0.75 GeV? (linha azul) e 1 GeV? (linha vermelho). Painel inferior: W4 (v, z) em
funcao de v [GeV?| para z igual a 0.5 e -0.5 (linhas verde continua e tracejada preta) e
0.75 e -0.75 (linhas laranja continua e tracejada azul).
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FIGURA 7.2 — Painel superior: Componente de spins alinhados dos quarks da funcao de
onda de valéncia, W4(7, 2)//7, em funcdo de z, para v = k7 igual a 0.5 GeV?* (linha
preta), 0.75 GeV? (linha azul) e 1 GeV? (linha vermelha). Painel inferior: Wy(v, 2)/\/7
em fungao de v [GeV?] para z igual a 0.5 e -0.5 (linhas verde continua e azul tracejada)
e 0.75 e -0.75 (linhas laranja continua e preta tracejada).

7.3 Probabilidade de valéncia e distribuicoes de mo-

mento

As componentes da funcao de onda de valéncia com spins dos quarks antialinhados
(7.20) e alinhados (7.21) sao amplitudes de probabilidade, desde que a fungao de onda
completa no espaco de Fock esteja normalizada, isso também corresponde a amplitude de
BS (associada a componente de valéncia) normalizada. Desta forma, além das densidades

de probabilidade que definiremos a seguir também temos probabilidade de valéncia dada
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pela Eq.(7.2), que escrevemos como:

1 o0
P = / dZ/ d’}/ pval(’% Z) ) (722)
-1 0

onde tem lugar as densidades associados as duas componentes de spin:

Poat (7, 2) = pr(7, 2) + pp(7, 2) (7.23)

e definidas como

N. v

= 167T2 W‘w4<’77 z)|27 (724)

N,
pu(%z)ZWldm(%z)\Q e pr(7,2)

sendo as densidades de probabilidade de momento para as componentes de spins antiali-

nhados e alinhados, respectivamente.

As distribuigbes de momento longitudinais e transversais da componente de valéncia
na frente de luz sao encontradas através da integracao adequada da densidade de proba-
bilidade, pyai(7, z). Assim, a distribuigao do momento longitudinal, decompostas em suas

contribui¢oes nas componentes de spin, é dada por

¢(§) = o1(&) + o (E) - (7.25)

A integragao é feita no momento transversal, lembrando que usamos v = |k |?, com isso

temos para cada componente,

by (€) = / Thnna) e b= / Tdypntna),  (1.26)

com, z = 26 — 1. Para a distribuicao do momento transversal, em termos das duas

componentes de spin, temos que,

p(v) = pr(v) + (), (7.27)

onde a integragao é feita no momento longitudinal, que é realizada em termos da varidvel

z. Suas componentes sao:

pr(y) = / (i) e pn() = / dz pu(1.2). (7.28)

Na se¢ao 7.4, a seguir, introduzimos a normalizacao da amplitude de BS, necessaria para
obtermos a constante de decaimento que sera apresentada na secao 7.5, e os resultados
quantitativos do modelo do pion inspirado na QCD que serao apresentados na secao 7.6.

Nesta ultima secao, apresentamos os valores das probabilidades das componentes de spin
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da funcao de onda de valéncia, a constante de decaimento e as distribuicoes de momento

devidamente normalizadas a probabilidade de valéncia.

7.4 Normalizacao

Com o intuito de calcular os observaveis do pion, que no nosso caso sao a probabilidade
de valéncia, distribuicoes de momento e a constante de decaimento, a amplitude de BS
deve ser normalizada adequadamente. Iremos assumir que a amplitude de BS do modelo
do pion inspirado na QCD ¢ hipoteticamente solucao de uma equacao de BS cujo o kernel
de interacao depende apenas do momento transferido, e os propagadores dos quarks sao

vestidos, com isso a expressao da normalizacao se reduz a (vide (LURIE et al., 1965)):

Tr

d'k 9 —1 ! 1o —1 / .
/ (274 opn {87 (k—p'/2)¥r(k,p)S™ (k+ ' /2)Vr(k,p)}Hp=p | = —i 2pp.  (7.29)

E importante notar que dentro da aproximacao escada da equacao de BS, a referéncia
(YDREFORS et al, 2021) obteve a correta normalizacdo da carga utilizando a férmula

acima.

As expressoes mais gerais para a amplitude de BS, Eq. (6.43), e sua conjugada, per-

mitidas pela paridade e os dois momentos independentes sao dadas abaixo:

U, (k,p) = Si¢1+ Sapa + S3¢03 + Sida; (7.30)
U(k,p) = —Si¢1+ Sado + S35 + Sau, (7.31)

onde j& definimos as fungoes escalares, ¢;, que dependem de {k? p? k-p} elas também
contém o comportamento analitico imposto pela prescricao de Feynman, ou seja, +ue.
Estas téem que obedecer propriedades bem definidas sob a troca k — —k, de acordo com
a regra de anticomutagao para os campos fermiodnicos envolvidos. Usando a Eq. (7.31)
e realizando a &lgebra de Dirac (Apéndice E), temos que a condigdo de normalizacao é
dada por:

4
ZNC/ AT {¢1¢1 + g2 + [¢3¢3 + Gupy — 4¢1¢4}B(k2) -

(27)4 2 [M(kg) + M(kg)} ¢2¢1} —1,

MT('
(7.32)

com N, sendo o nimero de cores da QCD. As fungbes dinamicas de massa do quark
dependem do momento, e B(k?) = 71 [(k -p)? — kQMg] Ao introduzir as amplitudes ¢;
dadas em termos da representacao int:egral de Nakanishi, Eq. (6.55), pode-se diretamente
fazer a integracao analitica no loop de momento como descrito no Apéndice E, onde é
feito uso da parametrizacao de Feynman na Eq. (7.32). Fazemos uma aproximagcao, onde

desconsideramos as derivadas dos termos de massa em relacao ao momento como vemos
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na Eq. (E.1) para a normaliza¢ao da amplitude de BS, com massas dos quarks dependendo

do momento. Com isso, finalmente, obtemos:

+1 +1 Vf
1:./\/2(32 >/ dz/ d’y/ dz/ d’y/dvvl—v
2

" Gi1 + G22 n G33 +Gus —4 Guu

4 3
[MTE)\IQ—F’)//U—F’Y(l—’U)} 2M?2 {%’%)\’2—1—7’2}—%7(1—@)}

+1 ’yf +1 vf
e () [ [ e [

y 2mg v2(1 — v)? +/d 2m? (1 —v —u)? u? 6(1 —v —u)
M2 4 o7
4 [N2=E +9'v+ (1 — v)] 0 [)\’/2MTTQF—MT72F—|—)\2—|—(1—U—U)’}/+U’}/

(7.33)

Se tivéssemos considerado a amplitude de BS com massas de quarks constantes m, ado-
tando procedimentos analogos aos do Apéndice E, usando agora M (k?) = m, chegaremos
ao resultado dado no trabalho (PAULA et al., 2021), que também fez uso da Eq.(E.1) para

a normalizagao da equacao de BS,

+1 +1 2 (1 = v)?
1 = ./\//2< )/ dz/ d’y/ dz/w d’y/ dv (1-v) 3
3272 Tr A2 B v)]

+9'v + (1

Gi1 + Gao — 457G 1
% — Mx + 5 (933 + Gaa — 4914) ; (7.34)
[TWZ + v 41 - v)} 4

onde, para as duas tltimas equagoes, G;; = ¢:(7, 2')g;(7,2). Lembramos ao leitor que

para cada fungio peso g; temos um fator de normalizagao N na Eq.(7.33) ou N’ para a
Eq.(7.34), que as multiplicam. Temos que a dependéncia de z e 2’ fica contida em \ e
A, que definimos como:

N=@w'+1-v)z) e N =(1-v—uz+ud+0) (7.35)

Finalmente, deve-se ressaltar que a normalizagao, dada na Eq. (7.32), contém as con-
tribuicoes além da valéncia da expansao no espaco de Fock da frente de luz para o pion,
ou seja, ela leva em conta a soma infinita de estados com o par quark-antiquark vestido
e numero qualquer de glions vestidos, que permitem compor os nimeros quanticos do
pion. Toda essa complexidade aparece quando a equacao de Bethe-Salpeter é projetada
na frente de luz, e as componentes de Fock além da valéncia aparecem contribuindo ao

kernel do operador massa quadrado efetivo que atua na componente de valéncia (SALES

et al., 2000).
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A prépria amplitude de BS definida no espaco de Minkowski, tendo o quark e antiquark
em tempos na frente de luz diferentes, envolvem do ponto de vista da Hamiltoniana na
frente de luz a propagacao no tempo relativo entre o quark e o anti-quark, e portanto
durante a propagacao virtual entre esse dois tempos temos que sistema quantico flutua em
todas as componentes de Fock permitidas pelos niimeros quanticos do pion. Assim, apesar
da amplitude de BS quark-antiquark-pion ser definida em termos do elemento de matriz
de apenas dois operadores de quarks, entre o estado de véacuo e o pion, a quantizacao
dos campos dos quarks e glions e a forma nao diagonal no espago de Fock do operador
evolugao na frente de luz, acabam por permitir a propagacao virtual do sistema em todos
os estados de Fock possiveis. Fica ainda a questao de como os graus de liberdade vestidos
podem definir esse operador de evolucao na frente de luz, essa questao mais complexa nao

sera tratada nessa tese.

7.5 Constante de decaimento

Um observavel basico que deve ser reproduzido para avaliar e validar uma dada abor-
dagem de um modelo fenomenolégico é certamente a constante de decaimento eletrofraca
do pion, f,. Na primeira parte desse trabalho calculamos esse observavel, nao s6 para o
pion, como também o K, DT e D, fazendo uso de um modelo com vértice simétrico,
cujo os propagadores tém massas constituintes dos quarks independente de momento. A

constante de decaimento é definida em termos da amplitude de BS, como segue abaixo,
i pf —N/ﬁTr[ P W (e, )] (7.36)
p ™ T c (27T)4 ’7 7 7p ) .

onde N, = 3 é o numero de cores. Realizando-se a contracao com p,,, pela direita em cada

membro e usando a decomposigao da amplitude de BS, dada na Eq.(6.43), teremos que,
d*k .
M fr o= Ne | o Tr[py” D S : :
t s f7T C/ (271')4 r[ﬁfy — Sl<k7p)¢z<kap>:|
(7.37)

Calculando-se os tracos ao usar os elementos da base, verifica-se que apenas um termo
nao ira ser nulo, ao usar a algebra de Dirac, assumindo valor de —4 M ¢5;. Com isso o

resultado é dado por:

d*k
'L.szw =—4 M; Nc/ W ¢a(k, p). (7.38)

Temos duas opcoes para chegarmos a expressao final, a partir desse ponto. A primeira

é via o uso das variaveis da frente de luz, lembrando que ao integrar ¢, na variavel que
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corresponde a energia, £, teremos a componente 1, como fizemos no capitulo anterior,

com isso temos que:

d’k dk+
i M, f,=—4N, / l/ ey a(.2) (7.39)

Devemos analisar as integrais nos momentos longitudinais, k", escrevendo, pela Eq.(6.86),
que dkT = M” dz, no tocante ao momento transversal, k,, e a parte angular temos que
A’k dfy , onde usamos que vy = |k;1\2, com 6 no intervalo [0,27], e usando-se a
definigao de 15(7, z), que foi apresentada na Eq.(6.87):

N, o0 1 Vr g2(7, 2)
= c d d d' : ) 7.40
f 872 M /O 7 /—1 : /yz’ 7 221L47r . :|2 ( )
— e

[7+7’+

e por fim, basta integrar em v e aplicar os limites, teremos que,

g 92(7',2)
fr 87?2 M / dz/v dy/' [ 0L } (7.41)
I+ Y 1€

Deve-se lembrar que g»(7/, 2’) contém uma constante de normalizagdo N, que é obtida
das condigoes dadas na Eq.(7.33), e essa deve ser introduzida ao computarmos o valor f
para compararmos com valor experimental. O valor desse observavel sera calculado com
os parametros escolhido no modelo, apés a referida normalizacao ser considerada. Como
temos dois modelos do pion com massa dependente e independente de momento para a
fungao peso go(7/, 7'), em termos de G e G’, respectivamente, iremos realizar o estudo

quantitativo de f, para esses dois casos.

O segundo modo de chegarmos a expressao de f, é realizar a integracao em 4D usando
a representacao integral de Nakanishi para a amplitude escalar ¢o(k, p), que é introduzida
na Eq.(7.38):

d*k 1
N / dz / W 00, 7) / G TR T 7k p— T+’ (742)

onde, depois de fazer a mudanca de varidavel: ¢ = k + 2’ p/2, teremos uma integracao

Euclidiana 4D, resultando em:

/ ‘ : _ ! (7.43)
(2m)4 [q2 — 22M2/4 — ' +i€e]®  2(2m)t [ — 22M2/A + i€]’ '
e ao substituir essa integral na Eq.(7.42), novamente teremos o resultado obtido com o

uso das variaveis da frente de luz, como dado na Eq.(7.41).

Devemos também destacar, que é possivel expressar f, em termos da componente de

spins antialinhados da fung¢ao de onda de valéncia, dada pela Eq. (7.20), como apresentado
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no Apéndice D e discutido na Ref. (PAULA et al., 2021). A demonstragao dessa equivaléncia

foi feita usando a componente “+” da corrente axial, e obtemos a expressao abaixo,

.Nc o0 1
fr = g / dv/ dz Uy (7, 2), (7.44)
0 -1

que é equivalente a forma final que encontra-se na Eq.(7.41). Note que nesse estudo
usamos uma convencao da constante de decaimento do pion que difere de um fator de /2

em relacao a adotada no estudo do modelo covariante.

7.6 Resultados

Os observaveis de estrutura para o modelo do pion inspirado na QCD serao com-
parados com os resultados da solucao da equacao de Bethe-Salpeter no Minkowski na
aproximagao de escada (PAULA et al., 2021), bem como exploraremos o modelo com massa
independente de momento. Para o conjunto de parametros que utilizamos (MELLO et al.,
2017), calculamos as seguintes quantidades principais: (i) a probabilidade de valéncia e
sua decomposicao de spin, e (ii) a constante de decaimento eletrofraca do pion; conforme

apresentado em detalhes na Tabela 7.1.

TABELA 7.1 — Propriedades estéticas do pion (m, = 140MeV) para alguns conjuntos de
parametros. As seguintes quantidades sao apresentadas: a probabilidade de valéncia, P,
(terceira coluna), e sua decomposigao nos estados de spins alinhados, Py (quarta coluna),
e antialinhados, Py (quinta coluna), a constante de decaimento do pion carregado, f;
(sexta coluna), e a razao adimensional, f,/m; (sétima coluna). Note que usamos uma
convencao da constante de decaimento do pion que difere de um fator de v/2 em relacio
a adotada no estudo do modelo covariante.

‘ Conjunto ‘ tipo de ABS ‘ Py ‘ Py ‘ Py ‘ fr(MeV) ‘ fr/my ‘

| () | ABS, com M(k®) (MELLO et al, 2017) | 0.70 | 0.58 [ 0.12 | 130.1 | \
(I1) ABS, com pdlo m; = 383 MeV 0.52 | 0.41 | 0.11 88 0.229
(III) ABS, com pdlo my = 644 MeV 0.65 | 0.52 | 0.13 159 0.246
(IV) ABS, com pélo m3 = 954 MeV 0.86 | 0.69 | 0.17 247 0.258

Na Tabela 7.1, vemos que conjunto I (pion inspirado na QCD) é o que reproduz o valor
experimental da constante de decaimento do pion, ou seja, [ = 130.50(1)(3)(13) MeV

™

(ZYLA et al., 2020), bem como o valor médio de LQCD, que é de fﬂLfQD = 130.2(1)(0.8)
MeV, como dado na referéncia (AOKI et al., 2020). Lembrando, que na Ref. (MELLO et
al., 2017) origem do modelo inspirado em QCD, o valor experimental de f, foi também
reproduzido, o que mostra a consisténcia do nosso tratamento da amplitude de BS em

termos da representacao integral e sua normalizacao. Aqui calculamos pela primeira vez,
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as probabilidades de valéncia e sua decomposicao em termos das componentes de spin,

com valores de 0.7, 0.58 e 0.12, respectivamente.

Calculamos também essas quantidades para o modelo com massa independente de mo-
mento, para os trés valores correspondentes ao polos do propagador do quark no modelo
inspirado na QCD, i.e., massa do quark de 383 MeV, 644 MeV e 954 MeV, obtivemos
a probabilidade de valéncia P, e f, no intervalo [0.52 — 0.86] e [88 — 247] MeV, res-
pectivamente. Essa variacao poderia ser menor caso o ajuste de f, fosse feita, com a

concomitante mudanca do parametro de escala do vértice.

E interessante comparar com o resultado obtido da solucao da equagao de BS na
Ref. (PAULA et al., 2021), que mostra a mesma probabilidade de valéncia do modelo ins-
pirado na QCD, e compatibilidade com as probabilidades parciais, quando esse cédlculo
reproduz o valor de f; experimental. As probabilidades de valéncia, para as configuracoes
de spin antialinhado e alinhado também que sao mostradas na Tabela 7.1, assim como
na referéncia (PAULA et al., 2021), sugerem a prevaléncia esperada da componente spins
antialinhados, variando a probabilidade, naquela referéncia de 0.41 a 0.69, bem como o
papel secundario para a a configuracao de spins alinhados, cujo intervalo de variacao da
probabilidade foi de 0.11 a 0.17. Em qualquer caso, é importante notar que a contribuicao
de spins alinhados, é de origem exclusivamente relativistica, embora nao seja de forma
alguma desprezivel, ja que sua fracdo relativa na valéncia é de até 24%. Do ponto de vista
da expansao da funcao de onda na frente de luz do pion no espaco de Fock, temos que
por volta de 30% da normalizacao vem das componentes de Fock superiores, e portanto

sao bastante relevantes na descricao do pion.

Acrescentamos que a probabilidade restante, 1 — P,,, é provavelmente distribuida
entre as primeiras componentes do espaco de Fock além da valéncia. Para a amplitude de
BS com massas dos quarks independentes de momento, i.e., os conjuntos (II), (I1I) e (IV),
calculamos a razao adimensional f,/m;, onde m; é a massa que representa o respectivo
polo do propagador do quark. E importante destacar que no vértice da amplitude de
BS com massas fixas dos quarks, ver Eq.(6.37), o parametro A\ desempenha uma papel
andlogo ao parametro iy, nao fisico, da fungao de vértice simétrica, dada na Eq. (2.6),
que foi ajustada para reproduzir as constantes de decaimento dos hadrons analisados na

primeira parte desse trabalho.

Por outro lado, para as amplitudes de BS com massas constantes, m,, temos que a
massa do quark determina a energia de ligacao (B), e maiores valores de B = 2m, — M,
estao relacionados com tamanho menor do pion, ou seja, configuragoes mais compactas
ocorrem. Portanto, os valores de f, mostram uma dependéncia nessa massa constituinte
do quark que adotamos como sendo as posi¢oes dos polos, my, ms € mg, do propagador

do quark.
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Refor¢amos que a Tabela 7.1 fornece dois ingredientes interessantes : (i) a constante de
decaimento é influenciada pelas configuragoes compactas e pelo tamanho do pion; assim,
as propriedades de UV e IR sao refletidas em seu valor real e com a massa constituinte
do quark, e (ii) também a probabilidade de valéncia codifica assinaturas dos regimes de
UV e IR.

Lembrando que, ao usarmos as massas fixas nos polos msy e mg o suporte na repre-
sentacao integral para a ABS na varidvel 4/, muda para cada caso e é diferente daquele
apresentado anteriormente, quando usamos o pélo m;. O valor de A, no vértice, usado
para chegarmos aos resultados da tabela acima foi sempre o mesmo, e apresentado na
Eq. (6.3).

Os resultados para as distribuigbes de momento longitudinais sao apresentados na
Fig. 7.3, para o caso o modelo inspirado em QCD e que ajusta a constante de decai-
mento do pion, como visto na Tabela 7.1. Para efeito de comparacao normalizamos essas
distribuicoes a 1, ou seja, cada distribuicao é dividida pela respectiva probabilidade. A
comparacao dos nossos resultados com aqueles obtidos pela solugao da equagao de BS no
espago de Minkowski na aproximagao de escada (PAULA et al., 2021), também se encontra
na referida figura. E de se notar que as distribuicoes do modelo inspirado em QCD, sao
mais estreitas que as obtidas com a solugdo da BS da Ref. (PAULA et al., 2021), o que
curiosamente indica a relevancia da dinamica da equagao de BS no espaco de Minkowski

para esse observavel.

Para a distribuicao longitudinal da valéncia na Fig. 7.3 era esperado que dada a sua
natureza genuinamente relativistica, a distribuicao alinhada tem um maior valor maximo
em relacao a antialinhada, mas o impacto geral na distribuicao total é diminuido pela

menor probabilidade associada a essa configuragao de spin dos quarks.

A proxima quantidade que analisamos na Fig. 7.4 é a distribuicao do momento trans-
versal p(7) dada na Eq. (7.27), e a sua decomposigao nas configuragoes de spin dos quarks.
Os resultados sao apresentados com normalizagao igual a 1. Para efeito de comparagao
com o modelo inspirado em QCD apresentamos na figura os resultados obtidos pela so-
lugdo da equagado de BS no espago de Minkowski na aproximagao de escada (PAULA et
al, 2021). Em geral observamos que o comportamento com momento transverso é seme-
lhante, com uma escala para a variacao das distribuicoes em ambos os casos da ordem
de A\gcp, porém a diferenga é mais notavel para o caso de spin alinhados, o que reflete
a sensibilidade a regiao UV, ou de curtas distancias, o que reflete a diferenca do modelo
dindmico (PAULA et al., 2021), cuja a massa do quark independe de momento, além de

apresentar liberdade assintética.
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FIGURA 7.3 — . Comparagao das distribui¢oes de momento longitudinais da valéncia

obtidas com o modelo do pion inspirado na QCD (linhas continuas) e de cdlculos da
equagao de BS no espago de Minkowski (PAULA et al., 2021) (linhas trago-pontos). Painel
superior: distribuicoes de momento longitudinal para os spins dos quarks antialinhados
(normalizadas a 1). Painel do meio: distribuigbes de momento longitudinal da valéncia
para os spins dos quarks alinhados (normalizadas a 1). Painel inferior: distribuigdes total
de momento longitudinal (normalizadas a 1).
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FIGURA 7.4 — Comparacao das distribuicoes de momento transversais da valéncia obti-
das com o modelo do pion inspirado na QCD (linhas continuas) e de célculos da equagao
de BS no espago de Minkowski (PAULA et al., 2021) (linhas trago-pontos), gamma = k?
em GeV2. Painel superior: distribuicoes de momento transversal para os spins dos quarks
antialinhados (normalizadas a 1). Painel do meio: distribui¢oes de momento transver-
sal da valéncia para os spins dos quarks alinhados(normalizadas a 1). Painel inferior:
distribuigoes total de momento transversal (normalizadas a 1).



8 Conclusoes

Este trabalho foi dividido em duas partes, na primeira analisamos o conteido de
sabor de mésons pseudo-escalares leves (77 e KT) e pesados (Dt e DY), com quarks
constituintes usando um modelo de vértice simétrico, e na segunda parte trabalhamos a
representagao integral para a amplitude de Bethe-Salpeter do pion (7). Analisaremos a

seguir os principais resultados e conexoes existentes entre essas duas partes.

Na primeira parte do presente trabalho, as propriedades eletrofracas dos mésons pseudo-
escalares leves 7™ e Kt e charmosos DT e D} foram investigados, dentro de um modelo
de quark constituinte covariante, onde os vértices quark-méson sao assumidos como tendo
uma forma simétrica pela troca de momentos dos quarks. Esse modelo foi bem suce-
dido em descrever as propriedades dos méson pseudoescalar leves, como demonstrado em
trabalhos anteriores (MELO et al., 2002; YABUSAKI et al., 2015).

O modelo de vértice simétrico, traz consigo quarks constituintes up, down, estranho e
charme, que incorpora a dinamica quebra de simetria quiral através dos valores de massa
dos quarks leves e a contribuicao do acoplamento com o campo de Higgs principalmente
para a massa do estranho e do charme. Além disso, para cada méson o modelo tem um
parametro regulador ajustado para reproduzir a constante de decaimento fraca. Consis-
tentemente com a relevancia da fisica infravermelha para a quebra dinamica da simetria
quiral, escolhemos uma massa constituinte de quark leve que reproduz também o raio de
carga do pion, mesmo perdendo o ajuste em grandes momentos dos dados experimentais
do fator de forma experimental. A razao para tal escolha, foi estudar os fatores de forma
eletromagnéticos em baixos momentos na regiao tipo espago para o kdon, Dt e D}, até
cerca de 1 GeV?, onde existem dados experimentais para o kdon (AMENDOLIA et al., 1986;
DALLY et al., 1980), e resultados de célculos de QCD na rede para o DT (CAN et al., 2013;

LI; WU, 2017) e D} (LI; WU, 2017).

Em particular, chamamos a atengao a quebra da simetria do sabor SU(3) e SU(4) como
consequeéncia da contribuicao do campo de Higgs para as massas dos quarks constituintes,
isto esta de certa forma refletido nos resultados de QCD na rede, que também fornecem
a decomposicao de sabor dos fatores de forma dos mésons pesados-leves. Além disso,

comparamos nossos resultados de raio de carga com alguns modelos da literatura, que sao
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uteis para contextualizar o esfor¢o realizado nesse estudo dentro do que ja foi feito.

Podemos fazer algumas observacoes sobre as distribuigoes de carga dos mésons pseudo-
escalares que estudamos. A distribuicao de carga do quark s é um pouco mais compacta
do que a correspondente ao quark u no kaon, esse tipo de comportamento é fortemente
enfatizado para os mésons pseudo-escalares charmosos quando analisamos a decomposicao
em sabores das distribuigoes de carga. Cada um dos fatores de forma foi decomposto em
seu contetido de sabores, F, ;,(¢%) e Fy,a(q¢%) para o pion, F,s,(¢?) e Fsus(¢?) para o kdon,

F,

C

(@%) e F.4(¢?) para DT, Fo5.(¢%) e Fs.s(¢?) para Df. Cada um desses fatores de forma

tem propriedades particulares com respeito a simetria do sabor.

O modelo tem simetria de sabor SU(2) e trivialmente temos F,;,(¢*) = F.4(¢*) =
Fr+(q%). A simetria do sabor SU(3) ¢é ligeiramente quebrada dentro do kdon expresso por
Fsus(q?) 2 Fusu(q?) com uma diferenga de cerca de 10 % acima de 3 GeV?, como evidéncia
da contribuicao do campo de Higgs para o quark estranho, que o torna cerca de 30 %
mais pesado do que o quark up em nosso modelo. O estudo da contribuicao de sabor para
o D" e DY nos fatores de forma dentro do modelo de vértice simétrico, mostraram que o
quark charme esta localizado préximo ao centro do méson, enquanto o quark leve forma
um "halo”explorando distancias maiores onde o confinamento é relevante em uma regiao

onde domina a fisica do infravermelho.

Essa forte assimetria nas distribuicoes de carga entre os mésons leves e pesado-leves,
é uma consequencia direta do acoplamento com o campo de Higgs, que gera uma grande
massa ao quark charme ¢ em comparacao com os quarks leves. Observamos que a de-
composicao de sabor dos raios de carga fornecidos pelo modelo de vértice simétrico é
consistente com os célculo de QCD rede (LI; WU, 2017), onde em particular o conjunto C1

foi usado, e as massas D" e D} foram encontradas proximas aos valores experimentais.

No modelo observamos que quanto mais pesado é o ¢, os raios de carga do D™ e D}
diminuem e saturam, pois a contribuicao dominante para o raio de carga vem do quark
leve. A contribuicao do quark leve para os fatores de forma dos mésons pesado-leves é
essencialmente dependente do valor minimo do ponto de ramificagao do corte que o modelo
apresenta em Mg + fip+p+y — Mp+(pt), que € pouco sensivel ao aumento da massa do
charme. Tal caracteristica, citada acima, é particular do modelo de vértice simétrico, e
¢ capaz de incorporar aspectos do limite de quark pesados da QCD, onde o centro da
forca confinante fica no centro de massa do méson e, portanto, a distribuicao de carga
torna-se independente da massa do quark pesado. No entanto, esse modelo nao possui
o confinamento absoluto dos quarks, e eles sao representados como estados ligados dos

quarks constituintes.

A simetria de sabor SU(4) é fortemente quebrada, conforme foi manifestado através

das contribuicoes de sabor para os fatores de forma, onde encontramos no caso do D' que
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F.i.(¢?) > Fy.4(q%) e saturando a razao acima de 3 GeV?, atingindo um valor ~ 5. Para o
D7, observamos o mesmo comportamento que para o DT sendo que Fis.(¢?) > Faes(q?) e
a razao saturando em um valor em torno de 5 acima de 3 GeV2. Esta de fato é uma forte
manifestagdo da quebra da simetria de sabor SU(4) na estrutura desses pseudo-escalares
pesados-leves. Também observamos que a decomposicao de sabor dos fatores de forma
DT e D estao de acordo com o célculo de QCD na rede (LI; WU, 2017), onde o conjunto

C1 foi usado, com resultados na regiao do tipo espaco até 1.2 GeV?2.

A estrutura dos mésons Dt e D} pode ainda ser estudada em muito mais detalhes den-
tro deste modelo de vértice simétrico, enfocando nas distribuicoes de parton generalizadas,
distribuicoes de momento transversal generalizado e finalmente fungoes de fragmentacao
dos quarks pesados, que deixamos para futuras investigacoes, bem como a aplicacao do

referido modelo para estudar mésons B, que quebra fortemente a simetria SU(5) de sabor.

Na segunda parte do presente trabalho, o entendimento do modelo da Ref. (MELLO
et al., 2017) para o pion é aprimorado, nesse modelo a amplitude de Bethe-Salpeter in-
corpora a auto-energia do quark, onde a funcao de massa depende do momento, e esta
por sua vez determina o vértice pseudoescalar quark-pion no limite quiral (massa de cor-
rente do quark nula), considerando a validade teérica das identidades de Ward-Takahashi
quirais. Nesse modelo a parte vetorial da auto-energia do quark foi desconsiderada por
simplicidade. Para a funcao de massa do quark temos apenas trés parametros, obtidos de
ajustes dos resultados de QCD na rede no espago Euclidiano para a regiao do momento
tipo-espago (PARAPPILLY et al., 2006). Esses parametros sao, um pdélo na regiao tipo-
tempo em 0.846 GeV, a massa do quark de corrente de 0.014 GeV e o terceiro parametro
¢ aquele que produz o valor da massa do quark em momento zero, cujo valor é de 0.278
GeV . Com isto, o propagador do quark apresenta trés pélos simples, sendo que um fica
proximo ao valor da massa constituinte do quark, enquanto que os outros dois pélos sao

cerca de duas e trés vezes a massa dos quarks constituintes.

A nossa contribuicao foi construir a representacao integral de Nakanishi da amplitude
de Bethe-Salpeter do modelo que incorpora a fisica da quebra espontanea da simetria qui-
ral (MELLO et al., 2017), e utilizando essa representacao obter quantidades e observaveis
ainda nao calculadas, como a probabilidade de valéncia e distribui¢coes de momento. Téc-
nicamente, levamos em conta a decomposicao espectral de Kéllen-Lehmann do propagador
do quark, e em seguida construimos a representacao integral de Nakanishi (NAKANISHI,
1963), derivando as fungoes peso correspondentes as amplitudes escalares associadas a de-
composicao da amplitude de Bethe-Salpeter em bases de operadores no espaco de Dirac.
Além disso, como na primeira parte do trabalho, consideramos também propagadores do
quarks com massas constantes e com o mesmo vértice pseudoescalar do modelo descrito,
e obtivemos as funcoes peso de Nakanishi para efeito de comparacao com o modelo com-

pleto. Ao todo temos para o pion quatro amplitudes escalares que descrevem a amplitude
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de Bethe-Salpeter quando escrita em uma base de operadores no espaco spinorial de Di-
rac. No caso utilizamos uma base ortogonal e outra nao-ortogonal, e as fungdes peso
de Nakanishi associadas a essas decomposicoes sao relacionadas por um transformagao
linear. A representacao integral de Nakanishi permitiu obter de forma direta as projecoes
na frente de luz dessas amplitudes, expandindo o estudo comparativo. Como verificacao
do formalismo desenvolvido reproduzimos a constante de decaimento do pion obtida no

modelo original (MELLO et al., 2017), ap6s a normalizacao da amplitude de Bethe-Salpeter.

Obtivemos a componente de valéncia da fungao de onda do pion na frente de luz, nesse
modelo para a amplitude de Bethe-Salpeter, decomposta em termos das helicidades dos
quarks. Determinamos as componentes da fun¢ao de onda de valéncia nas configuracoes
de spin alinhadas (helicidades iguais) e antialinhadas (helicidades opostas), e com isso
fomos capazes de obter a probabilidade de cada componente de spin, ~ 60% com spins
antialinhados e ~ 10% spins alinhados, resultando na probabilidade total de valéncia
préximo de 70%, o que curiosamente concorda com o resultado oriundo da solugao da
equacao de Bethe-Salpeter para o pion na aproximacao de escada (PAULA et al., 2021), onde
os quarks tem massa constante. Apresentamos finalmente as distribuicoes de momento

longitudinal e transversal do pion.

Futuramente, temos a intencao de unificar o modelo com propagador dos quarks leves
vestidos para o kdon e os mésons D’s, o que torna mais interessante a contraposi¢ao com o
mecanismo de Higgs de geracao de massa, nos observaveis que apresentamos na primeira
parte desse trabalho, além de explorar outros observaveis que refletem a estrutura do pion

e dos outros mésons pseudoescalares.
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Apéendice A - Detalhamento da
integracao em £~ na féormula de

Mandelstam

A soma dos dois tragos na Eq.(3.15), escrita na representagao dos momentos da frente

de luz adotando o referencial de Breit e com a condi¢gao de Drell-Yan (¢7 = ¢~ =0 e

71 = (¢z, 9y =0)) , é dada por:

Tt = e ( — Ak 4 ARTED + ARTED 4+ 4k Tk Tpt — AkIpt — Akpt 4+ 4kTETp T — 4R2pT —
ARZp™Y — Akt p'™t — 2kapT o + 2kop g + kY GE 4 8k mgmy — 4pTmgmg — 4pF mgm,,
—4kz+m§> + [q+—ql.

(A.1)
Podemos reescrever a Eq. (3.15) de forma compacta como:
9 kold/ﬁdk 2 Al 1 Al
5 @) = -2 [ (e Swme)
Cum Cu  Cu
(W ) (W ) 2

Separamos nos colchetes os denominadores dos propagadores, e observe que usamos a
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métrica da frente de luz para todos os invariantes de Lorentz, assim temos:

[1q;q] = kT [k_ - ((hl)Q(q) - ie)(k+)_1] ) com (hl)q(q) = ki + m;(q) ;
200)] = T =k [p7 =k = ((ha)gg —i€) (0™ —kT)']  com  (ha)gq) = kT +mly ;
Baa] = @ =k [T =k = ((ha)gq — i@ = k"), com  (ha)yq) = (0 = k)T +miy
4 = k" = (ha—ie) (k")) com hy=kT 4 pd
Bl = "=k [p" =k —(hs—i)(p" —k")7'] . com hs=(p" —k ) +pis;
6] = k" [k" = (he —ie)(k")'] . com hg =kl +pd;
7 = @k [T -k = (hr—ie) @ kT com hr= (" — k7)1 + i

Como iremos realizar a integracao em k™~ via teorema de residuos de Cauchy, identificamos

na Eq. (A.2) 10 pélos ou os zeros dos denominadores escritos acima, com isso temos que:

o hl — 1€ o hlf—’L’G . o hg — 1€

qu: qk+ 3 k1q:27+§ qu:p —ﬁ;

- hgq—l.E' - fgq—’L’E' - hgq—’iG'

kyg=p Tt — kb 3¢ — P Ttk 3g — P Tt — R

_ hy—ie _ _ hs —ie _ hg—ie _ _ hy — i€

ky = R ks = —ma ke T ky = _W(AA)

Temos dois intervalos de valores do momento longitudinal k™ para analisar a posicao
dos polos em k—, uma vez que as demais regioes de k& correspondem a pélos no mesmo
semi-plano de k£~ complexo e portanto a integracao via teorema dos residuos conduzem
o resultado a zero. Os dois intervalos relevantes para o cdlculo de residuos sao dados

por (i): 0 <kt <pte(it): p" <k <p™ como representado na Fig. A.1.

b Im[k~] ]
° ° ° ° ° ° . R R
ko, Koy ks, ks, k3 ky ks, k3 ko
° ° ° ° _ e o o o e . . -
k;q qu k; kg Re[k ] qu qu qu kj2§ k:4— k,5— k:G_ Re[k’ ]

FIGURA A.1 — Posicao dos pélos em £k~ no plano complexo para os intervalos (i) : 0 <
kT < p* (painel esquerdo) e (i7) : pT < k™ < p'" (painel direito).

No intervalo (i), teriamos a contribuigdo do termo de par (MELO et al., 2002; MELO
et al., 1999; MELO, 1998; HE; DONG, 2006; BAKKER HO-MEOYNG CHOI, 2001). Porém a

integral em k£~ ao longo de um contorno R fechado do plano complexo contendo o eixo real

(A.3)
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e 0s polos kg, k

3 k7, dados na Eq. (A.4), resultard proporcional a g*. Considerando a

condigao de Drell-Yan, ¢* = 0 , teremos que a contribuigdao da egiao (ii) sera nula.

Na integracdo em k~ devemos considerar apenas o intervalo (i) para k', com isso
contribuem para o calculo dos residuos os pélos dos propagadores do quark espectador ¢,
do antiquark espectador ¢ e do termo [4] originado pela funcao de vértice pion-quark (ver
Eq.(A.3). Tomamos um contorno fechado R no no plano complexo de k~ que contém o
eixo real, temos que a Fig.(A.1) mostra uma menor quantidade de pdlos no semi-plano
inferior, onde encontramos: ki, ; ki, ; k; e kg . Para a integracao em k~ deve-se observar
que ky = kg

Desta forma, considerando a regiao (ii), e tomando o contorno fechado R, como um
semi-circulo no semi-plano inferior com raio tendendo ao infinito, podemos desprezar a
contribuicao a integral em £~ no contorno do semi-circulo, desde que temos poténcias
suficientes de k= nos denominadores. Assim resulta, que a integral em k£~ da corrente
eletromagnética da Eq. (A.2) é obtida trivialmente da soma dos residuos nos pélos simples
ky; ou ki, e no pélo duplo k; = k. As duas integragoes remanescentes em ke k| sio

realizadas numericamente usando quadraturas de Gauss-Legendre.



Apéndice B - Célculo de U (k,p)yT

7

k-p y
v ok, p)yt = 47" [75% - %%@2 + < = — i) V53 + 50" pukﬂsm} v,

M

s M7T Mg

(B.1)

calculando termo a termo, a partir da equacao acima. Para o primeiro periodo, temos:

Vi (k,p)yT = =(vF)*s ¢a(k,p) = 0.
Para o segundo mandato, teremos:

+£ L + A +¢2(k3,p)
¥ Mﬂ"’@( D) Y V5 A

= 2" —h") v *

= 2" =) (=)
0
_ _2 + 4 /-J:\Jr
= (20" +PyTY T )
+

2p "
= — k. p).
MF%’Y <Z52( 7]9)

No entanto, como estamos trabalhando no C.M, p™ = M, assim escrevemos

7*%%%(%&)7* = 297" ¢o(k, p).

(B.2)
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Trabalhando com o terceiro termo:
B i =
175 Vsp3(k, p)yvT =

k
= 4% ( IE )]5’757+¢3(k p) - ’7+Mi’75’7+¢3(kap)

= 7y ( ) 3(k,p) — *%’m*%](\jﬂp)
— (2t — ) ( ) (k) *%f\zp)

¢3(k,p)
M

——
= (2pTy7* +J5M ( )¢3kp 2k syt + kTt A)

K /\(Mﬂ) ot
p
= 295" (—M3) p* I ¢3(k,p)

= 297" (k p) yba( p)

kM, + k™M,
= 277"

} ds(k,p) = 257" (;\4 + Z) o3(k,p),
(B.4)

2M?2

’7T

usando a métrica da frente de luz, o produto interno dos quadrivetores é convertido.
Lembrando que, em nosso sistema de referéncia, temos: p™ = p~ = M,; p. = 0.

Finalmente, para o quarto termo, da Eq. (B.1), teremos:

i Vv
7 ek sdakp) 7 = —p Vi kA Gk, p)
g -
(ML ) (k)
2 +17 —
- 7 ki1 ¢a(k,p). (B.5)

coletar esses resultados e substitui-los na Eq. (7.4)



Apendice C - Integracao em k= da

funcao de onda de Valéncia.

Devemos integrar em k~ contido na Eq.(7.18) Vamos comecar com a integral mais

interna, e pode-se escrever para ¢4(k,p) :

Lo (v, %)
kp)= | di | " dy I 1

usando a métrica da frente de luz para os produtos escalares de Lorentz, k? and p-k, e

adotando pt = p~ = M,; \/;l\Q =~ ep, =0, teremos:

S R R e e e -
(kt+ 28=) — (===t + v + ) +ie]
(C.2)

logo, realizando a projecao na frente de luz, obtemos

balmz) = / K k. p)

= / / dZ// d’}/ g4(’y/72/)
(Kt + 2) — (—ZMapr 4y 4 o7) 4]
(C.3)

inicialmente faremos a integracao em k~,

S , ak_ - (C.4)
B (o R e S RS
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esta integral é a mesma mostrada abaixo:

Y dw o W)
/oo [Bx —y Fie]d + (—y F ic)? (C.5)

comparando e computando, teremos:

— Lt 4 ZMx
_ L mIk ) (C.6)
2% (e — o — 1 i)

Agora, a integral em 2/, contida em (v, z) sera:

—i ! 0 (kb + 2=
= —Z dZ/ g4(’}/, Z/) ( 2 ) 5 (07)
M .\ 2
2 Ja (Bt — 4 — o/ + ie)
mas para a funcao delta, temos
Z’M M, (2k* 2 2k
Et+ =" ) =6 |- "1 ==—9¢ "1 C.8
(o) ol Gl =an o Gree) oo
portanto
. 1 /
—1 62" = 2)
= 5 dz' 94(7,7 Z,) / (09)
M. ) (2o ket — g — o + i)
onde introduzimos a seguinte mudanca de varidvel: z = —2k*/M,. Executando a
funcao delta de Dirac: 2’ — z:
_ 947", 2) (C.10)

—1
a 2
Mﬂ' (_22247% —y— 7, + ZE)

como ja realizamos as integracoes em k~ e 2/, iremos substituir este tltimo resultado

na Eq. (C.3), fatorando o quadrado do sinal negativo presente no denominador
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i g1(7', 2
o) = [y — 2 1)
T 0 (’7 ‘|"7/ + z I T ZE)

faremos a integracgao em k- dos outros dois termos contidos no integrando da Eq.
(7.18), isso trard o outro componente da fungao de onda de valéncia, com spins antipara-

lelos.

5 (eath + (’“Mf) ol

dk~ _ k* dk~
- /—@ D)+ /—<z>3kp ol Y
dk~

—k? ¢3(k,p)

- ’QZ)(’}/,)

(7,2 2M

(C.12)

o termo complicado é k~¢3(k,p), identificaremos o mesmo usando a notagao Z, ele
possui uma singularidade e introduzindo a RIN para ¢3(k,p) jd com a métrica da frente

de luz , que pode ser manipulada da seguinte forma:

M M, M? M?
k= (2 — z)T =k (2 — 2)7 +z’zT’T +9 +y—ie+ (—z’zT’T - —fy—l—ie)

(C.14)

M

multiplicando e dividindo a integral em k~, que denotamos -, por (2' — 2)7
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> dk~ k(2 — 2) 4=
- :/ 5 Sakdh 5 3
T (2 — 2) M\~ (=2 + ) M= — (’y+z’z% +’y) —H'e]

—00

(C.15)

usando a Eq.(C.14), na anterior

2 2
9 o g k(2 = z2)x —|—z’z% +9 +v—ie+ <—z’z% - —7+ie)
. |

&
Ve (2 — = oo 2m [k:* 1\ Mz 1, M2 / ok
(—z+ 25" — <7+22T+7) —i—ze]
(C.16)
montagem duas integrais das fragoes parciais abaixo:
2 < dk~ 1
%k— - f / P} +
(2" = 2)Mr ) o 27 [k—(—z+z’)%— (7+Z’ZMT£+7'> +ie]
2 /°° dk~ 22 4y
’r 3
(' = 2)Mr [ oo 2m [k—(—z+z’)% — (’)/+Z’ZMT’2'+’}//> +ie]
(C.17)

usando as seguintes relagoes para o calculo da primeira e da segunda integral, respec-

tivamente:

Y dr e, B

/oo Bz —y Fie]? =2 (—y Fie) ' (C.18)
e, 8B

/oo [Bx —y Fie]d + (—y Fie)?’ (C.19)

aplicando essas duas relagoes, teremos:
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. M, M2
9 1 (—27‘r)i5 ((2:/ _ Z)%) N 1 (—71')@5 ((Z/ _ Z)T) (Z/ZT + Y + ’Y/)
I _ 9 M?2 . o 2
(z/ — 2)M, | 2w (—Z’ZT"—’Y—’Y’—FZE) 2m <_Z/ZMT7%_,Y_,V/_|_Z'E>

)

(C.20)

simplificando e usando a propriedade das fungdes delta de Dirac: y 6'(y) = —d(y), para

0 nosso caso, temos Yy = (2' — 2):

21 1
Q- =0'(2 — z)—l . (C.21)
M? 7, M2 g
W(—ZZT—”Y—”Y +Z€>
Retornando a integracao em 2’ e 7/, teremos
! / PY'/f / / / ! / 22 1
I = / dz/ dv'" g3(v',2") o' (= —z)W — . (C.22)
-1 0 T (—z’zT’f —’y—’y’—l—iE)

devemos realizar a integral na varidvel 2/, que denotaremos por 3./, usando o método

de integragao por partes, organizando a ultima expressao, temos:

1 !
T, — / d 83(7 %) 52— 2) (C.23)
—1 (—z’z% —7—7’+ie>

y 93(7'; ) .
(—Z’ZMTT2r —7—7’+i6)
du B ;o d ,Mg ;. - 0 o 1 .
7 = gg(’y,Z)dZ, [( Zz 1 Y=y e + 82/[93(7’2)] <_Z/ZMT72r _ry_’y/+i€>a
. 1o 2Mz 0 I
iy 93(7, ) (==%) - 921937, 2] Az (C.24)

M2 .
<_Z,ZMT’% -9+ if) <_Z'ZT” —Y=Yt “)
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v = 0(z —2), (C.25)

1
I, = 93(7’,2 Z) 6(z' = 2) B
<—,2:’ZT’r —y—°"+ ie)
1 1o —zM2 0 ro
/ 5(2/ _ Z) 93('.}; y 2 )( 1 ) 5 + 81‘2’2[93(7 s 2 )] dZ/ :
-1 <—Z,ZT”—’Y_’Y,+i€) <—z’zT"—’y—’y/+ie>
(C.26)

o termo de superficie desaparece, uma vez que g3(7',+1) = 0, apds calcular a integral
em relacao a varidvel 2/, evoluindo o delta de Dirac. A partir da expressao acima, obtém-

se o resultado final:

7 20 /7} . zM? g3(7, 2) B (9%[93(% z)]
Mz Jo ! (—7—7’——32%“6)2 (—v =7 - 245 +ie)
. / 0 /
2 % [ 5. 193(7, 2)]
= LMy van2)) + gy [y I (C.27)
™ /0 (’y +9 + = - ze)

retornando a Eq. (C.12), e usando a definicao de k™ = —zM, /2:

5 (sathm+ (5555 ) aten))

. / o] !
1 <—2Mw> 1 |z 2 [, 5 193(v, 2)]
5 va,2) + ga |5 O s, 2) + o [y 2
2M 2 2M, |2 M2 Jo <7+7’+ 213 _ie)

- ¢2(’Y7 Z)

Zgs(7,2)]
Y+ + 224—M3 - ie)

. 'Y,
= w2+ i) 5 [ @Y <

(C.28)
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Apéndice D - f; via componente da
funcao de onda com spin

antialinhada

Podemos obter a expressao da constante de decaimento da componente mais a corrente
axial, a outra maneira de calcular a constante de decaimento é da componente da funcao
de onda com spin anti-simétrico, e usar o componente positivo da corrente, na Eq. (7.36)

Como:

Triy*t 4 ¢(p, k)], (D.1)

N, d%i dkt dk~
ipt fr=

m)?2 2 27

trabalhando com a integral em k£~ e analisando o trago:

/ by 2P (1 (k, p)n (ks p) + Sk, p)dalks p) + Sa(k, p)bs(k, p) + S (ks p)a (ks p))].
(D.2)
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)Ty y°y)g1 (k. p) = Triy Tl (k, p) = 0;

3 P p
ii)Tr [7+75Mi75]¢2(k‘ap) = —TT[VWSVE’V“]M“%(&M = —4g™" T da(k,p)

er

i) T'r [y+y5 (% P - MLWMVE’) ]qﬁg(k,p)

pu(k-p k
= T?"[VW"’V“'V"’]%%(/W) -T T[V*VSV“VS]V"%(/W)

s

pu(k-p k
= —TT[’Y+’Y5’Y5’Y“]M¢3(7€, p) + Trly* 7%%“]#@(%,19)

k- k

= —4g™H %@(/@p) + 4g™H ﬁ’;és(k,p)
(k- Lt

Pk D)y hp) 4 5 ()

= M
(k- p) k"

_<k:+M7r +k:_M7r> 1 k*

9 m - VJ <753(/<77P)

ke — ket
M

- [ 22 2z v
iv)Tr 7*752M (Y = 7")75}puky¢4(k,p)
= ™

] oa(k,p):

v Dk
=-Tr [’Y+’Y5(’Y“’Y —5 7“)75} 2‘;\4 p4(k,p)

k
— T + (A AV VM PuRy — - D
= T[’Y (’Y Y el )} 2MW¢4(/€7P) = 0; ( -3)

0

introduzindo esses resultados na integracao em k~, teremos

—4/ ‘g{:—ﬁ_ (¢2(k,p) + (%) <b3(k7p)) : (D.4)

essa integral ja foi resolvida, quando estavamos procurando por um dos componentes
da funcao de onda, e vimos que seu resultado era justamente o componente com spin

antiparalelo, 4,(7,2) . Com isso, podemos voltar para Eq.(D.1)
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Afﬁ/’koL 4 (,2)

QN/f“%Wm%» (D.5)

agora devemos introduzir o componente da funcao de onda e fazer as seguintes subs-
tituicdes: v = |k |2 e kT = p 2 — dk = M=dz e ainda temos d*k, = |k, |*dk, df, logo:

e

y /”f dw’( > 927, 2) + 293('7/ ) 1 9; [gg(w’ z]
0 M) [t + 55 =i Mz (v 5% —ie)?]
(D.6)
trabalhando a integral na variavel ~ , teremos,
¥ 2) z !
fr = / cﬂ/ dz /fd’g('y z)+293(7 ?)
87?2 M 0 — i€)?
1
1 ’yf / 1 'Yf /
_ W/ iy gs(’YZ;]»\Z)Q ' B 5/ i zgs(’Y z) ’
m /o (Y+9 + == —ie| o €)?
(D.7)

usando o fato que g3(7/, 1) = 0, o segundo termo sera nulo, simplificando a expressao

restante, os termos com g3(7/, z) exatamente cancelar, teremos:

Jo= = 87r2M/ dﬁy/ dz/ “ (v+7 gi(vl Z)—ze)’ (D8)

finalmente, a constante de decaimento concorda, a menos que um sinal de menos, com

a Eq. (7.41) apos a integracao final na varidvel ~ acima



Apéndice E - Calculo do Traco da

Condicao de Normalizacao

A fim de calcular observaveis hadronicos, a saber no nosso caso, a probabilidade de
valéncia e o momento distribuicoes, a amplitude BS tem que ser adequada normalizado,

ele 1é

4
Tr[ / % 5 (57 = $/DUEPS b + F/DVED ey | = i 2 (ED

Onde, pela Eq. (6.1), o inverso deste propagador, teremos:

m3

-1 . 2 —
ST (k) = —i(f — M(k ))Z%—mo—m- (E.2)
Se derivarmos o produto dos propagadores entre colchetes, nés teremos:
& . L
7r| [ e lS ™ k= p/2) W (k)i 2% () | +
'k . .
71| [ e lS T 0 2V )i 2R )} | = i 2 (B3)
multiplicando ambos os membros da equacao anterior por p,:
&k _ .
7| [ a5 k= p/2) W) (i B2 VR D} +
d4k —1 . - . 2
Tr| [ Gt e p/ DUk ) /2 W)} | = i 22, (B.4)
podemos escrever a amplitude BS e seu conjugado como:
V(k,p) = Si¢1+ Saga + Ss¢s + Sadhy; (E.5)
U(k,p) = —Si¢1+ Saps + Ssps + Sudu, (E.6)
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e os elementos da base S; ja foram definidos na Eq. (6.44). Escrevemos cada componente

BS em uma representacao Nakanish, como fazemos na secao anterior

1 o NV

gi(7', %)
i(k,p) = dz d . E.7
%i(k.p) /1 Z/O 7[/<:2+z’/’{;~p—fy/+ie]3 (E.7)

Notamos que na normalizacao ele tem dois tracos, o primeiro, T{;), pode ser calculado

da seguinte forma:

d*k , ) .
Ty = /@gﬂw—w%wm—MwaMAN&m—&@—&%—&mxﬂwmx
(S1¢1 + S2¢2 + S3¢p3 + S4¢4)]
1 d*k

= 3 / WTT [(% — /2 — M(k2))(S11 — Sacpa — S3gps — Suga) P X

<m+$@+$@+$mwﬂ

4
— %/%TT (=K +p/2 — M(kg))%(smsl — Sapy — S3h3 — Saps) P ¥

(@+$@+$@+$m4

4
- ;/é#fd&ﬂ@—wﬂﬂﬂ%M%ﬂ%+$@+$@—$@Wx

(@+$@+%@+$m4

4
:_l/jﬁfr
2/ (2m)*

onde redefinimos os elementos da base, apdés manipulagao com 5 que era comum a

todos, conseqiientemente:

/ / k: ° 1 / )
Sy(k,p) = %7 S3(k,p) = M?{) V- ﬁk and S,(k,p) = —=0""p,k.;

W—Wwwﬂ%mw+$@+%@—&mmm+$@+$@+$m+

(E.8)
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para o traco T{z), de maneira semelhante, temos:

Tiz)

1 4
B _/ a'k .
2 ) (2m)4

—i(f +9/2 — M(k}))(S11 + S2¢p2 + S3tb3 + Saha) i f x
(=1)(S1¢1 — S2¢2 — S3¢3 — S4¢4)]

-1 d*k 2 ' ' ' 5
- / i 7 |12 = MO (01 + Sa + Sids + Si60)7 s x

(@+$@+%%—$mi

1 [ d*
! / 9k,
2 ) (2m)4

w+wmdw%mw+$@+$@+$mwm+$@+$@—$m1

(E.10)

A soma deles rende

1 [ d*
Ty +To) = 9 (2m)? X

Tr[— (F —#/2 + M(K2))(d1 + Syo + Sy — Syda)p(1 + Sado + Sybs + Sya)] +
Tr[(f +9/2 — M(k2))(¢1 + Sya + Ssds + Syoda)f(¢1 + Sapo + Sybs — Syéa)]
1 d*k
5/ (2m)* .
Tr[(— +9/2 — M(k2))(¢1 + Sao + Ssds — Syda)p(¢1 + Sy + Sz + Sya) +
(F+1/2 — M(E2)(¢1 + Sads + Sz + Sidalf(é1 + Sad + Ssé3 — Syéu)]
1 d*k
5/ (2m)* .
Tr — H(d1 + Sads + S3¢3) PSypa + KSyda i (¢1 + Syeo + Ss¢3)

1$/2(¢1 + Sor + S33)P(¢1 + Sar + S503) — #/2 Siba P Sida

—M(K2)(d1 + Sydo + S3d3)h(d1 + Sapa + Szds) + M(k2)Sypa #f Sy

—H(p1 + Sydo + Sy3) PSuds + KSids P (b1 + Sy + Szd3)

HB/2(61 + Saa + S3b3)P(d1 + Saa + Sybs) — $/2 Syba P Syda

—M(K2)(¢1 + Sado + Ssda)h(d1 + Sado + Syda) + M(k2)Siba f Sioha),

(E.11)
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adicionando termos semelhantes, reduzimos a expressao a:

d4k / ! ! ! / /
Ty +1p) = _/ (@) Tr{k[(¢1 + Sad2 + S303) PSads — Ss¢a P (¢1 4 Saba + S3¢3) }

4
/ggﬂHWWQ+$@+%@Wm+$@+%@>—ﬂwﬁ%@ﬁ
d*k M (kZ) + M(K?)
e
d*k M(kZ) + M (k?)
[or

_l’_

Tr{(¢1 + Sada + Syba)f(¢1 + Sacp2 + S3¢3)}

Tr{Sips# Spéa},
(E.12)

fazer os produtos e usando a propriedade que garante que o traco de qualquer produto

de um numero impar de ~* ¢é zero, a expressao resultante serd:

Toy+Te = _/gT];TT{[kﬁ Syl1a — [ ¥ Sﬂ¢1¢4} +
/ (;i]; X {Tr [g pf} ¢1¢1 + T [g Sy S;} do¢2 + T [g Sy s;,} bo3+

Tr%éﬁ¢5ﬂ¢wu+7%gé%ﬁ5ﬂ¢W3—TTgiﬂﬁ5ﬂ¢wu}—

d*k M(k2) + M(k?)
o =

{2 Tr[pf 5/2] 192 + 2 TT‘[ﬁ Sé] ¢1¢3} , (E.13)

para o trago da primeira integral, acima, devemos considerar as seguintes relacoes entre

as matrizes de Dirac,

Triyy"y*y] = 49" 9" — g"°g™ +¢"°g"") and 0" =i(y"7° — g*);
(E.14)

e ainda,
Triyy" o] = di(g"g" — g""g"); (E.15)
, no calculo, aparecera:

Trl(y"y" = a"y") 0] = 2 Trly"y” o] = 29" Tr[o™] = 8i(g"g"* — g"9"°).
(E.16)
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Entao nds temos:

rr{[kp-p ]St} = —grhaikia e - o)
= S O2R (k- pP)
= 8M? B, (E.17)
B(k?) = ]V;((k p)? — 2M2), (E.18)

Para calcular o traco da segunda integral, usaremos as seguintes etapas:
A Ny
i)T'r 5 Pl =2Mz;
i) Tr [’g S, S;] = 202
]é , 1 ]é , al
iii)T'r 5 Sy p Sy| =—Tr 5 Sy P Syl

2

/ ! / ! ! ! M / !
iv)como p Sy = =S5 P, logo Tr [lé Sy p S } =-Tr [lg P S; Sg] = —TW Tr[Sy S3] =

Mg 4 9 (k-p)2 2 2 2 2

v)provaremos que : P Sy = M, S;. de fato :
§ =gz (50M" = 7)) ok =~ b0~ ) =
Lo 2 (k- p)
Ok -2 - (S -

Entao, usando a identidade comprovada acima, teremos :
¢ ’ ’ 1 ’ ’ M M2 4 9 (k . p)2
Trb S, 54} =317 [Mﬂngwsg] ST [5 S] il Gl v
= —2 M? B(k?), (E.19)

na terceira integral, da Eq. (E.13), teremos os seguintes tracos para realizar:
Tr []zﬁ s;} —4M?2 e  Tv []zﬁ S;,} —0. (E.20)

Apresentando esses tltimos resultados na Eq. (E.13), e fazendo as necessérias simplifica-
¢oes, chegaremos a:
Ty +Te) =

d*k d*k
—8M? / @) B(k*) ¢p1¢a + / ant [2M2 P11 + 2M2pocha + 2M2B(K*) 33 + 2M2B(k?)p4a]

—AM; [M(k2) + M (k)] / (d4’;4 Po1, (E.21)




APENDICE E. CALCULO DO TRACO DA CONDICAO DE NORMALIZACAO 142

fatorar e escrever tudo em um tunico integral e aplicar a condi¢ao de que a soma dos

tragos é igual a —i2M2:

Ty + T(oy = —i2M}

4 M (k2 M (k2
2M; / % [¢1¢1 + G202 + B3z + Boads — ABp1dps — 2 ]\(4:)¢2¢1 -2 ]\(4:)@‘;51
= —i2M?2. (E.22)
Portanto, a normalizacao lé:
j /d4_k D16 + oty + Bsds + B — By — ——[M(k2) + M(kD)]adr| =1
(2] 191 + @202 393 494 194~ 3 q q/1P2PL = 5
(E.23)

onde, as funcoes dinamicas de massa do quark, para cada um dos quarks sao escritas na

frente de luz como:
1
M) = mo-— m3<(kz +p/2)% — A2+ ie) ,

M#2) = mo— m3<(/<: —p/2)% = A2+ ie) o
(E.24)

Devemos apresentar a RIN para cada funcao escalar ¢;, obtém-se:

! ! PY} / ! g 1o I
1 = /1d2/0 dry /le/O dw«41[91(%2)91(%2*)+92(%Z)92(%Z)]

1 / ,y./f ! 1 ,y'f ! !
+ /1d2/0 dry /1dz/0 dy «42[93(7,72,)93(%2)+94(’Y,7Z,)94(%Z)—491(’%2)94(%2)]

1 ’ PY} ’ 1 k& / Y
- / dz / dry / dZ/ dy Az g2(v 52 )g1(7, 2)s
-1 0 -1 0

onde definimos as funcgoes:

(E.25)

A = Z/ d*k 1 1
b @A [R2+p- k! — +id]P k2 +p-kz — v+ i€]?

w Z/ ik B(k?) 1
2 QA [R2+p- k! — +id]P k2 +p-kz — v+ i€]?
Ay — / 'k 2 M (k2) + M(k2) 1
Q2m)* My [k2+p-kz! —+ +ie]P k2 +p-kz — vy +ie]®

(E.26)
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E.1 Calculando a integral da funcao A,

o fd% 11 [ d'% T®6) [ Lo a? 6(1—v—u)
Ao Z/WP_%P_S”/WW)F@)/O o [

[ d% T 3002 (1 — v)?

- Z/ (277)4/0 dv [P + (1 —v)P]8

B Z/ d*k /1dv 3002(1 — v)?
B @2m?t Jo  wk2+p-kZ —v +id)+ (1 —v)(k2+p-kz — v+ i€)]S

B 2,/ﬂ/ldv 30 v2(1 — v)?
a @)t Jo R4k -ploz + (1= v)z] =70 — (1 —v) + )¢
(E.27)

neste ponto iremos introduzir uma nova variavel ¢, tal que ¢ = k+ Ap/2, onde
estamos considerando que N = [v2' + (1 —v)z]|, e eta =ve + (1 —wv)e. Manipulando

. ~ M2 .
a defini¢do de ¢ podemos reescrever a expressao k* + k- pz’ = ¢ — N?=F | assin:

' 2 2 d'q 1
A = 2/ dv 30 v*(1 —v) / 1 JYE) ,  (E.28)
0 (2m)% g2 — M22E — /v — (1 — v) + in)®

aplicando a mudanca d*q — id*qp, e usando a identidade abaixo:

/ddq 1 i T(n—d/2)< 1 )"d”’ (E.29)

(2m) (¢2 — m2 +ie)"  (4m)¥2  T'(n) —m? + i€

entao teremos:

3 1 201 _ )2
A = — 2/ do - v (1 —v) .
321% Jo (N2 + 40 + (1 — v) + in)

(E.30)
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E.1.1 Calculando a integral da funcao A,

A — KB / d*k (k-p)? — k>M? 1
T MA@t R kopy — o + i€ R+ k-pz— v + i)
: 4 1 201 _ )2
_ L/dk((k.p)Z_kZMg)/ dv 30 v(1—v) ,
7 @)t o [F+E-pz+(1-v)z] =70 =91 -v)+in)°
— %/ d?} 30 U2(1 _ ,0)2/ q4 ]\4(2q p) ﬂ'q
Mz Jo (2m)* (g2 - N2=E — v — (1 —v) +in)®
1 J4 2 2
= —W/ dv 30 v*(1 — v)z/ qi e Qo 1 —,
7 Jo (2m) [—q% — N2=E —y'v — (1 —v) +in)b

Ig

(E.31)

realizando a transformacao d*q — id*qp, devemos introduzir varidveis euclidianas
s ) b

(p,@,01,0,) , aintegral que chamamos de Ig:

1 27 1 T ) 9 0 9
I = 1 /dP Pg/ dd)/ dcos(91)/ dfy sin®(6s) Mg cos”(62) + p .
(27T) 0 —1 0 [_pQ _ )\IQT-;\- _ ’}/,’U _ ry(l _ 'U) + Z’I’]]G
2 /’T .4 p5
= —— [ dby sin (92)/dp 7
(27T)3 0 [_p2 _ )\QMT-% _ ,.Y/,U _ ,.Y(l o U) + “7]6
(E.32)
observe que :
™ T T 1 _ 2 9
/ dy sin*(62) = / dy [sint(62)) :/ dbs [M}
0 0 0 2
1 ™
= 1 / dfy [1 — 2c0s(263) + cos®(2603)]
0
_ L7 1+ cos(465)
= 3 /0 dbs [1 — 2co0s(203) + (f) ]
3" L[ L[r 3T
= - [ doa—= [ df 20 — [ db 409) = —;
8/0 2 2/0 9 cos( 2)+8/0 9 cos(462) P
(E.33)

para a integral em p, inicialmente facamos 1y = p?,
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5 1 00 2

/dp 2 2 Mz ? ‘6:5/ dy M? ’ -
[—p? = N2=F —y'v — y(1 —v) +in] 0 [y—AIQTW—WIU—W(l—U)+i77]6
4
1/°°d 1oy 1 [tdy () / _
2 Jo S e 23 ), T [y/€+1 ~ 2B [+ 1]6
h

1 [*® 2 _2w+1 11 1 1
_3/ ik S S (E.34)
203 Jy w 203 30 60[)\/2 ”+7U+7(1—U)—”7]

Entao podemos retornar a expressao Ip, na Eq. (E.32),

I 2 37 1 1 1
E = N 2 -
(2m)% 8 60[)\’2% v+ (1 —v) —ig3 64072 (N2 ME 4yt +y(1 —v) — i)
(E.35)
conduzindo este resultado para a Eq. (E.31)
R /1d v2(1 — v)?
T aRRT o My g1 ) — i
(E.36)
E.1.2 Calculando a integral da funcao A3
W 2 [M(k2) + M(2)| ) -
B Z/(Zw)‘lE[l{:2+k-pz’—7’+ie’]3[k‘z—{—kz-pz—w—kie]?” (E-37)

neste ponto, devemos lembrar que temos simetria na troca de 2z por —z e iSso nos

leva a também ter simetria na troca de (k+p/2) por (kp— /2) . Com esta uiltima
simétria, podemos escolher trabalhar com M(k?) ou M (kZ), portanto a expressao
anterior é reduzida a

- 2_/ d*k _— m? 1 1
PTOM, ) ot TP [(k+5)2 = X2 4ie] ) [+ k-p2/ —~ +ie]3 [E2 +k-pz—~v+ie
(E.38)
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dividindo a integral em duas, pois com isso podemos utilizar os resultados ja encontrados

para a parametrizagao de Feynman,

o = 2 mo / d*k 1 1
5 M, 2m)4 (k2 + k-p2! — v +idB k2 + k-pz — v +i€]3
2i m? d4k 1 1 1
/ — N +ie| [+ k-p2! — +id]B k2 + k- pz— +ie]3
= -A3a + Asp. (E.39)

Na integral acima, o primeiro sendo o mesmo que o resolvido em 4; menos que uma

constante multiplicativa, com isso temos que As,:

2m0
-A3a - Mﬂ— -Al
3 1 02(1 — v)2
= / dv (1=v) - (E.40)
16Mrm? Jo — [N2ME 4y 4y (1 — 0) + ]

o proximo passo serd simplificar os trés denominadores contidos em Az, usando os

truques de Feynman,

2m3i d*k 1 1 1
Az =

M, @m)* k2 +k-p+ Me — N2 4 €] [B2 + K -p2 — ' +ie]P [k2 + k- pz — 7y +ie]3
2 m3i d*k 11 1
M, (2m)* P P3 P3

2 m3i d*k §(1—v—u—2z)z? u?
= — d’U du dx
M, (277)4 (1 [VPy + uPy + 2 P5)7
360m2 v—u229(1—v—u)
= d d E.41
/ / v/ ! P1 P3)v+ (P — Py)u+ P3]7 (4

simplificando o denominador, teremos

Aspy = _360m2/ /dv/ du 1—v—u)2u2 0(1—v—u)

77
{kz2—|—[(1—v—u)z—|—uz’—i—v]k:-p—|—%—)\2—i—(v—|—u—1)7—u7’—|—ie}
(E.42)

para realizar a integral noloop d*k faremos a seguinte mudanca de varidvel ¢ = k+\"E,

onde estamos adotando A" = [(1 —v — u)z + uz’ + v).

. M2 . ~
Com isso chegamos a  k? + k- p\' = ¢*> — X’QT” e execute a seguinte transformacao
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d*q' — id*ql,

3 ol 1
Asp = 300 m / dv/ du (1 —v—u)?u® (1 —v—u)
M, 0

/ d* 1
4 7
(27T) {(q/E)Q—)\”QMT?r—l—MTET—)\2+(U+U—1)’Y—U’Y,+i€}
(E.43)

para fazer a integral em d%¢};, usamos a identidade representada na Eq. (E.29), entao

obtemos
(1—v—u)?u? 001 —v—u)
= d d
Asy, 4772M / v/ U )\//2M2_ -

=.
- +)\2+(v+u—1)’y+u7’—ie}
(E.44)

Com isso, ap6s combinar as expressoes dadas pela Eq. (E.40) e Eq. (E.44), finalmente
teremos que,

3 1
As = _4M7r772/0 o
' w LGS S - Ly e
. 5
[)\/2 ’f+’yv—|—’y(1—v)] 0 P‘”QMTTE_MTT%+>‘2+(U+U_1)7+U7/]

(E.45)
Concluindo, obtém-se:

+1 o) +1 o)

[ [T [ [T 6 000 + ) ()]
+1

/ dz ’/ dv’/ dZ/ dy As [g3(7',2")g3(7, 2) + 94(7', 2') ga(7,2) —491(7', 2") ga (7, 2)]

+1 0 +1
/ e /0 a [ a / dy (Asq + Agp)lga (7', )1 (1, 2)] = 1, (E.46)
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e finalmente obter, apds todas as integracoes anteriores,

+1 'Yf +1 v
1:(N2<32ﬂ>/ dz/ d’y/ dz/ d’y/dvvl—v

Gi1 + G22 G33 +Gua —4 Giu
X 7+

3
[%’%)\’2—{—7’2}—{—7(1—2})] 2M? [%’%)\’2—1—7’2}—%7(1—@)}

+1 +1 Vf
() [ [Pt [ [

2mg v2(1 — v)? " 2m? (1 —v —u)? u? (1 —v —u)
X 3 +/0 d [

I 5
4 VM2 Ly 4y (1 - w2 Mz ME N2 4 (vt u— 1)y + uy

(E.47)

Onde G;; = ¢:(7',2)g;(7, 2), reforcar que em cada g; g; temos um fator de normaliza-
cao N e ainda temos que a dependencia de z and 2’ fica contida em )\ e \”.
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1. Introduction

In the present work, we extend the previous study performed in [1] to test the sensitivity of
the pion observables to the model parameters, and, check the limitations of the model presented
with the original parameters. The model is built to fit the quark propagator in the space-like region
obtained by Lattice QCD calculations in the Landau gauge (see the reference [1] for details), also
the analytical model preserves the Lorentz invariance. The results from Lattice calculations used
here, have two degenerate light quarks, u and d, and, the heavy quark s [2, 3].

The quark model propagator is given by Sg (k) = 1Z(k?) [ — M (k*) + i€ - Using that the
pion is very close to the chiral limit, as a simplification, we not considere the momentum depen-
dence of the quark wave function renormalization factor, i.e, Z (kz) = 1. Then, the model for the
dressed quark propagator is written as Sg (k) = (|} + M (k*)) (k* — M?(k?*) + 1€) -

The running quark mass model in the space-like region fits lattice calculations [1, 2, 3], and it
is parametrized by the expression,

M(K) =mo—m? [I> =27 +ig] ", (1.1)

where my = 0.014GeV, m = 0.574 GeV and A = 0.846GeV, which we name initial parameter
set (IP) [1]. In the chiral limit, where the current quark mass vanishes, the scalar part of the self-
energy gives the invariant associated with the pseudoscalar component of the pion-quark-antiquark
vertex. In this way, the present model incorporates effects from quark dressing and dynamical
chiral symmetry breaking.

The quark propagator can be written in a factorized form, after solving ml2 =M (mlz)

(K2 = 22) (f+mo) — (K2 = A2) m3

Sk (k) =1 ) (1.2)
[Tim1 3 (k2 — m7 +1€)
where for the parameter set given above, only real poles at the positions,
my = 0.371 GeV, my =0.644 GeV, and m3 = 0.954 GeV,
are found. The propagator in the form
Sk (k) =1 [A()H+B(K?)] . (1.3)
has for the self-energies:
K222 2 22 — k2\md
A(K*) = ( 3 )2 , B(k*) = ( 3 )’? + A(K?)mo, (1.4)
[Tiz1 3 (k% — m; +:1€) [Tiz1 3 (k2 — m; +:1€)
We can make for A(k?), the decomposition below,
(kz_;tz)Z B 3 D, 03
Mici 3K —m7) 5 (2 —mf)’ .

and solving for D's with the IP set, one gets:

Dy =1.4992, D, =—-0.594098 and D3 = —0.0949811. (1.6)
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Figure 1: The running quark mass as a function of the momentum p, with the parameters from the previous
work [1] compared to the results from the parameters variations. Also, in the figure are shown the LQCD
results [3] and and the parametrization given in Ref.[2] .

Now, we must decompose B(k?) from Eq.(1.4) in the same way as above,

K2m3 — A2m3 3 Dimg— E;
—  +AP)my =Y (1.7)
[Tiz1 3 (k% —m3) I:ZI (k2 —m?)

and we find the following solution for the E's:

E1 =0.42401285, E, =—0.331377 and Ez = —0.07863548 .

The spectral decomposition for A(k?) and B(k?) reads,
Akz:/dz pa(K7) Bkz:/d2 P5(K°) 18
(k%) o e (k%) , e (1.8)
with the spectral densities given by,

1 1

pa(u?) = ——Im[A(u?)] and pp(u®) = —— Im[B(n*)]

which, in principle, for a non-confining theory should obey the positivity constraints for the Kéllen-
Lehman (KL) representation, &, = ps(1?) >0 and &2, = ppa(u?) — pp(u?) >0.
We can write the function A(kz), as

/ uzPA :Zk2 = /d 2D5 m;) (1.9)

—m

which leads to:

pa(W®) = Di8(u* —mi) + D28 (U — m3) + D38 (u* — m3). (1.10)

and also

pa(u E; © o E§(ur—m?)
/ “2 2_Zk2 Z/o du? [PTER (1.11)

i=1

\S]
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which has a spectral density given by:

ps(W) = E18(u* —mi) + Ex8(u” —m3) + E38(u® —m3) + mopa(u®) . (1.12)

We observe that the parametrization of the quark self energy leads to a violation of the positivity
constraints.

The pion Bethe-Salpeter amplitude (BSA) of this model can be written in terms of the Nakan-
ishi integral representation (NIR) [4, 5]. The pion-quark-antiquark vertex denoted by I'z(k, P) has
the general form below,

Ur(k; P) = ¥5[tEx (k; P) +PFy (ks P) + k" Py KG (k; P) + Ouvk* PYHy (k3 P)] (1.13)
Considering the chiral limit, we have for BSA model the structure below:

N ysm?
e AU+ B(K)] (1.14)

where k, = (k+P/2), kg = (k— P/2) and Eq.(1.3) for the quark propagator. In order to obtain the
integral representation of the BSA model, we use Feynman’s parameterization, elaborated in the

W, (k; P) = — [k, +B(K2)]

identity below:

1
(k57— 12 ek 2—ﬂ+zen<k—£>2—u2+ze1 B

_/ dy/ F(v.z:m' 1 M) (1.15)
k2+zk P+y+ie]

where 20(14z—2a)06(a—z)0(1—a) 6(a)

242 + M2 /4 — p” — 2|

F(vz:pn) = , (1.16)

and
Y—z(W =AM /4) + A7
QA2+ M2 /4 —u? —pu”
The BSA from Eq.(1.14) can be decomposed in terms of the Dirac operators,

a(y.z ' 1) = (1.17)

Wr(k;P) =15 01 (k, P) +kg ¥5 x2(k, P) + Yskq x3(k, P) +K; yskg xa(k, P) =
m N S
2 ¥ 2 2 m ¥ 2
Al b — _e b 2
(k )kl] k2 ;Lz+18 (kq)kq (k )kl] k2 7Lz—|—18 ( q)

o MNP AN
(k) —A%24+e — A2+

Az = B(kg) 13
and the invariants y;(k,P) can be written with the Nakanishi integral representation (NIR), with
weight functions determined analytically as shown in the following.

In order to obtain the invariants, x;(k,P), we introduce A(k7), B(k3), A(k%) and B(k%) in
Eq.(1.18), that leads to:

Pun(?)  m(=n) [a - P () (1.19)

(kP :/wd n .
%k F) o H [(k+5)2 —u?+e] [ — A2 +1e — )2 —u2 + e
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One can write the scalar functions, x;(k, p), with NIR as:

~+oo
Xi(k,P) / dY/ Gilr.zM) (1.20)
k2+zk P+y+ie]

and after replacing the spectral densities, py and pp, and integrating over the Dirac delta’s in
the y;’s, we obtain the weight functions:

Gi(1,z:P) = —m N Y (Ei+moDi)(Ej+moD;)Fj, Ga(Y,5:M) = —m* A" Y D; (Ej+moD;) Fyj,
i,j i,j

303 303
Gs(v.aM) = —m* /'Y Y (Ei+moDy) D; Fyj, Ga(yv, ;M) =—m* 4 Y. Y D; D; Fy, (1.21)
i=1j=1 i=1j=1
where 1 <i,< 3; and F;; are lengthy functions computed with the help of Eq. (1.16), which will
be presented elsewhere.

The light-front projection of Eq. (1.20) is the basic ingredient to obtain the valence wave
function:

- P teo dk— j oo (v.2.P
Wik = s [ Soukn =502 [ ar- e )

2
—oo Z2M—|kL|2—Y]2

where z = —%f—r and we have choosen P = 0.

In relation to the the previous work [1], we allowed a variation of the model parameters, to
check the robustness of the predictions for the the pion electromagnetic form factor allowing some
change in the quark mass function as the basic input from LQCD calculations. Such variations
gives also an idea of what to expect in terms of theory uncertainties when comparing with the
forthcoming data from the TJLAB laboratory (12 GeV upgrade TILAB) for energies above their
first results [6].

— T — T
| = IP parameters + 20 %
3 b — IP parameters

IP parameters + 20 % Huber et al. (2008)

— IP parameters
Bebek et al. (1978)
Huber et al. (2008)

Tadevosyan et al. (2007) —
L]
a
+ Tadevosyan et al. (2007)
[
<
A

A

*

m  Horn et al. (2006)

<« Volmer et al. (2001)
® Bebeketal. (1978)

0.8 —

Horn et al. (2006)
Volmer et al. (2001)
Baldini et al. (2000)

0.01

ool L
))(0 5 10 15 20

Q2 =- q2 [GeV/CJ2

Figure 2: The pion electromagnetic form factor calculated with the model from [1], compared with the
experimental data. The band represents results obtained from a 420 % variation of the parameters.

In the present work, the pion space-like electromagnetic form factor is calculated with a quark
electromagnetic current operator that satisfies the Ward-Takahashi identity to ensure current con-
servation [1]. For the original set of parameters we have a good agreement with the experimental



Minkowski Space Pion Model J. P. B. C. de Melo

electromagnetic radius for the pion, rﬁ’“” "=0.659+0.004 [fm], and also, for the weak pion decay
constant, f,f P+ =90.2764-0.0707[MeV] (PDG [11]). The new results for the pion electromagnetic
form factor shown in Fig.(2), electromagnetic radius and the weak decay constant, are found to
be consistent with the experimental data [7, 8, 9, 10, 11], taking into account a 20 % variation for
the model parameters. The resulting band encodes the present experimental data and provides an
estimation of the expected error in the prediction of the form factor for large momentum transfers.
Also, in the present work, we sketch the derivation of the Nakanishi weight functions of the model,
which will allow to investigate the effect of the quark self-energy in these functions preparing the
basis for more refined approaches.
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The electroweak properties of light and charmed D and D, pseudoscalar mesons are investigated within
a unified covariant constituent quark model. The quark-antiquark-meson vertices are assumed to have a
symmetric form by the exchange of quark momenta, which is successful in describing the light
pseudoscalar meson properties. The flavor decomposition of the elastic electromagnetic form factors,
electromagnetic charge radii, and weak decay constants are calculated. Based on the results a discussion on
the SU(3) and SU(4) symmetry breaking is made and a comparison with the pion and kaon properties to
highlight the Higgs contribution to the structure of these mesons.
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I. INTRODUCTION

The interplay between dynamical and explicit chiral
symmetry breaking in quantum chromodynamics (QCD),
drives the properties of the heavy-light pseudoscalar mesons,
like D and Dg, where dressing of the light quarks comes
together with the mass of the heavy partner from the coupling
to the Higgs boson. The consequence of the dynamical chiral
symmetry breaking is the dressing of the light quarks (u, d, s)
and the Goldstone boson nature of the pion and kaon (see,
e.g., [1,2]), while in heavy sector the charm quark basically
acquires its mass from the Higgs coupling, breaking badly the
SU@4) flavor symmetry, separating the Goldstone bosons
formed by ud and u5 from the cd and c5 pseudoscalars (see,
e.g., [3,4]).

The evolution of the structural properties of the pseudo-
scalar mesons within the SU(4) multiplet allows to study the
competition between the two mass generation mechanisms,
as the constituent quark masses change from a couple of
hundreds of MeV, of the order of Agep, to the GeV scale.
Each meson encodes the full complexity of QCD in
Minkowski space, namely its wave function, for example
in the light-front (LF), is spread out over an infinite set of
Fock-components [5], while by itself the dressed quark
degree of freedom encodes such rich structure and it is
considered a building block, since the primordial era of
studies of the strong interaction. Nowadays, QCD studies of

Published by the American Physical Society under the terms of
the Creative Commons Attribution 4.0 International license.
Further distribution of this work must maintain attribution to
the author(s) and the published article’s title, journal citation,
and DOI. Funded by SCOAP’.

2470-0010/2021/104(9)/096020(18)

096020-1

mesons are far beyond such naive representations with
several groups performing lattice (LQCD) calculations over
the world. Also, the dressing of light quarks, gluons and
ghosts have been computed within LQCD (see, e.g., [6])
strengthening the concept of effective quark and gluon
degrees of freedom as the building blocks in phenomeno-
logical descriptions of hadrons. On the other hand the heavy
quarks are barely dressed by gluons, and the Higgs coupling
being the dominant effect to acquire their masses.

The well separated mass scales of the light and the charm
quarks should manifest in the heavy-light meson internal
structure, as already recognized long ago (see, e.g., [7,8]).
The combined study of mesons, where the largest compo-
nent in their wave functions are the non-exotic ones, namely
a gqg, formed by a dressed light quark and antiquark or a
heavy-light gg pair, should allow us to follow the transition
in the internal structure when a light quark is substituted
by a heavy one. In the extreme situation where the heavy
mass tends to infinity, the heavy quark in the gg valence
component is placed at the center of mass of the meson,
while the light quark explores the confining QCD inter-
action. The pseudoscalar mesons radically change from the
Goldstone boson nature of the pion and kaon, associated
with dynamical symmetry breaking, to for example D and
D,, where the chiral symmetry is explicitly broken. Such
physical transition should be manifested in the structure of
these mesons, and in particular in their charge distribution. In
the heavy quark limit part of the charge should be distributed
at the short-range, while an another part at larger distances,
while for the pion and kaon, both the quark and antiquark
should bring somewhat similar charge distributions, apart
the individual charge carried by each constituent. This
sharp modification in the structure of the light-light to the
heavy-light pseudoscalars should be reflected in the elastic
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electromagnetic (EM) form factors, and in particular in their
flavor decomposition.

Experimental information on the EM form factors of the
pion and kaon are available in Refs. [9-13] and [14,15],
respectively. Furthermore the charge radii of the pion and
kaon are quite well determined to be, respectively, r, =
0.672 £ 0.08 fm and rg = 0.560 + 0.03 fm (see [16] and
references therein). However, it is still missing experimental
information on the elastic EM form factors of the charged D
and D, mesons, which would be essential to address the
structural modifications moving from Goldstone bosons to
the heavy-light pseudoscalars. On the other side, ab-initio
calculations of the D and D, charge radii at the physical pion
mass point are not yet available, although some results were
obtained within a 2 + 1 flavor LQCD [17] for pion masses
from 300 up to 700 MeV and with twisted boundary
conditions [18] for pion masses of 300 and 315 MeV. The
extracted charge radius were found around 0.4 fm for the
D™ and somewhat smaller for the D7, indicating the decrease
in the size of these mesons with respect to the charged pion
and kaon, as follows from the Higgs coupling to the heavy
quarks in opposition to the light ones acquiring dynamically
their masses. The performed flavor decomposition of the
charge radius clearly supports the physical picture outlined
before. Additionally, the EM form factors and the corre-
sponding flavor decomposition for the D* up to 1.5 GeV?
[17] and for DT and D] below 1.2 GeV? were computed
within LQCD [18]. It is of note that the scarce information of
the EM structure of the pseudoscalar mesons is contrasted by
the knowledge of the weak decay constants from the
experiments and LQCD calculations (see, e.g., [16]), which
is an important piece of information of the meson valence
wave function at short distances, and necessary to be taken
into account by phenomenological models.

The above discussion featuring the evolution of the
pseudoscalar meson structure from light to heavy-light
mesons as represented by their charge distributions, moti-
vates our study of z, K*, D*, and D] within a common
and covariant framework with a minimum number of
scale parameters, besides the constituent quark masses,
all embody in a Bethe-Salpeter (BS) amplitude model. It
corresponds to the matrix element of an interpolating
operator between the vacuum and the meson state which
is built with a minimum number of field operators charac-
terized by the meson quantum numbers [19]. The BS model
has a constituent quark and antiquark and a pseudo scalar
vertex with one scale parameter, in a generalization of the
model proposed in [20], applied with success to compute
the pion electroweak properties, and later on used to study
the kaon and D™ electromagnetic form factors [21,22].
Furthermore, the projection of the gg BS amplitude to the LF
gives the valence component of the wave function (see, e.g.,
[23,24]), which allows one to explore the valence quark
momentum distributions (see, e.g., [25,26]).

In the present work, the BS amplitude model [20] is
applied to compute the EM form factors of z*, K™, D™
and Dy, as well as their flavor decomposition, via the
Mandelstam formula [27], represented by the triangle
Feynman diagram. The model has constituent quarks u, d,
s and ¢, with fixed masses and one individual scale
parameter fitted to the well known value of each meson
decay constant. The model is covariant and conserves the
EM current, as the constituent quarks are point like, with a
bare current, which trivially satisfy the Ward-Takahashi
identity [19]. In addition, the decay constant is computed
from the antialigned quark spin component of the LF
valence wave function, which is derived from the BS
amplitude model.

In Sec. II, an analytical form for the Bethe-Salpeter
amplitude in terms of constituent quarks for the pseudosca-
lars, z*, K", D™ and D/ is proposed within a unified
covariant model, and from that the weak decay constant is
derived, and its association with the antialigned quark spin
component of the valence LF wave function is presented. In
Sec. III, the electromagnetic current for the elastic process is
constructed, the flavor decomposition of the elastic electro-
magnetic form factors is derived, and the method for treating
numerically the loop integrations with LF technique is
discussed. The results for the static electroweak observables
are provided in Sec. IV, and discussed in comparison with
LQCD calculations and other models. The electromagnetic
form factors from our model are discussed in Sec. V and
compared with the vector meson dominance model and with
experimental data for the pion and kaon, while for D" and
Dy with LQCD results. The work is closed in Sec. VI with a
summary of the main results.

II. THE COVARIANT FRAMEWORK
A. Quark-meson spin coupling: Effective Lagrangian

We adopt here a simple scheme to build the spin
coupling of the quark-antiquark pair to build the meson
starting from an effective Lagrangian. Note that, later on a
meson vertex will be introduced carrying a mass scale
dictated by the weak decay constant.

We start by coupling the quark to the pseudoscalar
meson field within the SU(4) flavor symmetry scheme,
which is expressed by the following effective Lagrangian:

15
- g I i
Lr = —g¥Msur™¥ =~ 55 (PAr®)el. (1)
i=1

where ¢ is a coupling constant, 4;(i =1,...,15) are the
SU(4) Gell-Mann matrices [28], ¢' is the Cartesian com-
ponents of the pseudoscalar meson fields, the quark field
is YT = (u,d,s,c) (T: transposition) decomposed in its
quark-flavor components and
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is the SU(4) pseudoscalar meson field matrix [29-31].

In particular, the positively charged pseudo-scalar mesons
which we focus in this study are selected from the SU(4)
meson matrix through the traces

nt = Tr[Msya) Agt], K* = Tr [Msya) Ax+].
Dt =Tr [MSU(4) Apt+), DY =Tr [MSU(4) AD;]v (3)

where the flavor matrices are given by:

het = = () + 1), 2 L e+ 125)
= ), Ag+ = ——= 14s),
\/il 2 K \/i 4 5
1 1
Apr = —= (A1 = 1A1a)s Apr = —= (A3 = tA1a), 4
D \/i( 11 12) Dy \/i( 13 14) ( )

and the corresponding physical mesons are indicated by the
subindices.

B. Bethe-Salpeter amplitude model

The effective Lagrangian from Eq. (1), is associated to a
meson vertex without structure and pointlike, introduced
only to guide us in a practical form to build both the spin
and favor composition of each meson. In what follows,
we will allow the meson vertex to have an extension,
represented by a scalar function to keep the covariance of
the model. In this way, the Bethe-Salpeter amplitude
model for the pseudoscalar mesons considered in this
study is given by:

Py (k. p) = S,(k)r° gy (k. p)AyS,(k = p).  (5)
where the constituent quark propagator is
Sq(k> = i[k_rhq"'le]_lv (6)
and the quark constituent mass matrix is diagonal,
dlag[mq] = [mw mg, My, mc]'

The vertex function for the pseudoscalar mesons,
M = (z,K*,D*, D), adopted in the present work is

K" DO
i e 0 -
+\/€+ W K D )
2 - '
s D
+ _ 31
Dy V12
Ay (k. p) B . + [k k. (7)
pu— ﬁ —
gApm\k, p kz—/l%,[—i-lé‘ p ’

which generalizes the model proposed in Ref. [20] for the
pion and the kaon [22] to the heavy-light case. The model
assumes that the infrared (IR) dynamics of QCD is
translated to the mass scale, p;,, for each pseudoscalar
meson in the SU(4) flavor multiplet. The ultraviolet (UV)
physics is reflected in the analytic form of the vertex
function. The constant C,; also depends on the meson and
it is determined by the covariant normalization of the BS
amplitude:

4

. d*k
2ipt = NCTr/ 2n) N3, (k, p)

X [13201Sy (k = p)r"S, (k = p)r23,S, (k)
+ 7048, (k+ p)r*S,(k + p)r S, (k). (8)

where it was made the simplified assumption that the
kernel which would have given origin to this particular
vertex function had no dependence on the total momen-
tum, as it is the case of the ladder approximation of the BS
equation (see, e.g., [26,32]).

The breaking of the SU(4) symmetry is reflected in the
variation of the mass scale u,, and the constituent quark
masses as a consequence of both mass generation by the
Higgs mechanism and the dynamical chiral symmetry
breaking. In particular, u,, is obtained by fitting f,, the
weak decay constant of the meson M, for a given set of
constituent quark masses.

We observe that the masses of the constituent quarks are
associated to an energy scale characteristic of each meson.
Such energy scale sets the initial condition for the
evolution to obtain the parton distribution function at
the different energy scales. For practical applications, it is
about 0.5 GeV for the pion (see, e.g., [25], but could
change with the meson.

Another comment is appropriate, in order to keep the
simplicity of the present phenomenological covariant model,
we have adopted the same form of the vertex function for
all mesons, which at large momentum behaves as 1/k?.
Such asymptotic form should naively correspond to the
situation where the quark and antiquark, exchange a very
large momentum, flowing through the one-gluon exchange
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interaction, that due to the asymptotic freedom dominates the
short-distance dynamics of the system (see, e.g., Ref. [33]).
Of course, we could have other types of vertices, at the
expense of introducing more parameters, but we chose to
keep the minimal number of scale parameters in this work,
namely one per meson.

C. Weak decay constant

The pion weak decay constant is a measure of the strong
interaction dynamical scale, and as such a fundamental
requirement that a model satisfies. The weak decay constant
comes as a balance of both short-range and long-range QCD
physics to the meson valence wave function, and therefore a
necessary constrain in phenomenological models. In the
present work, the chosen model satisfies such physical
requirement not only for the pion but also for all the
pseudoscalar mesons. The pseudoscalar meson decay con-
stants encode relevant physical information on the structure
of the pseudoscalar mesons, allowing together with the
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) matrix elements
[16,34] via the leptonic weak decay, M — Ilv; (I represents
the charged leptons, [ = e, u, 7) to obtain the weak decay
width. In the lowest order it is given by [16,34]:

Gt » mi \? 2
F(M - ll/l) = ngmlmM 1 _m—jzu |VlI1Q2| s (9)

where, G is the Fermi coupling constant, m; is the lepton
mass, my, is the pseudoscalar meson mass, and V, , is the
corresponding CKM matrix element.

The pseudoscalar meson decay constant, f,, is defined
through the matrix element of the axial-vector current
operator [19,35],

(OlALMY) = 1p, frpd™, (10)

where A,/; =g(0)y,7° %q(O) is the axial-vector current. The
indices j and k identify the isospin (flavor) components of
the current operator and pseudoscalar meson.

According to the diagram shown in Fig. 1, we obtain the
following expression for the decay constant, with the vertex
function from Eq. (7):

p—k

k

FIG. 1. Diagrammatic representation of the pseudoscalar meson
weak decay amplitude.

4

dk 1
= Ne [ G TP AL (1)

where the pseudoscalar meson is simply labeled by M and
the trace is taken over the spinor and flavor spaces. N. = 3
is the number of quark colors.

The decay constant f;, in (11) is evaluated in the rest

-

frame of the pseudoscalar meson, p* = (my,, 0), consider-
ing the plus component of the axial-vector current corre-
sponding to y*y> = (y° + )y, and the loop integration is
performed with LF momentum. After integration over the LF
energy k~, we obtain:

N, ! 7 0
fM—4n3/d2kLA dxyy(x.kiimy.00),  (12)

where y), is the momentum part of the antialigned quark
spin component of the pseudoscalar meson valence wave
function, given by:

+
ij(x, ]_('J_; P+v ﬁJ_) = ”’Pil—Mm/ZVI — /\agjzlmq, ma)
1
(1= x)(m3, — M*(my, pry))
1
x(my — M2y, my)

+ [m, < mg], (13)

X

+

.
where, x :’;—+, 0<x<1,and

RiP4+m? |5, —k P+ m? R
Mz(ml,mz):| J_| l+|pJ_ J_| 2_|pJ_|2-

(14)

X 1—x

Note that, the valence wave function is obtained from the
Bethe-Salpeter amplitude (5), by integration over the light-
front energy, k™, after the instantaneous terms of the quark
propagators are dropped out (see Ref. [23] for more details).
The plus component of the axial-vector current in (11) due to
the property (y*)? = 0 kills the instantaneous terms of the
quark propagator and the choice of y*y> to obtain the decay
constant selects the valence wave function with antialigned
quark spins (see Refs. [24,26]).

III. ELECTROMAGNETIC CURRENT

The quark electromagnetic current operator for the
photo-absorption process in a pointlike constituent quark
is defined by,

2 2 1- 1
j”:gflJ’”M'i‘gEJ’”C—ng”d—gEY”S (15)

where u, d, s, and c are the quark fields. In the flavor space
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diag[Q] = [ey, eq, €5 €] = [2/3,-1/3,-1/3,2/3],

is the charge operator defined by a diagonal matrix.
|

The matrix element of the electromagnetic current for
each meson is obtained from the Mandelstam formula
represented by the Feynman diagrams depicted in Fig. 2
(cf. Hutauruk et al. [36]):

d*k ) )
(p':M|}{|p; M) = —iN, / WQAM(kv P)gAwu (k. p)Tr [ 2yS, (k — p)Oy*S, (k — p')r* 23,8, (k).

(p's M|},

where the trace is performed over the Dirac and flavor
indices, and the total microscopic current is

(p'sM|j*|p:M) = (p"sM|j}|p:M)+ (p:M|}5|p;M). (17)

Note the above expression contains the two diagrams
shown in Fig. 2, and they are written in flavor space and
represent the photon being absorbed by each quark of
the meson.

The spacelike elastic electromagnetic form factor is
extracted by equating the covariant expression (16) to
the macroscopic formula of the current:

(p'sM|j*|ps M) = (p" + p*)Fu(q?), (18)

where ¢ = p’ — p is the momentum transfer and F;(g?) is
the elastic electromagnetic form factor.

We point out that the normalization constant C,, appear-
ing in the vertex function (7) is determined by F,(0) = 1,
i.e., the form factor normalization. In addition, the mass
scale, puy,, is fitted to reproduce the experimental weak
decay constant. The constituent quark mass values (m,) are
chosen according to previous studies [20,22,37] with
similar covariant models.

FIG. 2. Feynman diagrams representing the electromagnetic
interactions with pseudoscalar mesons for calculating the elastic
electromagnetic form factors in the present work, where
expressions for each meson are given in Eq. (22).

d*k .
p;M) = —iN, / Wg/\mk, P9y (k, p)Tr [P 43,8, (k + p")Or*S, (k + p)y* IS, (k). (16)

A. Flavor decomposition

We can separate the individual contribution from each
quark in Eq. (16) by writing the two traces as the sum of
two terms: one associated with the photon being absorbed
by the quark with charge +2/3; and other one corresponds
to the antiquark with charge +1/3. Therefore, we have that
for the sum of the two traces:

2 1
T = 2<§A’a‘5a +§Aga5>, (19)

which can be rewritten simply as:
Nypo = Tr [P Sg(k = p)r'Si(k = p')Sg(k)y°).  (20)

the same as (16) j/, where the diagonal matrix element of
the quark propagator is Sg for flavor a. The photon probes
in each case the quark or antiquark labeled a in the first
term and b in the second term of Eq. (19), corresponding
to the quarks (u or ¢) and to the antiquarks (d or ),
respectively.

Therefore, the matrix element of the current can be
decomposed in the quark flavor content according to:

(p's M| j*

. d*k
M) = _ZINC/WQAM(I{’ P )gAyu(k, p)

2 1
X (g AZBa + gAll;aB> ’ (21)

where the photon interacts with the quark a in the first term
and with the antiquark b in the second one. From that we
can write the flavor decomposition of the form factors

2 1
Fo (q2) = gFuau(qz) +§F¢_iu¢_i(q2)’

2 1
FK*(qz) = gFuM(qz) +§Fiu§(q2)’

2 2 2 1 2

FD*(q ) :chc_ic(q >+§Fc_1c51(q )’

2 1
Fpi(q?) =§Fm(q2) +§Fm(q2)- (22)
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In the SU(2) isospin symmetry limit with the u and d quark
masses being equal, Eq. (21) implies that F,+(g?) =
F,3.(¢*) = F3,2(¢%). For K*, D™ and Dy, respectively
the SU(2), S(3) and SU4) symmetries are broken. By the
charge conservation, it is required that

Fuiu(o) = F?u?(o) = 1,
Fcc—ic(0> = Fa_lcc_i(()) =1,

The partial quark contributions to each meson form factor
becomes different when increasing the momentum transfer,
despite the same normalization, as will be shown by our
calculations.

B. LF technique

The calculation of the elastic photo-absorption
transition amplitude, Eq. (21), is performed in the
Breit frame, with the choice of initial and final meson

four-momentum  p* = (y/m3, + 14> -1¢,.0,0) and

p* = (y/m}; +142.%4q,.0,0), respectively. Furthermore,

the meson light-front momentum components are
chosen as p*=p*t=p =p~, p| =(q./2,0) and
p1 = (—¢4,/2,0), which corresponds to ¢g* = 0 fulfilling
the Drell-Yan condition [38]. The form factor is obtained
from the plus component of the EM current J© = JO + J3,
implying in the usage of the quark current associated with
y" =7"+7*in Eq. (21), when the relevant Dirac trace is
performed, to give:

Fuulg®) = — (p'l i), (24)

2p

We should stress that the choice y* eliminates the instanta-
neous terms of the fermion propagators attached to the quark
EM current. The loop integration is carried out analytically

TABLE 1.

over k~, the light-front energy, and, after the integrations
over k™ and k, are performed. Relevant to observe that the
choice of the Drell-Yan frame and plus component of the
current is enough to eliminate the end-point singularities for
this pseudoscalar model (see [20,39]). However, for frames
with g™ # 0, in order to preserve the full covariance of the
model, it is necessary to take into account a nonvalence
contribution to the form factor [20,40].

As a technical remark, the Feynman parametrization
could be used alternatively to evaluate the one-loop
integrals, keeping the explicit covariance of the model at
all steps of the calculations. For our purpose, using the
light-cone variables, as we did, or Feynman parametrization
should not affect the quantitative results.

IV. STATIC ELECTROWEAK OBSERVABLES

The Bethe-Salpeter amplitude model for the z, K, D, and
D, has for each meson three parameters: the constituent
quark masses m, with ¢ from {u, d, s, c} and a mass scale
uy [see Eqgs. (5) and (7)]. The parameter y,, constrains the
model to provide the observed weak decay constant. We
work here with six sets of parameters, namely (A,B,C,D,E,
F), which respectively correspond to the pseudoscalar
mesons (z*, zt, KT, K™, D", D), as well as to the differ-
ent choices of quark masses as given in Table I. The choices
of constituent quark masses are: for the light quark mass
values of 384 MeV as estimated in [37] (386 MeV was used
in [37]) and 220 MeV [20]; the strange constituent mass
values of 508 MeV [37] and 440 MeV [22]; and, the charm
constituent mass value of 1623 MeV from [37], (see also,
the reference [37] for discussions). Note that, the constitu-
ent quark mass values for all the models (A), (C), (E),
and (F) are from Ref. [37] in the calculation. However, we
are assuming that the energy scale associated with each
meson should be the same, which may not be valid. We will
return to this point later.

The static observables considered, i.e., the charge radius
and decay constant, are shown in Table I, where the

Pseudoscalar meson static electroweak observables. The notation for the entries, (A,B,C,D,E,F) respectively correspond to

the different model parameters and pseudoscalar mesons for (z*, z7, K™, K™, D*, DY). In particular, the results with models B and D
are from Ref. [22]. Note that, all the relevant constituent quark mass values for the models A, C, E, and F, are from Ref. [37]. The
experimental data come from Refs. [16,34]. The masses m,,, mg, jty;, binding energy (e,,) and decay constant (f,) are given in [MeV].

The charge radius (ry,) is given in [fm].

Model/meson  Flavors — I(J7) m, my My

Expt Expt
€M 3% ™m Sm r P P

M M
(A) ot ud 1(07) 384 384 140 628 225 0.665 92.55 0.672(8) 92.28(7) [16]
(B) 220 220 300 600 0.736 92.12

(C) K+ us %(0—) 384 508 494 398 420 0.551 110.8 0.560(3) 110(1) [16]
(D) 220 440 166 600 0.754 110.8

(E) D* cd %(0‘) 1623 384 1869 138 1607 0.505 144.5 144(3) [16]
(F) DY cs 0(07) 1623 508 1968 163 1685 0.377 182.7 182(3) [16]

179(5) [34]

096020-6



EXPLORING THE FLAVOR CONTENT OF LIGHT ...

PHYS. REV. D 104, 096020 (2021)

available experimental data for these two quantities come
from Ref. [16], and from [34] for the D} weak decay
constant. In addition, the model binding energy shown in
the table is given by:

ey = my +mg—my > 0. (25)
The pion and kaon appear as strongly bound systems with
binding energies ranging from about 600 to 400 MeV,
respectively, for the best agreement with the charge radius by
fitting the decay constants. Both mesons are the Goldstone
bosons of the dynamically broken chiral symmetry, and their
masses in the chiral limit vanishes according to the Gell-
Mann-Oakes-Renner relation, indicating that these states
should form strongly bound quark-antiquark systems with
constituent quark degrees of freedom.

The Cutkosky rules [19] applied to the triangle diagram
(see Fig. 2) taking into account our model for the vertex
function, give that the relevant cuts as function of m,, that
have branch points in the regions:
pyg +my—my >0 and  py +mg —my > 0. (26)
These branch points are also clear in the analytic form of
Eq. (13) for the wave function. The minimum value of the
position of the branch point is actually the dominant scale
that determines the charge radius. From the perspective of
the closest value to the continuum, namely corresponding
to the minimum value among €, and the branch points in
Eq. (26), we can analyze the results for the parametrizations
after fitting the decay constants as given in Table I.

For the pion, one finds for sets (A) and (B), 469 and
680M MeV, respectively, for the closest branch point to the
continuum. That shows a strongly bound system of con-
stituent quarks, and not surprisingly closer values for the two
sets than the binding energies. For the kaon, the sets (C) and
(D) present the branching points at 310 and 326 MeV,

TABLE II.

respectively, that are somewhat closer than considering the
comparison only of the binding energies.

For the D, set (E), one realizes that in agreement with the
constraint coming from Eq. (26), the value of u,; ~ m,, and
the minimum branch point is actually at 122 MeV, that is
associated with the charge radius of 0.505 fm, while for the
D} we find 225 MeV, and a radius of 0.377 fm. The larger
value of the D branch point and the concomitant decreasing
of the radius with respect to D' come from the larger value
of fp+ and my in comparison to fp+ and m,. Therefore, the
quarks in Dy are in a more compact configuration than
the corresponding ones in D, and it is expect in general
that I'pr < TI'p+.

Analogous qualitative explanation of the fact that
rg+ < rp+ should be valid. As we will discuss later on,
LQCD results obtained using consistent data sets shows
that rp+ < rp+ [17,18], supporting our expectation.

The minimum value of the position of the branch point
is actually the dominant scale that determines the charge
radius. From the perspective of the closest value to the
continuum, namely corresponding to the minimum value
among €,, and the branch points in Eq. (26).

A. Pion and kaon

In Table II we present our results for the pion (A) and
kaon (C) charge radii for the sake of comparison with other
calculations [32,36,41-46]. Our collection of results from
the literature is by no means complete, and our intention is
just to place our model with respect to a sample that covers
continuum approaches to QCD with Euclidean Schwinger-
Dyson and Bethe-Salpeter, phenomenological ones with
and without confinement. In the table, we also show the
experimental results from [16,34].

The results obtained with the Euclidean Schwinger-
Dyson and Bethe-Salpeter equations with phenomenologi-
cal kernels that satisfy the axial-vector Ward-identities,
having dynamical chiral symmetry breaking in the

Decay constants and electromagnetic radii of z (model A) and K™ (model C) in the present model,

compared with the other works in the literature, as well as the experimental data in particle data group (PDG) [16].
The decay constants are in [MeV], and the charge radius are in [fm].

Reference I b Tt rg+ S/ fa
This work 92.55 110.8 0.665 0.551 1.196
Maris & Tandy [32] 92.62 109.60 0.671 0.615 1.182
Faessler et al. [41] 92.62 113.83 0.65 1.23
Ebert er al. [47,48] 109.60 165.45 0.66 0.57 1.24
Bashir er al. [42] 101

Chen & Chang [43] 93 111 1.192
Hutauruk et al. [36] 93 97 0.629 0.586 1.043
Ivanov et al. [44] 92.14 111.0 1.20
Silva et al. [45] 101 129 0.672 0.710 1.276
Jia & Vary [46] 142.8 166.7 0.68(5) 0.54(3) 1.166
PDG [16] 92.28(7) 110(1) 0.672(8) 0.560(3) 1.192(14)
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SU(3) sector were taken from Refs. [32,42]. A modern
approach along this direction [43] has the quark-antiquark
interaction composed by a flavor dependent IR part and a
flavor independent UV part. We also compare with results
from a relativistic constituent quark model, which imple-
ments a linear realization of chiral symmetry [41].

The solution of the Bethe-Salpeter equation for the
Nambu and Jona-Lasinio (NJL) model with proper-time
regularization is given in [36]. The results for the covariant
confining quark model treated in Euclidean space were
reviewed in Ref. [44].

Calculations performed in LF approaches [45,46] were
also presented in Table II. In Ref. [45] a refined light-
front phenomenological model for the pion and kaon
elastic form factors, relying on the use of Pauli-Villars
regulators in a non-symmetrical form, presents result
close to our findings. In Ref. [46], a model with color
singlet NJL and confining interactions was studied within
basis of light-front quantization.

The pion and kaon are strongly bound systems of con-
stituent quarks in the models presented, and in general they
are able to provide reasonable reproduction of their decay
constants and charge radii. This is the main feature learned
from Table II, and once the decay constant is reproduced in the
strongly bound system the charge radius follows [49,50].

B. D* and D,/ mesons

The comparison of our results and a selection of models
from the literature [41,42,44,51-54] is presented in

Table I1I, together with the outcomes of LQCD calculations
58-17,18,55]]. In the table we present the charge radii and
weak decay constants for D™ and DY mesons, as well as the
experimental data from Refs. [16,34], and in particular the
ratio fp+/fp+ = 1.226(31)(2)(3) [16].

The results within Euclidean Schwinger-Dyson and
Bethe-Salpeter equation framework with phenomenological
quark-antiquark interaction kernel that entails infrared con-
finement and ultraviolet one-gluon exchange from QCD
applied to the heavy-light mesons were taken from Ref. [42].
The calculations within light-cone phenomenological mod-
els with confinement come from Refs. [51,52,54]. A con-
fining potential model in instant form applied to describe the
heavy-light mesons were used in [53]. The results from
LQCD for decay constants were taken from Refs. [55,56],
the D™ charge radius comes from [17] and for D™ and Dy
from [18]. In general, the decay constants are quite close to
the experimental values, while for the charge radii there is a
spread in the theory results.

Our results for the charge radii, rp+ = 0.505 fm and
rps = 0.377 fm, are somewhat larger than the ones com-
puted within LQCD [17,18] and the models with confine-
ment [52,53]. The present model does not have explicit
confinement, as the meson is formed as a bound state with
about 100 MeV binding energy, and even considering that the
decay constants were fitted the charge radii, it is not strongly
constrained. Differently from the pion and kaon, the decay
constant does not seem to determine definitively the charge
radius. We can trace back this behavior to the dominant factor

TABLE III. D™ and D] weak decay constants in [MeV], and the electromagnetic radius in [fm] for various

models. Experimental data from [16,34].

Reference fp+ for rp+ p# fo+/fp+
This work 144.50 182.70 0.505 0.377 1.26
Faessler et al. [41] 149.20 156.98 1.05
Bashir er al. [42] 155.4 205.1 1.32
Ivanov et al. [44] 145.7 182.2 1.25
Choi [51] 149.2 179.6 1.20
Hwang [52] 145.7(6.3) 189(13) 0.4061%1%11% 0.300;%%122 1.30(4)
Das et al. [53] 0.510 0.465
Dhiman & Dahiya [54] 147.8 167.6 1.13
Tang et al. [59] 295(63) 313(67) 1.06(32)
LQCD
Aubin e al. [55] 142(2)(12) 176(2)(11) 1.24(1)(7)
Follana et al. [56] 147(3) 170(2) 1.16(3)
Chen et al. [57] 143.1(1.6)(1.8) 182.9(0.8)(2.0) 1.28(3)
Carrasco et al. [58] 146.6(2.6)(0.6) 174.8(2.8)(1.0) 1.193)(1)
Can et al. [17] 0.371(17)

0.390(33)
Li & Wu [18] 0.402(61) 0.286(19)

0.420(82) 0.354(18)
PDG [16] 144(3) 182(3) 1.26(5)
Ablikin er al. [34] 178.8(2.6)

096020-8



EXPLORING THE FLAVOR CONTENT OF LIGHT ...

PHYS. REV. D 104, 096020 (2021)

m,/x carried by the valence wave function, Eq. (13), to the
expression for the decay constant, Eq. (12), as the charm
constituent mass is substantially larger than the light quark
ones, in other words the heavy quark is close to the center of
mass of the system, which corresponds to the region that the
wave function is probed in the weak decay amplitude.
Therefore, naively it is quite reasonable that the light quark
in the BS amplitude is loosely constrained by fitting the decay
constant, however its contribution to the charge radius is far
more important than the charm one as one can check, e.g., in
the LQCD calculations [17,18].

The light quark within the heavy meson can explore larger
distances where the QCD infrared physics is relevant and
from where the meson gains weight, i.e., the mass is formed,
and thus, one should expect a correlation of the charge radius
and the actual value of mass of the charmed mesons found
within LQCD. In Table IV, we compare the charge radius of
D™ and D with the LQCD results from Refs. [18]. For the
D, meson the LQCD radius increases with the mass and
indicates that our result would be compatible, within their
uncertainties. For the D, although there is a slight increase of
the radius with the mass, these LQCD results have large
errors to make a firm conclusion from the comparison. In the
table we also show our calculation for the charge radius
changing the mass of the D™ mesons according to the LQCD
values. We observe that the tendency of increasing radius by
increasing the D' and D] meson masses as found in the
LQCD calculation seems to somewhat reproduced by our
model. This feature comes in our model due to the decreasing
of the binding energy, which leads to the increase of the
meson size. This suggests that the quantum mechanical
binding mechanism is somewhat acting in these heavy-light
mesons, even though the complexity of the quark confine-
ment mechanism.

TABLE IV. Pseudoscalar meson static observables with the
masses for D and D; mesons from LQCD ensembles (B1), (C1)
used in Refs. [18] to compute the EM form factors; and the present
model (E,F) parameters: m. = 1623 MeV, m, = 384 MeV,
my = 508 MeV, pup+ = 1607 MeV, and pp+ = 1685 MeV. The
mass and decay constant are given in MeV, while the charge radius
is given in fm.

Inputs (B1) (CD (E,F)
m}, 1737 1824 1869
mpy 1801 1880 1968
Static observ. BD) CDhH (E.F)
rp+ [18] 0.402(61) 0.420(82)
rp+ 0.347 0.422 0.505
fp+ 205.5 170.3 144.5
rps [18] 0.286(19) 0.354(18)
rp+ 0.281 0.312 0.377
for 243.3 219.4 182.7

The flavor decomposition of the charge radii of the
D™ and D} mesons is presented in Table V, where we also
compare our model with LQCD results from the linear fit
and quadratic fit extrapolating to the physical pion mass
given in Ref. [17], and from the ensembles (B1) and (C1)
used in Refs. [18]. The flavor contribution to the D™ and
D/ charge radius squared are defined as:

e =65 Pl
Ihea = 6;)qu3¢~;1(612)|qu,
o = 6y Pl o
Thts= 6%Fscs(q2)lq20, (27)

and the relations to the meson charge radius are

2 1
o = g’fﬁ c +§rf>+,dv
2 1
2 2 2
"ot =3 pie T3 05 (28)

The full charge radii given in Table V are largely
dominated by the light quark contribution, and we observe
this property is also shared by the LQCD calculations. The
heavy quark predominantly is placed close to the center of
mass of the heavy-light meson, while the light one is in the
region of about 0.6—1 fm distance from the meson center.
Amazingly, even being at the confinement region the
charge radius contribution from the light quark is quite
consistent with the more recent LQCD results from

TABLE V. Flavor decomposition of the charge radii of the
D" and DY mesons. Comparison with LQCD results from the
linear fit (L) and quadratic fit (Q) extrapolating to the physical
pion mass from Ref. [17], and from the ensembles (B1) and (C1)
used in Refs. [18].

This work

Radius (fm)

LQCD [17]

LQCD [18]

o 0.371(17) (L)  0.402(61) (B1) 0.505
0.390(33) (Q)  0.420(82) (C1)

i 0.226(24) (L)  0.17(15) (B1) 0.233
0.27229) (Q)  0.20(19) (C1)

-~ 0.585(57) (L)  0.692(61) (B1) 0.810
0.566(104) (Q)  0.718(82) (C1)

rp 0.286(19) (B1) 0.377
0.354(18) (C1)

ror e 0.119(50) (B1) 0.218
0.222(33) (C1)

rors 0.461(12) (B1) 0.576

0.545(15) (C1)
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Refs. [18], although we observe the tendency to over-
estimate these lattice calculations.

V. EM FORM FACTORS

A. Pion and kaon

The extraction of the pion charge form factor from the
experimental cross section for the exclusive pion electro-
production on the proton relies on the dominance of the
Sullivan process, due to the pion pole close to the allowed
kinematic region for small #’s [1]. In principle, it is possible
to perform exclusive electroproduction of K* in experi-
ments on the proton, to extract the form factor at higher
momentum transfers [1,60]. However, in the case of KT,
there is no recent experimental data for the EM form factor.
The experimental data obtained at CERN in 1986, come
from the most precise measurement for the K™ meson [15]
that exist up to the present, and what will be used in the
study of our model.

We start the discussion of the light pseudoscalar
EM form factors based on the vector meson dominance
(VMD) model, formulated by Sakurai and others
[61-63]. The charge form factors of z™ and K™ within
the VMD description are parametrized by the vector

mesons masses 1, and my, as:
"
Fro(q®) = (eu+eq) =", (29)
m P—
P
P 2
m m
FK*(qz):eu 2p2+e§ 2¢2’ (30)
m; —q mg —q
where in the spacelike region Q%> = —¢*> > 0. We assume

within the SU(3) flavor symmetry that the coupling constants
of the p and ¢ are flavor independent, i.e., g, , = G,a = Gp s
which implies in the expressions written in Egs. (29) and
(30). From that the ratio between the two contributions to the
form factor at Q> = 0 are the same as the quark charge ratio,
as in our formulation of the form factor for K™ due to the
charge conservation expressed by Eq. (23). As a matter of
fact, this is also verified in our model when the charm and
light quark contributions are separated in the Dt and Dy
form factors.

Furthermore, at the level of the VMD, we found that
the ratio between the quark contributions to Fg-(g*) for
Q* > mj is given by:

2
esFgs My

2
euF su m, (q2>>m‘2ﬁ)

mg
— —0.86, (31)
my

where the experimental meson masses are used [16]. For
comparison, the present model gives ~0.56 (at 10 GeV?)
with parameters from set (C) (see Tables I and VI).

TABLE VI. Partial ratios for the electromagnetic form factors
of pion (A) and kaon (C) at 10 GeV?, compared with the NJL
model from Ref. [36].

Model Fusu Fyus esFyys

Foau Faa €uFusy
This work 0.80 1.10 0.69
NIJL [36] 0.36 2.74 0.56

In Fig. 3, we present the results for the pion EM form
factor obtained with the parameter sets (A), (B) (see
Table I) and the VMD model in Eq. (29). In both panels
the experimental data from [9-13] are also shown. In the
upper panel of the figure, the individual quark contributions
are shown up to 10 GeV? for set (A), and the contributions
from the u and d quarks are in the ratio 2: 1, as it should be
from the model with SU(2) flavor symmetry.

The comparison between the results for sets (A), (B) and
the VMD model is presented in the lower panel of Fig. 3.
Note that the set (A) reproduces well the experimental
values of z charge radius and decay constant, while set (B)
performs better at large momentum transfers, but the charge
radius is overvalued (see Table I). However, both sets have
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FIG. 3. Pion electromagnetic form factor as a function of
g* < 0. Upper panel: flavor decomposition of F,(g>) for the
parameter set (A) (see Table I). Pion form factor (solid line), u
contribution—e, F, 5, (dashed line) and d contribution—e;F, 7
(short-dashed line). Lower panel: comparison between the
parameter sets (A) (solid line) and (B) (dashed line) with the
VMD model (dotted line) from Eq. (29). Experimental data
are from Refs. [9-13].
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form factors with the same analytical behavior at large
momentum transfer region, and only their normalizations
differ by a couple of tenths of percent. This suggests a
limitation in the chosen form of the vertex function to
describe the pion charge distribution. Indeed, models with
running quark masses and incorporating the asymptotic QCD
counting rules are known to perform better with respect to the
experimental data (see, e.g., [32,42,64]).

In order to overcome the limitation of the model, we
allowed a +20% parameter variation in sets (A) and (B),
keeping the pion mass fixed in Fig. 4. This changes both the
decay constant and charge radius, while it allows that
results with the variation of set (A) becomes much closer to
the experimental data, set (B) produces a band englobing
almost all the experimental data. In the chiral limit, where
the pion becomes massless the changes in the constituent
quark masses and mass scale parameter by a factor 1 will
give for the new form factor, f,(g?), the scaling relation:

f:(@) = £-(24%), (32)

and it represents reasonably well the band that one sees in
the figure.

A last comment on the pion form factor is in order. The
pion and heavy meson energy scales can be different, as we

— Set A+20 %

« Baldini (2000)
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4 Tadevosyan (2007)
06 » Horn (2006) B
) v
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Q’=-q"[GeV’]
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SetB + 20 %

08 o Baldini (2000)
= Volmer (2001)
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Q’=-q’[GeV’]

FIG. 4. Pion electromagnetic form factor calculated with
variation of the model parameters. Upper panel: band for set
(A) with £20% variation of the model parameters. Lower panel:
band for set (B) with £20% variation of the model parameters. In
both panels: set (A) (solid line), set(B) (dashed line) and VMD
(dotted line). Experimental data are from Refs. [9-13].

have pointed out earlier. The pion is a strongly bound
system of the constituent quarks, and therefore should be
associated with a somewhat larger energy scale with respect
to the heavy meson ones. This explains why the pion form
factor at large momentum transfers is better reproduced
with model B having lighter u and d quarks, in contrast with
model A, where the quark mass is appropriate for the heavy
mesons.

We present the results for the K™ form factor in Figs. 5
and 6 obtained with the two sets of parameters (C) and
(D) (see Table I). We also compare the results with the
VMD model and the experimental data from [14,15]. We
remind that the set (C) presents a charge radius and weak
decay constant in agreement with the experimental values.
The parameter set (D) reproduces the decay constant but
has about 20% difference with the experimental value of the
kaon charge radius. In the upper panel of Fig. 5, we show
the results obtained with the set C, for the full and the u and
5 quark contributions for the kaon form factor. In the figure,
it is possible to see, that the SU(3) flavor symmetry is
slightly broken, as the ratio e;Fs,;/(e,F,5,) > 1/2 for
0% #0. The same feature is also found in the NJL
model [36].

g — —
F = Dally (Exp.)
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R VI EAN
I [
o |
oL -
= 0.4 To—e 1
02f e e U
L L L T T
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0.8~ -
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Z o6 . B
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04} \\\ 4
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2
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FIG. 5. Kaon electromagnetic form factor as a function ¢ < 0.
Upper panel: kaon form factor (full line), u contribution—e,, F 3,
(dashed line) and s contribution—e;F7y,; (short-dashed line),
computed with the parameter set (C) (see Table I). Lower panel:
|Fx+|?, comparison between the results from parameter sets
(C) (full line), (D) (dashed line) and the VMD model from
Eq. (30) (dotted line). Experimental data from [14,15].
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FIG. 6. Kaon electromagnetic form factor square with variation
of the model parameters. Upper panel: band for set (C) with
420% variation of the model parameters. Lower panel: band for
set (D) with +20% variation of the model parameters. In both
panels: set (C) (solid line), set(D) (dashed line) and VMD (dotted
line). Experimental data from Refs. [14,15].

In the lower panel of Fig. 5 we compare the results for
the kaon form factor in the low momentum transfer region
up to 0.5 GeV? obtained with set (C), (D) and the VMD
model together with the experimental data [14,15].

One can see that this data cannot unambiguously resolve
between sets (C) and (D), with both somewhat consistent
with the experimental results. From Table I, we have that
set (C) reproduces the experimental kaon charge radius and
it is also consistent with the VMD form factor, therefore
taking that into account we could say that it presents an
overall better consistency with the data.

In the upper panel of Fig. 6, we examine the effects of a
+20% variation in the model parameters on the kaon EM
form factor using set (C). The band now encapsulates the
experimental data for the form factor. Although, the validity
of an analogous scaling property as verified for the pion in
Eq. (32) is questionable, as the constituent quark masses,
mass scale parameter and binding energy are large enough,
a similar band is found as in the pion case. However, the
20% change in the parameters of set (D) keeping the kaon
mass fixed as presented in the lower panel of the figure,
shows a quite large band. This is due to the fact that
decreasing the masses in set (D) by 20% makes the binding
energy drops from 166 MeV (Table I) to only 34 MeV,
producing a large increase in the radius, and consequently
the wide band observed in the figure.
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FIG. 7. The electromagnetic form factor ratios for the pion
and kaon using sets (A) and (C), respectively. Ratios of flavor
contributions to the pion and kaon form factors: Fg-/F .+ (solid
line); e, F 5,/ (e;3F7,a) (dot-dashed line), F 5,/ F 7, (dashed line);
Fs.s/ F 7,7 (dotted line); esFy,5/ (e, Fs5,) (dot-dot-dashed line). A
thin solid line is the reference for the SU(3) flavor symmetry.

The breaking of the SU(3) flavor symmetry is analyzed
using the sets (A) and (C) in Fig. 7, where we show several
ratios of form factors to evidence such effect in the spacelike
region. The ratio of the kaon and pion form factors goes
above unity at low momentum reflecting the more compact
charge distribution of the kaon with respect to the pion one,
while at large momentum transfers we observe that the ratio
stays below the unity. This can be traced back to the fact
that set (A) produces a pion form factor above the exper-
imental data at large momentum transfers, as well as above
the VMD results (see Fig. 4), while the kaon form factor
for set (C) agrees with the VMD one (see the lower panel of
Fig. 5). The VMD model from Egs. (29) and(30) gives the
ratio at large momentum transfers:

Fpr 2 m2
M S e, +es—2 = 1.24, (33)
Flr+ (C] ) n,
while QCD for Q% > Ajcp predicts that [65]:
Fosi(g? 2
Fela) _ Fx 1494003, (34)

Fﬂ*(qz) f;zz

where we have used the experimental value for the decay
constant ratio [16]. If we had chosen set (B) for the pion with
set (C) for the kaon to compute F g+ (q?)/F »+(q*), we would
have had a value somewhat larger than unity, toward the
QCD results, however the model does not have the pertur-
bative QCD dynamics built in, and we do not expect to
reproduce Eq. (34) in the asymptotic momentum region.
Indeed, emphasizing that our model is to be applicable at
low momentum transfers, we computed for Q% = 200 GeV?
the product Q°F,(Q?), which is already saturated around a
value of 1.96 GeV? for set A and 1 GeV? for set B from
Table I, while the asymptotic QCD formula Q*F,(Q?) —
16za,(Q?)f2 [65] for Q* =200 GeV? gives ~0.1 GeV?
with a,(Q?) from [16].
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In addition, in Fig. 7 the ratios of flavor contributions for
the pion and kaon form factors are shown. The ratio of the u
quark contribution to the kaon and pion form factors,
denoted by F 5,/ F 7, follows a similar trend as the ratio of
the full form factor, as well as e, F 5,/ (e;F;,7) apart the
factor 2 from the charge ratio, as for the pion F 3, = F,;-
At small momentum transfers, we observe that the con-
figuration where photon is absorbed by the u quark in the
pion is somewhat larger than in the kaon. The ratio of §
contribution in the kaon to the d one in the pion given by
F5.s/ F 7,7 presents a dependence on Q?, similar as we have
discussed, i.e., it reflects the more compact configuration of
the kaon with respect to the pion. We should say, that
despite the large momentum behavior of the pion form
factor for set (A) overestimate the experimental data, its
prediction in lower momentum transfer region should be
reasonable. As shown in the figure, the ratio between the §
and u contributions to the kaon form factor, namely
esFy5/ (e Fusy), clearly is above the flavor symmetric
value of 1/2 for larger momentum transfers as 10 GeV>.
Such an effect is quite visible in Fig. 5, when looking to the
individual flavor contribution to the kaon charge form
factor.

In Table VI, the ratios of flavor form factors of the pion
and kaon for the sets (A) and (C), respectively, and
presented in Fig. 7 are compared with the results from
the NJL model obtained in Ref. [36] at the particular value
of 0% = 10 GeV?. The results in the table illustrate once
more the SU(3) flavor symmetry breaking through the
flavor form factor ratios. Our results show the deviation of
Fu/F,z, and Fy;5/Fg,; from unity, which are consi-
derably smaller than in the NJL model reflecting that
set (A) overestimates the pion form factor at large momen-
tum. The results of the NJL model from Ref. [36] show a
larger symmetry breaking for these ratios. The ratio
between the § and u flavor contributions to the kaon form
factor (fourth column in Table VI) are consistent, even
taking into account that quark current is dressed in
Ref. [36], and in addition it shows that our Bethe-
Salpeter model has a small, namely about 10%, flavor
symmetry breaking for the up and strange quarks within the
kaon. One important difference to be pointed out is that the
NJL model as studied in Ref. [36], has infrared and
ultraviolet scales, while our model is less flexible, having
just one mass scale, which makes the present model more
robust against flavor symmetry breaking among the quark
contributions to the kaon form factor.

From the Phragmén-Lindel6f’s theorem it follows that at
large momentum transfers the asymptotic behavior of the
form factors in the spacelike and timelike regions must be
the same [66,67]. Therefore, in principle, we could com-
pare our results for space like form factors at large
momentum transfers with the experimental timelike
ones [68,69]. In Table VII, we present the ratios of
F,+/Fg+ at some large Q” values for our model calculated

TABLE VII. Ratio of the electromagnetic form factors for pion
(A) and kaon (C), compared with calculations from [36,70,71]
and experimental timelike data [68,69].

Reference 0? [(GeV/c)?] F.i/Fgt
This work 10.0 1.10
13.48 1.14
14.2 1.13
17.4 1.16
Hutauruk et al. [36] 10.0 0.87
Bakulev er al. [70] 13.48 0.53
Shi et al. [71] 17.4 0.81
Pedlar et al. [68] 13.48 1.19(17)
Seth et al. [69] 14.2 1.21(3)
Seth er al. [69] 17.4 1.09(4)

with sets (A) and (C), compared to results from other
models [36,70,71]. In the flavor SU(3) symmetry limit, all
the ratios presented in the table should be unity, which is
clearly not the case. Furthermore, QCD predicts that for
0% > Aqcp the ratio between the form factors approaches
f2/f% ~0.70 [65], which suggests by comparing this ratio
with the timelike experimental data, that Q> ~ 17 GeV? is
still not in the asymptotic region. In particular our results
for the ratio using set (A) and (C), for the pion and kaon
respectively, overestimate the ratio, and if we had used
instead set (B) for the pion we would have found a value
below the unity, as the other models. We emphasize, that
the parameter set (A) for the pion was chosen to analyze the
pion, as it gives a better representation of the form factor at
low momentum transfers, and in addition larger light quark
masses of this set avoid to unbind the D™ and D7, as we
have already shown when discussing the static observables
of these heavy-light mesons.

B. D* and Dy mesons

We study in what follows the D and D] EM form
factors and their flavor decomposition. In particular, we
illustrate quantitatively the manifestation of the SU(4)
flavor symmetry breaking on the contributions of each
quark to the form factor. We have used the parameter sets
(E) and (F) given in Table I, which fit the D™ and D] decay
constants, respectively. The masses of these heavy-light
mesons are the experimental ones and given in the table.
The comparison will be made with LQCD results of the
form factors for DV [17,18] for D7 [18], even though the
physical masses of these mesons were not achieved in these
calculations. This has an impact on the charge radius, as it
was verified in our discussion of Table IV. However taking
into account the quoted errors of the lattice calculations
our results are quite consistent with ensemble C1 used in
Refs. [18]. Such a trend will be confirmed by comparing
the form factors and the corresponding quark contributions
with such LQCD results.
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To have a phenomenological handle on the computed
form factors, we exploit the VMD applied for D" and D} :

2 mg/,,, 1 mz,

Fp(q®) =% T (35)
3mj,, —q* 3my—gq
2 m} 1 m?

Fp:(4%) = . L. (36)

_3m3/w—q2 3m§,—q

The expressions for the form factors based on the VMD
where the masses of J/W, p and ¢ determines the closest
poles to the spacelike momentum region in the photon-
absorption amplitude. The values of the vector meson
masses come from [16]. The VMD model form factor
gives for DT a charge radius of rp+ = 0.381 fm and for
Dy it gives rp: = 0.302 fm. These values are somewhat
close to the present model and also to the lattice results
(see the Table III).

The results for the EM form factors of the D™ and Dy
mesons are presented in Figs. 8 and 9, respectively. In
addition the flavor decomposition and the comparison with
LQCD results from [17,18] are shown. The three panels of
Fig. 8 are dedicated to the Dt form factor, where our
calculations with parameter set (E) given in Table I, and the
corresponding quark contributions, namely F;.; and F .,
are compared with LQCD results and the VMD model from
Eq. (35). In the upper panel, the LQCD form factors [17]
are shown together with the VMD, and set (E) models. As
anticipated in the analysis of the charge radii in Table V we
observe consistently that our model form factors are below
the results from [17] up to 2 GeV?.

The heavy quark contribution to the D+ form factor
shown in Fig. 8 decreases slowly as it sits at the center of
mass of the meson, while the light quark form a “halo”
charge distribution around the heavy quark, exploring the
confinement region. Despite of that the behavior of F
with Q2 is smooth making useful our model to represent
the heavy-light meson charge distribution. The LQCD
calculations from Ref. [18] were done with two ensem-
bles, namely (B1) and (C1), with the last one providing
the closest value of the D™ meson mass to the exper-
imental value (see Table IV). These LQCD results are
compared to our model, which are shown in the figure
middle and lower panels. Up to the errors of the form
factor computed with ensemble C1, we found agreement
with our model, which does not happen with the VMD
form factor. The light quark halo charge form factor from
LQCD ensemble C1 is also reproduced, as well as the
charm contribution to the D" form factor.

In Fig. 9, we show results for the D] electromagnetic
form factor and the corresponding flavor decomposition for
our model obtained with the parameter set (F). The com-
parison with VMD model and LQCD calculations from
Ref. [18] with ensembles B1 (upper panel) and C1 (lower

NS 0.6~ \\\ s 7
o) TSLE
59}

0.2} B

0 0.2 04 06 0.8 1
2 2 2
Q=-q [GeV']

FIG.8. D™ electromagnetic form factor with the corresponding
quark contributions and comparison with lattice calculations. Our
results: DT form factor (full line), d contribution—e;F3,; (short-
dashed line) and ¢ contribution—e F ;. (dashed line). VMD
(dotted line) from Eq. (35). LQCD results for D form factor
(circles), d contribution (squares) and ¢ contribution (triangles).
Upper panel: comparison with LQCD results from Ref. [17].
Middle panel: comparison with LQCD results from ensemble
(B1) [18]. Lower panel: comparison with LQCD results from
ensemble (C1) [18].

panel) is alo shown. The form factor F D and flavor
contributions F ;. and Fy.; underestimate the results from
the LQCD ensembles B1, and the VMD model, are given in
the upper panel of the figure. This result is expected as the
computed radii are larger than the ones obtained with
ensemble B1 (see Table V). The D] form factor and its
flavor content obtained with our model are in agreement with
the outcomes from the lattice ensemble C1 as shown in the
lower panel of the figure, a finding consistent with the one
observed for D" presented in the lower panel of Fig. 8. The
consistency found for both D™ and D7 form factors
and flavor content with the LQCD results from ensemble
Cl1, suggests that the IR physics embedded within our
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FIG. 9. Dy electromagnetic form factors with the correspond-
ing quark contributions and comparison with lattice calculations.
Our results: D} form factor (full line), d contribution (short-
dashed line) and ¢ contribution (dashed line), VMD (dotted line)
from Eq. (35). LQCD results for DY form factor (circles), s
contribution (squares) and c contribution (triangles). Upper
panel: comparison with LQCD results from ensemble (B1)
[18]. Lower panel: comparison with LQCD results from ensem-
ble (C1) [18].

parametrization and constituent masses reflect consistently
the QCD long-distance effects in these heavy-light mesons.
Important to observe that our choice of parametrization
(A) for the pion and (C) for the kaon, describe both their
charge radii and decay constants, quantities carrying the
QCD nonperturbative IR physics.

In the following we discuss the manifestation of the SU(4)
symmetry breaking in D" and D form factors. For that aim
in Fig. 10, we present several ratios of the electromagnetic
form factors of the D mesons and their flavor components
with the pion ones from model (A). In the upper panel, we
present the ratio Fp+/F .+, which tends to a value close to 2
for large momentum transfers. This ratio flattens above
Q? = —¢*> =2 3 GeV? that indicates the momentum region
where the difference in the constituent quark masses and
values of the regulator scales y,, are somewhat irrelevant for
the dependence on ¢, while the value of the ratio ~2 seems
to be more particular to our model. However, we should
convey that the normalizations of the form factors are
essentially determined at low momentum scales which
should be more constrained with the fitting of the decay
constant and charge radius. On the other hand, taking into
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FIG. 10. The electromagnetic form factor ratios for the pion (A)
and D mesons. Upper panel: Fp+/F,+ (solid line); Fy.;/F 7,4
(dashed line); e;F;.;/(e,F,z,) (dot-dashed line); F z./F 2.
(dotted line); e.F ;./(e;F;,2) (dot-dot-dashed line). Lower
panel: Fp:/F,+ (solid line); Fs;/Fz,; (dashed line); esFy s/
(e,F,z,) (dot-dashed line); F;./F,z, (dotted line); e.F ./
(ezF5,7) (dot-dot-dashed line). The thin solid line is the reference
for the SU(4) flavor symmetry.

account the ratio of decay constants squared the present
value is about half of the value that it should be for Fy+ / F,+
(lower panel), while for Fp+/F,+ ~2 is consistent with
that ratio.

The ratios of the d contribution to the D* and Dy to pion
form factor, namely F;.;/F3,7 (upper panel) and Fy.5/F 3,5
(lower panel), respectively, exemplify two aspects of the
SU(4) flavor symmetry breaking, a strong one in the
distribution of the d charge in the D*, which is extended
with respect to the one in the pion, while the effect is
somewhat weaker in the D, where the 5§ is heavier than d
and its charge distribution in D} is similar to the pion
one. This last observation is corroborated by the similar
radii rp:; and r, (see Tables I and V). The ratios
eHFHcfi/(euFuau) (upper panel) and eEFicﬁ/(euFufiu) (10W€I'
panel) just reflect what we have already discussed. The
heavy quark contribution to the D™ and Dy form factors and
the associated evidence of SU(4) flavor symmetry breaking
is clearly seen in the ratios F,;./F,;, (upper panel) and
F ./ F,3, (lower panel), which saturate above ~3 GeV?,
attaining a ratio about 3, in connection with the strong
localization of the heavy quark at the meson center of mass.
Such large ratio would be even increased if we had chosen a

096020-15



MOITA, DE MELO, TSUSHIMA, and FREDERICO

PHYS. REV. D 104, 096020 (2021)

pion model that fits the form factor like model (B) at large
momentum, and the flavor symmetry breaking would
be even enhanced. These characteristics are visible in the
ratios e F 5./ (e5F g,3) (upper panel) and e F 5./ (egF 3,3)
(lower panel).

In Fig. 11, we show the effect of the variation of 5% in the
parameters for both the form factors of Dt (upper panel) and
Dy (lower panel). For reference, we include in the figure the
LQCD results from [18]. The band width is larger for the case
of D because it has a smaller biding energy, making the
form factor much more sensitive to changes in the quark
masses and regulator mass (u,,), while for the D} one
observes a smaller band width. In both cases such parameter
change is enough to englobe the LQCD results from
ensembles B1 and C1 of Refs. [18], and for D" also the
calculations from Ref. [17] not shown in the figure.

Finally, to close our discussion we show in Fig. 12 the
heavy-light meson charge radii obtained with the change
of m,. while keeping the other parameters of set (E) and
(F) fixed. The heavier the charm quark mass becomes, the
charge radius of the D" and D tends to saturate in a
decreasing behavior and the main contribution comes from
the light quark, which in our model perceives the minimum
branch point value, namely, mgs) + pp+(pyr) — Mp+(pi)»
which is not affected by the increase of the charm mass and

L L B
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FIG. 11. D" and D/ electromagnetic form factors, together
with bands for parameter variations. Upper panel: D" form factor
band for set (E) with £5% variation of the model parameters.
Lower panel: D form factor band for set (F) with +5% variation
of the model parameters. For reference the LQCD results from
ensembles B1 (circles) and C1 (squares) [18] are shown.
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FIG. 12. Charge radii of D' and D mesons as a function of the
charm quark mass, m,., having all other parameters fixed to set
(E) for D (circles) and to set (F) for Dy (squares).

its corresponding localization. Such mechanism is particu-
lar to the present model, and mimics the realization of
the heavy quark limit of QCD, where the center of the
confining force is fixed at the position of the heavy quark.
In our case, such physics is simulated by keeping the lowest
branch point fixed. However, it is necessary to distinguish
that the present model, although baring some properties
that QCD dictates to these heavy-light mesons, it does not
posses the absolute confinement of the quarks.

VI. SUMMARY

In the present work, the electroweak properties of light
and charmed D and D, pseudoscalar mesons are inves-
tigated within a unified covariant constituent quark model,
where the quark-antiquark-meson vertices are assumed
to have a symmetric form by the exchange of quark
momenta, which were successful in describing the light
pseudoscalar meson properties [20,22]. The model has
constituent quark masses up, down, strange and charm,
which embody dynamical chiral symmetry breaking and
the Higgs contribution to the masses. In addition, each
meson has one mass regulator parameter tuned to repro-
duce the weak decay constant. Consistently with the
infrared relevance of the dynamical chiral symmetry
breaking, we chose a light quark constituent mass that
reproduces the pion charge radius, even losing fit at large
momentum of the experimental form factor data.

The reason for such a choice was to study the kaon,
D™, D{ electromagnetic form factors at low spacelike
momentum transfer squared up to about 1 GeV?, where
experimental data for the kaon is available [14,15], as
well as lattice calculations for the Dt [17,18] and D7
[18]. In particular, we gave attention to the SU(3) and
SU(4) flavor symmetry breaking as a consequence of the
Higgs contribution to the quark masses, where from the
LQCD calculations also provide the flavor decomposition
of these heavy-light meson form factors. Furthermore,
we have compared our charge radius results with some
models from the literature, which can be useful for
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contextualizing our effort within what has been done. The
charge distribution of § is somewhat more compact
than the corresponding one for the u, a feature that will
be strongly emphasized for the charmed heavy-light
pseudoscalars.

Each of the form factors were decomposed in its flavor
content, F,;,(q*) and Fy,;(q*) for the pion, F,;3,(¢*) and
F5,;5(q%) for the kaon, F,;.(¢°) and Fj.5(q*) for DY,
F 5.(q%) and F;.5(q?) for the Dy . Each of these flavor form
factors has particular properties with respect to the flavor
symmetry. The model has SU(2) flavor symmetry and
trivially we have F,z,(q*) = F,2(¢*) = F,+(¢*), which
we used constituent quark mass that reproduced quite well
the pion charge radius, favoring a better description of the
infrared properties of the model. The SU(3) flavor symmetry
is slightly broken within the kaon expressed by Fy,;(¢%) =
F.5.(g?) by about 10% above 3 GeV?, as consequence of
the Higgs contribution to the strange quark, which makes it
about 30% heavier than the up quark in our model. The study
of the flavor contribution to the D' and D] form factors
within the model, showed that the charm quark is localized
close to the center of the meson, while the light quark forms
a halo exploring larger distances where the confining force
of QCD is active, and the infrared physics dominating. Such
strong asymmetry is a direct consequence of the Higgs
providing a large mass to the charm quark in comparison
with light ones. The flavor decomposition of the charge radii
provided by the model is consistent with the lattice QCD
calculation from Refs. [18] where the ensemble C1 was
used, and the Dt and D] masses were found close to the
experimental values.

We found that the heavier is the charm quark, the charge
radius of the D" and D} decrease and saturates, as dominant
contribution to the charge radius comes form the light quark.
The contribution of the light quark to the heavy-light form
factor is essentially dependent on the minimum branch point
value at my5) + pp+(pr) — Mp+(p;), Which is insensitive to
the increase of the charm quark mass, and its corresponding
localization. Such feature is particular to the present model,
and is able to incorporate aspects of the heavy quark limit of
QCD, where the force center of the confining force stays at

the meson center of mass, and therefore the charge distri-
bution becomes independent of the heavy quark mass.

However, the present model does not posses the absolute
confinement of the quarks, and they are represented as
bound states of constituents quarks. The SU(4) flavor
symmetry is largely broken as manifested in the contribu-
tions to the form factors, where we found in the case of the
DT that F,;.(¢*) > F3.7(¢*) and saturating the ratio above
3 GeV?, attaining the ratio a value ~5. For the D}, we
observe the same behavior as for the DT having that
Fo5.(q?) > Fs5(q%) and the ratio saturating at a value
around 5 above 3 GeV?. This is a strong manifestation of
the SU(4) flavor symmetry breaking in the structure of
these heavy-light pseudoscalar mesons. We also found that
the flavor decomposition of the D" and D form factors are
in agreement with the lattice QCD calculation from
Refs. [18] where the ensemble C1 was used, with results
in the spacelike region up to 1.2 GeV?. The structure of
the Dt and DY mesons can be studied in much more
detail within this model, like for generalized parton
distributions, generalized transverse momentum distribu-
tions and finally fragmentation functions of the heavy
quarks, left for future investigations as well as the
application of the model to study B,#.,J/w,n,, and T
mesons.
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L. RESUMO:

Na primeira parte desse trabalho, as propriedades eletrofracas de mésons pseudoescalares D' e D} charmosos
e leves sao investigadas dentro de um modelo covariante de quark constituintes unificado. Os vértices quarks-
antiquarks-mésons sao assumidos como tendo uma forma simétrica pela troca dos momentos dos quarks. Esse
tipo de modelo foi bem-sucedido na descricao das propriedades dos mésons pseudoescalares leves. A decomposi-
¢ao de sabor dos fatores de forma eletromagnéticos elasticos, raios de carga eletromagnéticos e as constantes de
decaimento eletrofragas sao calculadas. Com base nesses resultados é feita uma discussao sobre a quebra de sime-
tria SU(3) e SU(4). Em particular, as propriedades do pion e kaon sdo comparadas para destacar a contribui¢ao
de Higgs para a estrutura desses mésons, representada pela diferenca de massa dos quarks up(down) e estranho.
Em uma segunda parte desse trabalho faz-se também um estudo da estrutura do pion no espaco de Minkowski,
onde esse méson ¢é descrito em termos de um modelo analitico da amplitude de Bethe-Salpeter combinada com
resultados de QCD na rede. O modelo leva em consideragao a massa do quark dependente no momento, que
corresponde a componente escalar da auto-energia do quark e que é ajustada aos resultados de QCD na rede no
calibre de Landau. O vértice pseudoescalar é diretamente associado & fungao de massa dependente de momento
do quark, baseado na sua natureza de Béson de Goldstone como justificado pela quebra dinamica da simetria
quiral. Nesse modelo o propagador do quark é descrito em termos de uma representacao espectral, e com isso de-
duzimos a representacao integral de Nakanishi da amplitude de Bethe-Salpeter para o pion. As fungoes pesos de
Nakanishi foram derivadas das amplitudes escalares associadas a decomposicao da amplitude de Bethe-Salpeter
em diferentes bases de operadores no espago spinorial de Dirac. Em particular, utilizamos uma base ortogonal
que ja foi adotada para resolver a equagao Bethe-Salpeter no espaco de Minkowski. Finalmente, partindo da
representacao integral de Nakanishi calculamos véarios observéaveis para o pion, como a constante de decaimento,
a probabilidade de valéncia e as distribuicoes de momento longitudinais e transversais associadas a componente
de valéncia da fun¢ao de onda na frente de luz.
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