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Resumo

A Relatividade Geral (RG) é o modelo vigente que corresponde a gravitagao classica de-
senvolvido por Albert Einstein e possui diversas aplicagoes astrofisicas como por exemplo
as equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) que servem para o estudo do perfil
de estrelas de néutrons. Todavia, a RG precisa de corregoes com intuito de abranger mais
questoes acerca do Universo. Neste ambito, a presente dissertacao investiga teorias alter-
nativas & RG, com um foco especial nas teorias f(R). O estudo explora as implicagoes
dessas teorias, tendo como foco principal na aplicagao das equacoes TOV. O principal
objeto de investigagao é o modelo de Starobinsky especifico dentro da classe f(R). Ana-
lisamos a utilidade das equacoes TOV modificadas para compreender a estrutura e as
propriedades fisicas de objetos astrofisicos, como estrelas de néutrons, dentro do contexto
do modelo de Starobinsky. Este trabalho visa contribuir para o entendimento mais amplo

das teorias f(R) e a sua aplicagdo pratica no campo da astrofisica.



Abstract

General Relativity (GR) is the current model corresponding to classical gravitation deve-
loped by Albert Einstein and has various astrophysical applications, such as the Tolman-
Oppenheimer-Volkoff (TOV) equations, which are used for studying the profiles of neutron
stars. However, GR requires corrections to address additional questions about the Uni-
verse. In this context, the present dissertation investigates alternative theories to GR,
with a special focus on f(R) theories. The study explores the implications of these the-
ories, with a primary focus on the application of TOV equations. The main object of
investigation is the specific Starobinsky model within the f(R) class. We analyze the
utility of modified TOV equations to understand the structure and physical properties
of astrophysical objects, such as neutron stars, within the framework of the Starobinsky
model. This work aims to contribute to a broader understanding of f(R) theories and

their practical application in the field of astrophysics.
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1 Introducao

Desde os primordios, conseguimos associar o avanco tecnolégico do homem a busca
do conhecimento sobre o comportamento do Universo. Podemos citar diversas épocas
em que a busca pelo saber foi evidente: os povos antigos deixaram de ser nomades ao
adquirirem conhecimento sobre agricultura; os povos modernos, com a invenc¢ao do pers-
picillum por Galileu Galilei, realizaram observagoes do cosmos, como as luas de Jupiter
e as fases de Vénus, além dos terrenos montanhosos da Lua; e os contemporéaneos, com a
méquina construida por Charles Babbage (BRITANNICA, 2023), conseguiram realizar cél-
culos matematicos complexos. Todos esses avangos tém em comum a busca por um saber
que proporcione um entendimento mais profundo acerca do funcionamento do cosmos.
Podemos seguir nesta linha de raciocinio e supor que as grandes descobertas da comu-
nidade cientifica estejam vinculadas ao principio da melhor compreensao do Universo,
permitindo-nos investigar e, consequentemente, alcancar progresso cientifico-tecnolégico,
com aplicacao em diversas dreas de conhecimento, desde a descoberta de vacinas para
combater epidemias até a fabricacao de materiais semicondutores utilizados em aparelhos

eletronicos.

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein, assim como suas contribuigoes:
(EINSTEIN, 1905a), (EINSTEIN, 1905b), (EINSTEIN, 1905b) e (EINSTEIN, 1905c), foi uma
ideia inovadora para a fisica da época. Até sua publicacdo em 1916 (EINSTEIN, 1916),
a teoria vigente para descrever a gravidade era a proposta por Isaac Newton (NEWTON,
1687), que postulava a gravidade como uma for¢a de agao instantanea. A TRG surgiu
para solucionar problemas existentes na teoria newtoniana como, por exemplo, a Orbita
do planeta Mercirio cujas observacoes astronomicas nao eram compativeis com a teoria.
Suas ideias eram fascinantes e inovadoras para a época, pois junto com seu ensaio sobre a
Relatividade Restrita (RR) trouxeram ao mundo uma nova abordagem sobre o que viria
a ser o espaco e uma nova interpretacao para o tempo, além de considerar a gravidade

como uma manifestacao da geometria do espaco e nao mais como uma forca.

Assim como qualquer outra teoria inovadora, a TRG também enfrentou algumas difi-
culdades até ser aceita pela comunidade cientifica. Ela precisava ser testada e comprovada,
saindo do mundo do papel para ser posta a prova no mundo real. A teoria previa alguns

resultados até entao novos e peculiares, como o desvio para o vermelho, a precessao do
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periélio de Merctrio e a deflexao da luz pelo Sol. Ademais, ela nos apresenta a existén-
cia de objetos de extrema importancia e interesse para o estudo da astrofisica, como os

buracos negros.

Em 1919, a expedicao de Sobral, liderada pelo astronomo britanico Arthur Edding-
ton, desempenhou um papel de suma importancia para a comunidade cientifica visando
testar um resultado da teoria de Einstein acerca do desvio da luz pelo Sol. Essa expedi-
¢ao forneceu resultados observacionais que corroboraram a TRG, tornando-se um marco
na histéria da fisica e consolidando a teoria de Einstein como uma descricao precisa da
gravidade em situagoes extremas, como no caso de campos gravitacionais intensos. Recen-
temente, foram divulgados resultados que reforcam ainda mais a teoria, como as imagens
de campo profundo do Hubble (BORLAF, 2019) e do James Webb (TELESCOPE, 2023),
a deteccao de ondas gravitacionais (ABBOTT, 2019) e a primeira imagem de um buraco
negro (AKIYAMA, 2019).

A astrofisica é um ramo da fisica e quimica dedicado ao entendimento dos fendme-
nos e funcionamento dos objetos celestes, como estrelas, planetas e galaxias que sempre
despertou grande curiosidade. As pesquisas nessa area ocorrem em escalas astronomica,
mas que abrangem o nivel subatomico até o cosmologico, podendo ser dividida em alguns

tépicos:

¢ Formacao e Evolugao Estelar: E a investigacao dos processos que levam a formagao
de estrelas, como nuvens moleculares e regioes de gas e poeira, e o estudo da vida e

morte das estrelas.

e Fisica das Galaxias: Analise da estrutura, dinamica e evolugao das galaxias, que
sao grandes sistemas compostos por estrelas, gas, poeira e possivelmente matéria

escura.

e Cosmologia: Estudo da estrutura, origem, evolucao e eventual destino do Universo
como um todo. A astrofisica desempenha um papel fundamental na investigacao

das propriedades fundamentais do cosmos.

e Astronomia de Particulas: Exploracao das particulas subatomicas que emanam de

objetos celestes, neutrinos e particulas carregadas.

e Exoplanetas: Investigacao de planetas que orbitam estrelas fora do nosso sistema
solar. a astrofisica procura compreender as caracteristicas e condigoes, como a

habitabilidade, desses exoplanetas..

e Astrofisica de Alta Energia: Estudo de fenomenos astronémicos que emitem radi-
acao eletromagnética de alta energia, como raios-X e raios gama. Alguns exemplos

sao buracos negros, estrelas de néutrons e quasares.
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A astrofisica frequentemente recorre a observacgoes astronomicas, experimentos de labora-
torio e simulagoes computacionais para desenvolver modelos tedricos que visam explicar
os fenémenos observados no cosmos. O avanco da tecnologia tem possibilitado descober-
tas notaveis e contribuido ainda mais para o nosso entendimento do cosmos podemos ter
como exemplo o telescépio James Webb que é um telescopio espacial desenvolvido pela
Administracao Nacional da Aerondutica e Espago (NASA) em colaboragao com a Agéncia
Espacial Europeia (ESA) e Agéncia Espacial Canadense (CSA) que foi projetado para ser
o sucessor do Hubble que devido a sua tecnologia pode nos fornecer dados que até entao
nao podiamos obter (HOWELL; DOBRIJEVIC, 2023).

O estudo da relacao massa-raio dentro da astrofisica é visto como um passo muito
importante para que possamos buscar a melhor compreensao da estrutura e a evolugao
de objetos astronomicos. Tal relacao é de suma importancia tratando-se de estrelas e
planetas, porém a mesma também se aplica a buracos negros e estrelas de néutrons.
Podemos contextualizar alguns sistemas nos quais informacoes de massa-raio sao bem

uteis:

e Estrelas: Essa relacao estd intrinsecamente ligada a sua evolugao. Quando uma es-
trela se forma a partir de uma nuvem de gas e poeira, sua massa inicial influenciara
em sua trajetoria durante sua existéncia. Estrelas mais massivas possuem tempera-
turas centrais e pressoes mais altas, o que leva a reacoes nucleares mais vigorosas e
uma vida curta. Tal fenomeno implica um tamanho menor com relacao a estrelas

menos massivas que podem ser maiores e mais frias.

e Buracos Negros: A massa de um buraco negro é determinada de acordo com a

quantidade de matéria nele.

e Estrelas de Néutrons: Sao objetos extremamente densos e fascinantes, sendo a sua
composicao objeto de intenso estudo atualmente. Tal estudo nos permite explorar

a fisica da matéria fortemente interagente no regime de altissimas densidades.

Para se aprofundar em tal assunto utilizam-se de técnicas computacionais que nos
permitem simular o comportamento de estrelas e obter seu perfil. Essencialmente, o estudo
consiste em resolver as equagoes Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) (OPPENHEIMER;
VOLKOFF, 1939) de forma numérica. O diagrama expresso na figura 1.1 serve como

ilustragao para se entender como funciona o processo de resolugao das TOV.

O input dado para que seja possivel resolver as TOV é a relagao entre a pressao e a
densidade de energia da matéria que compoe o objeto compacto que se deseja estudar.
A depender deste objeto, tal relacdo pode ser dada por modelos nos quais os hadrons

(mésons e bérions) sao as particulas fundamentais, por modelos que tém os quarks como
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FIGURA 1.1 — Fluxograma do processo de resolu¢do numérica das equagoes TOV.

graus de liberdade, ou mesmo por modelos que levem em conta hadrons e quarks na sua

€OMPpOosicao.

Mass (Mg}

Radius (km)

FIGURA 1.2 — Curvas massa-raio obtidas por intermédio da solugdo das equagbes TOV para diferentes
EoS. Retirado da referéncia (OZEL; FREIRE, 2016).

Assim como a teoria de Newton, que durou por anos, passou por diversos processos de
validacao até que surgisse uma teoria que sanasse problemas deixados pela mesma como
por exemplo a orbita do planeta Mércurio, a TRG carece de alguns ajustes e consequente-
mente torna-se necessario o estudo e a formulacao de teorias que sejam mais abrangentes.
Nesse contexto, surgem as conhecidas teorias alternativas ou estendidas a Relatividade
Geral (RG) (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011) que vem sendo amplamente estudadas nas
ultimas décadas. Elas consistem em uma abordagem um pouco mais ampla que a RG,
algumas consideram espagos em que torcao ¢ nao nula, outras abdicam da questao da
metricidade entre outros topicos diferentemente da RG. Porém, assim como a TRG fora
testada e obteve resultados que sao satisfatérios, essas teorias devem em certo limite reto-
mar os resultados da RG. Podemos citar como exemplo de teorias alternativas as teorias:

f(R), f(T)e f(R,T). Que sao teorias que vao além da TRG, considerando niveis maiores
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com relagao ao escalar de Ricci (R) e até mesmo tor¢ao (7).

No presente trabalho, temos um enfoque nas teorias f(R) (SOTIRIOU; FARAONTI, 2010).
Que consistem em modelos ajustados da RG que visam trocar a dependéncia do escalar
de Ricci na lagrangiana da agao para uma dependéncia genérica f(R). Assim, obtemos
novas equagoes de campo para a teoria e consequentemente reinterpretacoes para os re-
sultados obtidos na RG. Um exemplo de teoria f(R) é o proposto por Alexei Starobinsky

(STAROBINSKY, 1980), que responde questoes relacionadas com o periodo inflacionério.

Um caso bastante interessante de se estudar e analisar dentro do quadro de teorias
alternativas sao as equagoes TOV. As equagoes nesse contexto tomam um diferente for-
mato, logo, torna-se necessario seu estudo para que possamos analisar como se dao os

diagramas de massa-raio de objetos nessa abordagem.

Devemos atentar que dentro da presente dissertagao o objeto de estudo sao estrelas
de néutrons que sao remanescentes compactos de estrelas massivas que passaram por um
processo de colapso gravitacional apds esgotarem seu combustivel nuclear. Quando uma
estrela massiva esgota o combustivel nuclear em seu nucleo, nao ha mais uma fonte de
pressao para contrabalancear a gravidade. O nticleo da estrela entra em colapso rapida-
mente sob sua propria gravidade. Se a massa remanescente apés a explosao da supernova
for superior a cerca de 1,4 vezes a massa do Sol, o colapso resulta na formacao de uma
estrela de néutrons. Essas estrelas sao formadas durante a fase final da evolucao estelar,

especialmente em eventos de supernovas.

O colapso ¢ tao intenso que os elétrons e prétons da matéria sao combinados em
néeutrons. O resultado é uma estrela extremamente densa e compacta composta principal-
mente de néutrons. As estrelas de néutrons tém um tamanho tipico de aproximadamente
10 a 20 quilometros de diametro, mas sua massa pode ser até duas vezes a massa do
Sol, ou até mais. Estudar estrelas de néutrons é fundamental para a compreensao de
fenomenos astrofisicos extremos e das propriedades da matéria em condigoes extremas de

densidade e pressao.

A dissertacao esta organizada no seguinte formato: no capitulo 2 serd feita uma revisao
sobre os conceitos principais para o desenvolvimento da RG, visto que seu papel é de
suma importancia para o avanco do trabalho. No capitulo 3, abordarei o desenvolvimento
tedrico para a construgao das equagoes para a teoria f(R) bem como o ajuste feito da
mesma em um frame de modo a facilitar sua escrita no quesito de ordem das equagoes
e a aplicacao para um modelo especifico que é o de Starobinsky. No capitulo 4, temos
a aplicacao astrofisica da RG e da teoria alternativa que sao as equagoes TOV. Por fim,
no capitulo 5, faremos nossas conclusoes e perspectivas de aplicagoes futuras do estudo

realizado.

O apéndice A desta dissertagao apresenta o arcabouco matematico para o desenvolvi-
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mento da teoria f(R) e o apéndice B contém o passo a passo para se obter a solucao de

Schwarzschild para as equacgoes de Einstein e o desenvolvimento das equacoes TOV.



2 Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral, TRG, desenvolvida pelo fisico tedrico alemao Albert
Einstein no ano de 1915 é utilizada para descrever o espago-tempo e a gravitacao. O
espaco-tempo é descrito por uma variedade diferencidavel M munida de um tensor métrico
g, € uma conexao com tor¢ao nula e compativel com a métrica. A gravidade é o resultado
da curvatura da métrica, expressa por uma combinagao do tensor de Ricci (R,,,) e o escalar
de Ricci (R), que estd associada a distribuigao de matéria e energia, expressa pelo tensor
T,., sob a variedade representada pela equacao de campo de Einstein:

1 81G

Ry = 59wt = ——

2 TILLV' (2.1)

Esta secao abordara o arcabouco matemaético no qual a teoria é construida, com a
derivagao das equagoes de campo feito a partir do formalismo Lagrangiano. Antes disso,
porém, é importante relembrarmos as bases da teoria da Relatividade Especial, ou restrita,

abordadas a seguir.

2.1 Relatividade Especial

A teoria da relatividade Especial ou Restrita, desenvolvida por Einstein em 1905, é
vista como um marco da fisica moderna. Tal teoria revolucionou a compreensao do espaco,
tempo e movimento, introduzindo conceitos que quebraram paradigmas e serviram de base

para uma nova era da fisica (EINSTEIN, 1905b).

Einstein propos o Principio da Relatividade, que afirma que as leis da fisica sao as
mesmas para todos os observadores inerciais, independentemente da sua velocidade re-
lativa. Isso significa que nao existe um observador privilegiado na fisica. Se um evento
ocorre em um sistema inercial, suas leis fisicas sao as mesmas, seja vocé um observador
parado ou em movimento uniforme em relacao a esse sistema. Tal proposta trouxe um

desafio a nocao classica de um espaco e tempo absoluto.

Outro principio fundamental da Relatividade Especial é a constancia da velocidade

da luz. Einstein postulou que a velocidade da luz no vacuo é uma constante universal,
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e que essa velocidade é a mesma para todos os observadores, independentemente de sua
velocidade relativa. Isso significa que a luz viaja a mesma velocidade tanto para um

observador parado quanto para um observador em movimento rapido.

2.1.1 Espaco-tempo

O espago-tempo é uma variedade quadridimensional formada por trés dimensoes es-
paciais e uma dimensao temporal, também chamada de espaco de Minkowski. Um ponto
no espacgo-tempo ¢ chamado de evento, de modo que suas coordenadas sao dadas pelo

quadrivetor:

1,2

o = (2° 2, 2? 2%) = (2°

,z'), (2.2)
onde 2 representa a coordenada temporal e x' as coordenadas espaciais. O caminho que
uma determinada particula segue no espaco-tempo é uma curva parametrizada formada
por todos os eventos que a descrevem e recebe o nome de linha de mundo. E importante
ressaltar que uma particula segue sempre para frente no tempo, enquanto é livre para se

mover em todas direcoes no espaco.

Outro conceito dentro da relatividade é o de sistema de coordenadas inercial ou refe-
rencial inercial. Em um referencial inercial a primeira lei de Newton é valida, de modo que
uma particula neste referencial se move com velocidade constante, se nao ha influéncia
de forgas externas. Assim, se um referencial estd em movimento retilineo uniforme em
relacao a um referencial inercial entao ele também é um referencial inercial, ou seja, os

referenciais se movem com velocidade relativa constante entre eles.

H& uma grande diferenca na forma de se enxergar o espaco e o tempo entre a teoria
da relatividade especial e a newtoniana. Na mecanica newtoniana espaco e tempo sao
entidades separadas, e pode-se considerar que cada instante no tempo tem o seu proprio
espaco de modo que nao ha limites para a velocidade relativa entre duas particulas. Ja na
relatividade especial, espaco e tempo sao uma unica entidade: o espaco-tempo, levando a
diferentes referenciais inerciais nao entrarem em consenso sobre as coordenadas x* de um
determinado evento. E possivel, porém, definir um cone de luz, expresso na figura (2.1),
que determina todos os caminhos possiveis através do espago-tempo que um raio de luz
pode tomar ao passar por este evento. Sendo assim, qualquer particula fisica nao pode se
mover mais rapido do que a luz, e sua linha de mundo sempre permanece dentro de um

cone de luz.
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FIGURA 2.1 — Cone de luz de um observador no espago-tempo.

2.1.2 Intervalo espago-tempo e tempo proprio

Por mais que observadores em diferentes referenciais inerciais nao concordem sobre
a simultaneidade de dois eventos no espaco-tempo, ainda assim eles concordam que seu
intervalo espaco-tempo é o mesmo. O intervalo espaco-tempo é uma grandeza invariante
sob uma transformacao de coordenadas inerciais e que descreve a separacao entre dois

eventos no espago-tempo, definido por

(As)? = —(cAt)? + (Az)* + (Ay)? + (A2)? = —(cAl')* + (AZ)* + (AY)* + (AZ)?,
(2.3)

em que ¢ é a constante de velocidade da luz. Para simplificar os cédlculos tomaremos o

que é conhecido como unidades naturais, de tal modo que ¢ = 1.

O espaco de Minkowski ¢ um espago-tempo plano que possui métrica 7,,, de modo

que,
-1 0 0 0
R
0 001
e o elemento de linha pode ser expresso de maneira compacta como:
ds* = n,,dz"dz”. (2.5)

Nota-se que os intervalos podem assumir 3 tipos de valores: nulo, positivos e negativos.
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Levando em conta dois eventos P e Q, a saber na figura 2.2, o intervalo espago-tempo
entre eles sera do tipo tempo se (As)? < 0. Isto significa que o evento Q estd dentro do
cone de luz do evento P. O intervalo é do tipo luz se (As)? = 0, e o evento Q) estd na
superficie do cone de luz do evento P, e é do tipo espaco se (As)? > 0, e o evento Q estd
fora do cone de luz do evento P. Como a velocidade da luz é a a velocidade maxima de
interacao entre particulas, eventos fora do cone de luz de P nao possuem relagao causal
com este evento, enquanto eventos dentro do cone de luz estao casualmente relacionados
ao evento P de alguma maneira. Os eventos dentro do cone de luz futuro de P formam
seu futuro absoluto, enquanto eventos no seu cone de luz passado formam seu passado
absoluto (CARROLL, 2003).

Tempo

L

« " = ¥ Eipago
]

FIGURA 2.2 — Intervalo espaco-tempo.

No caso do intervalo do tipo tempo é sempre possivel adotar um novo referencial
inercial que esteja em repouso em relacao a um determinado evento, isto é, Az = 0.

Desta forma:

(As)? = —(Al')?, (2.6)
em que At é chamado tempo prdprio, tal que,

(AT)? = —(As)% (2.7)

O tempo proprio pode ser entendido como o tempo transcorrido entre dois eventos medidos
por um observador que se move em linha reta entre eles, ou seja, os eventos compartilham
as mesmas coordenadas espaciais e estao separados apenas no tempo. Com efeito, qualquer
particula fisica possui tempo préprio positivo, enquanto a luz possui (A7)? = 0. O tempo

proprio é o equivalente relativistico do tempo global da mecanica newtoniana assim como
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o conceito de posicao é substituido pela quadriposicao. Ja o comprimento de uma curva

no espago-tempo pode ser facilmente encontrado integrando o elemento de linha ao longo

ds [ dx* dxv
dS = 561)\ = nuyﬁﬁd)\

da trajetéria,

(2.8)
dxt dxv
T ax "dn
e para caminhos do tipo tempo é apropriado utilizar o tempo proprio:
dxt dxv
= — Ny —— ——dN\, 2.9
que ¢é sempre positivo, pois 79p = —1. Para caminhos do tipo luz 7 = 0, o que implica em
dx* dx¥
y———— =0. 2.10

2.1.3 Transformacoes de Lorentz

Uma transformagao de Lorentz realiza a mudanca de um sistema de coordenadas

inercial x* para um sistema igualmente inercial 2/* tal que
= M = A b (2.11)

Essa transformacao nao deixa a diferenca dx* inalterada, pois ela também é multiplicada
pela matriz A.Todavia o intervalo espago-tempo € invariante sob uma transformacao de

coordenadas inerciais, de modo que:

ds® = nyeda’dz’ = . da’ dx” . (2.12)
Logo,
Npoda’da” = mn, A N da’da”, (2.13)
ou entao,
Moo = e A A . (2.14)

Todas as matrizes que satisfazem a equagao (2.14) sao transformagoes de Lorentz e
constituem um grupo de simetria chamado grupo de Lorentz (NAKAHARA, 2003). As leis

da eletrodinamica sao invariantes sob estas transformacoes, assim como a velocidade da
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luz. Todavia, as leis da mecanica newtoniana, nao.

Bem como o intervalo espago-tempo, o tempo préprio também é invariante sob trans-

formacoes de Lorentz

(d7)? = —npedalda” = —1ye N A7 dadz” = —1,, datde” = (d7')?. (2.15)

2.2 Construcao da TRG

A formulacao da equacao de Einstein se baseia em alguns principios que devem ser

ressaltados, bem como nos objetos matematicos essenciais que a compoem.

2.2.1 Principio da equivaléncia

A ideia de Einstein é que era impossivel a distincao entre um campo gravitacional e
um sistema acelerado. A conclusao trouxe uma ideia inovadora na época. Em sintese, tal
principio nos mostrou uma igualdade, até entao inovadora, entre a massa inercial (m;) e

a massa gravitacional (m).

2.2.2 Principio da covariancia geral

A ideia por tras desse principio é que nao existem campos vetoriais preferenciais, ou
bases de campos vetoriais preferenciais pertencentes somente a estrutura da variedade
que possam aparecer nas leis fisicas. Em suma, as coordenadas sao apenas um meio
para descrever a natureza e nao existem a priori, sendo assim, nao tem papel ativo na
formulagao das leis fisicas fundamentais. Dentro da RG, tal principio estabelece que a
métrica e suas derivadas sao as Unicas quantidades inerentes ao espago-tempo que podem

aparecer nas leis fisicas.

Entendemos por esse principio que os tensores sao objetos matematicos adequados
para descreverem fenomenos fisicos, visto que independem de um sistema de coordena-
das. Logo, se uma equacgao que fora construida apenas com tensores é vélida em um

determinado sistema de coordenadas, entao ela ¢ valida em qualquer outro.

2.3 Calculo tensorial e geometria diferencial

A fim de se construir a teoria precisamos levar em consideragao o calculo tensorial e

a geometria diferencial, que juntos conseguem descrever a RG. De inicio, definimos um
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invariante de suma importancia que é o elemento de linha,
ds® = g, dxtdx”, (2.16)

em que g,,, conhecido como tensor métrico ou simplesmente métrica, ¢ um objeto co-
variante de dois indices que age sob uma variedade e nos fornece informacoes acerca da
geometria de um sistema. Vale ressaltar que, a titulo de estudos da RG, exigimos da

variedade em que estamos trabalhando que a mesma seja diferenciavel.

Outro conceito de suma importancia é o de derivada. Diferentemente do que ocorre
quando estamos no espago Euclidiano, em uma variedade o vetor quando paralelamente
transportado pode nao manter suas caracteristicas, como por exemplo, de direcao. Para
corrigir esse problema, introduzimos um objeto chamado de conexao afim que é descrito
pela seguinte expressao:

B _ B B B
P,uy_{,u,u}_K,Lw—i_V

pv?

(2.17)

em que o primeiro termo é conhecido como simbolos de Christoffel, ou conexao de Levi-
Civita. J& o segundo termo é denominado tensor de contor¢ao, que é uma combinagao
da parte antissimétrica da conexao!. O tltimo termo é um tensor definido através das

derivadas covariantes do tensor métrico.

No contexto de grande parte das teorias de gravitacao, adotam-se a condicao de me-

tricidade,
V9w =0, (2.18)

e neste caso, a conexao é dita compativel com a métrica. Na RG, em particular, adota-se

a condicao de que o espaco nao possui tor¢ao, o que implica em
Kj, =0, (2.19)

sendo assim a conexao se reduz aos simbolos de Christoffel que sao descritos pela seguinte
expressao:

1
ng = 59606 (augua + al/gozu - 8aguu) = F’fu (220)

Nota-se que dentro da RG, a conexao é simétrica com relacao aos indices covariantes.

Por conseguinte, definimos a derivada covariante sobre um tensor misto A2 como
sendo:
VA8 =0,A0 +T5 AP — T AP (2.21)

pp e pat iy

!Qualquer objeto com indices pode ser decomposto em uma parte simétrica e uma parte antissimétrica.
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O tensor de Riemann determina como o vetor A" varia no processo de transporte

paralelo através de um caminho fechado v definido com a integral de linha

AA, = 7{ §A, = Jqf I, Agda®,
0 v

) (2.22)
fVudx“ :/ af*vo,Vv, = —/ af* (0,V, — 0,V,) , onde
¥ F 2 F

na segunda linha, vemos uma generalizacao quadridimensional do teorema de Stokes de
um vetor V,,. Ademais, df*"” = —df"" é o elemento infinitesimal de superficie e a integral

de superficie em F' tem contorno 7. Assim, a primeira equagao se torna:

AA, :% / AP [0a(T%, Ag) — 0,(T%, Ag)] (2.23)

Impondo o fato de que a derivada covariante seja nula, devido ao fato do transporte

paralelo ser sobre geodésicas, temos que
oA, =17, Aa. (2.24)

Reescrevendo (2.23),

Vi ap ap vp

1
AA, =5 / df*” [0aI0, — 0,15, + 10,0 —T%, T | As, 025)

v

1
:§R5 AgAf*, no qual

o resultado da integral é a area A f*” da superficie. No resultado, fora definido o tensor

de curvatura de Riemann? tal que:

R, =010, — 0,18, +10, 1% —1° 1% (2.26)

vpuT ap ap~ vp*

Uma alternativa de se obter o tensor de curvatura é calculando o comutador entre duas
derivadas covariantes, tal que : VgV, A" # V, VA"

O tensor de Riemann traz consigo algumas propriedades interessantes, sao elas:

L. R/wocﬁ = Rw[aﬂ]’
2. Ruvap = Riuwjas,
3. R,Lwaﬁ = Raﬁ,uua

7 Iz B
4 R, + Ryp! + Ryt =0,

2Um resultado bastante pratico é obtido quando o tensor de Riemann é nulo, tal resultado nos permite
afirmar que o espaco no qual estamos trabalhando é plano.
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5 V,R,* +V,R,*+V,R,* =0,

em que a notacao [a/3] indica que a trocas dos indices a e 3 é feita com um sinal de menos,
ou seja, R0 = Rupe. Ademais, podemos aferir outras duas informagoes bastante uteis,

que sao as contracoes

Ry =Ry, © = Rup: (2.27)
R=¢""R,, = R, (2.28)

que recebem o nome, respectivamente, de tensor de Ricci e escalar de curvatura.

Definidos esses elementos cruciais para a construcao da teoria, o proximo passo consiste

em prover as equagoes de campo para a RG.

2.4 Equacoes de campo

O formalismo lagrangiano pode ser aplicado em diversas areas da fisica, desde a des-
cricao de movimentos de particulas em sistemas classicos ou quanticos até em sistemas
astrofisicos e cosmoldgicos. As equagoes de campos da RG, assim como qualquer outra
teoria de campos, podem ser obtidas do formalismo lagrangiano. A formulacao da RG,

via lagrangiana, fora desenvolvida por Hilbert.

De acordo com o formalismo da RG, a densidade lagrangiana deve ser um escalar
sob transformagoes gerais de coordenadas e o elemento de volume deve ser invariante sob
transformacoes de coordenadas. Porém, para um espaco que apresenta curvatura acontece

um problema

B ox’

d4 I |7
o ox

d*z, (2.29)

ou seja, o volume infinitesimal nao é um invariante, e sim uma densidade tensorial de
peso 1. Portanto, é necessario um fator multiplicativo junto da densidade para recuperar
a invariancia. Para tal efeito é conveniente adotar /—g, em que g é o determinante da

métrica. Assim, a expressao para uma acao mais geral possui o formato:
S :/d4$\/—g£. (2.30)

A titulo de estudo, é comum dividir a acao em dois termos. Um que leve em conta a
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parte gravitacional, £,, e outro que represente a matéria, £,,,
S =S,+ Sn

(2.31)
= [ dovma (e, + L),

Para tratar a parte gravitacional, Hilbert propos uma densidade lagrangiana como

sendo do tipo,

R 1
= ——= — — HY
EQ 2k 2/{9 R/ﬂ/u (232)

em que k ¢ a constante de acoplamento gravitacional. Logo, se tomarmos a variagao

1
6S, =6 (—ﬂ/d‘lxg“”RW\/—_gdA‘x)
1
= d'z [¢" R 0(v/=9) + Ruv/—90(g") + V=399""3(Rw)] -

2/<;

(2.33)

Levando em conta o resultado:

1
0/ —qg = —5\/—ggu,,5g‘“’, (2.34)

temos uma eXpreSSéo que se reduz a
1 4 1 v v
05y == 5 | Az | ( B = 50w R ) V=309" + v/ =59" (R | (2.35)

Verifica-se que o terceiro termo se reduz a um divergente e pelo teorema de Gauss, esse
termo se transforma em um termo de superficie que tomamos como nulo. Mais detalhes
podem ser vistos (SABBATA; GASPERINI, 1985), raciocinio andlogo da mecanica classica.

Entao, a expressao para 9.5, se reduz a

58, = — L dz KR —19,“, )\/_ 59W} (2.36)

2/<;

Feito o processo da parte gravitacional, podemos trabalhar a parte de matéria, a saber,

58, = / d26(x/=GLm)

L[ e 2 30/,
-3 [tV

(2.37)
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em que se define o tensor Energia-Momento como sendo

_ 2 (V=gLw)
T,, = = (2.38)

tensor este que é simétrico com relagao a seus indices covariantes,

T,

1%

=T,

Vi

A fim de se obter as equagdes de campo, juntam-se as expressoes (2.36), (2.37) e a

defini¢ao (2.38), e entao aplica-se o principio de minima agao, ou seja, fazemos

1 1
08 =—5. [ dw KR ~ 59w ) V369" — KT/ —g3g" | =0, (2.:39)
(2.40)
o que resulta em
1
R, — §gw,R = K1 . (2.41)

Expressoes que sao identificadas como as equacoes de campo de Einstein, sem o acopla-
mento da constante cosmoldgica A. Dessas, podemos, facilmente, verificar o fato de que,

R = —KT, e consequentemente reescrever

1
R, =k <Tuu — §gu,,T> . (2.42)

Para determinar a constante x, é necessario aguardar que as equagoes acima se reduzam

a equacao de Poisson nos limites nao relativisticos e de campo gravitacional fraco,

V3¢ = 4nGp. (2.43)
Uma particula sob a agao de um campo gravitacional descreve uma trajetoria geodésica

no espacgo-tempo descrita por:

e dr® da’?
ds2 aB)ds ds

— 0. (2.44)

Considerando que no limite nao relativistico a velocidade desta particula pode ser consi-

derada como sendo praticamente nula, a equagao acima se reduz a:

A2zt dz® dz°

dS {00} ds dS R (245)
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No entanto, neste limite, o elemento de linha é:
ds® ~ (cdt)? = (dz°)?, (2.46)

assim, equacao da geodésica se torna

At

3 =—{5}. (2.47)

Assumindo o limite de campo gravitacional fraco a métrica se torna:

v = Mw + Iy, (2.48)

em que |h,,| < 1 e os termos de ordem maiores ou iguais a h? sao desprezados. Nesse

regime, se adotarmos que o campo gravitacional seja estatico, temos:

1 .
{60} = =57 (o) (2.49)
logo,
72 = —cC {—577’” (8jhoo)} — ﬁ = —EV}LOO- (2-50)

Sabemos que a equagao de movimento de Newton para uma particula sob efeito do

campo gravitacional é dada por

d*z

= —Vo. (2.51)

Vemos que as equagdes (2.50) e (2.51) se equivalem se adotarmos

2
Analisando nos limites que citamos, a componente Ry do tensor de Ricci se equivale a:
1oy
ROO = §V hoo. (253)
Tendo em vista o tensor energia-momento nos mesmos limites podemos observar que

T = gij,uz/ = QOOTOO = 77007—’00 - PC2- (254)

Com isso, podemos determinar a constante x olhando somente para a componente tem-
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poral da equacao de Einstein,

1 1 1
Ry =k (Too - 5900T) =R (Too - 57700T) = /f§,002> (2-55)
portanto,
L s L,
EV o= K pc, (2.56)

logo, para recuperarmos a equacao de Poisson, podemos identificar que

G

1

K =

(2.57)

C

As equagoes de campos podem ser encontradas na literatura de uma outra forma, a

saber,

G

G;Ll/ = A Tp,l/a (258)

em que se ¢ introduzido o tensor simétrico de Einstein, dado por

1
Guw = R — §g#,,R, (2.59)

que nada mais é que a combinacao do tensor de Ricci com o escalar de curvatura.

As equacoes de campo de Einstein sem adicao da constante A, embora parecam simples,
constituem um conjunto nao-linear na métrica com 10 equagoes diferenciais parciais, que
nos permite prever como o espago-tempo se curva na presenca de matéria; em curtas
palavras, através da distribuicao da matéria via tensor energia-momento podemos obter
a métrica desse espaco. Logo, podemos identificar que a gravidade é manifestada por
intermédio da curvatura na métrica no espaco-tempo, enquanto a distribuicao de matéria-

energia esta associada ao tensor energia-momento.

As discussoes e expressoes obtidas nessa se¢ao servirao mais adiante para que possamos

desenvolver os calculos dentro do contexto das teorias alternativas da gravidade.

Os resultados expressos e desenvolvidos nesse capitulo podem ser verificados nas se-
guintes referéncias: (CARROLL, 2003), (GLENDENNING, 2012), (RYDER, 2009) e (SAB-
BATA; GASPERINI, 1985).



3 Teorias f(R) da gravidade

Embora seja brilhante e possua resultados incriveis e fascinantes, como o desvio para
o vermelho, a precessao do periélio de Mercurio e a deflexdao da luz pelo Sol, a teoria

desenvolvida por Einstein ainda possui algumas questoes em aberto:

1. Energia escura e matéria escura: A Relatividade Geral descreve a gravitagao, mas
hé evidéncias observacionais de que a maior parte da matéria no universo é “invisivel”
e nao consiste em atomos, conhecida como matéria escura. Além disso, a energia
escura, uma forma misteriosa de energia que esta acelerando a expansao do universo,

¢ um enigma nao resolvido.

2. Buracos negros: Embora a existéncia de buracos negros seja prevista pela RG,

muitos conhecimentos acerca de seu comportamento estao em aberto.

3. Unificagao das teorias: A busca por uma teoria que englobe tanto a RG, que traba-
lha com a gravitacao, quanto a Teoria Quantica de campos que descreve o compor-
tamento de particulas em nivel subatomico, conhecida popularmente como a busca

por uma Teoria Quantica de Gravitagao.

4. Ondas gravitacionais: Embora as ondas gravitacionais tenham sido observadas e
confirmadas, ainda ha muito a ser aprendido sobre essas perturbagoes no espago-
tempo, bem como o desenvolvimento de técnicas mais sofisticadas de deteccao, para

que possamos testar a RG em condigoes mais rigorosas.

5. Cosmologia e a origem do universo: A RG ¢é fundamental na cosmologia, mas
questoes sobre a natureza da singularidade inicial do Big Bang, a inflacao césmica

e a estrutura a grande escala do universo ainda estao sendo investigadas.

Portanto, se faz necessario um estudo e elaboracao de uma teoria que abranja uma
parte ainda maior se nao por completo acerca do universo. Nesse contexto, surgem as

teorias modificadas que visam sanar os problemas que ainda prevalecem na RG.

Neste capitulo, iremos focar no desenvolvimento das equacoes de campo, via forma-
lismo Lagrangeano, para uma teoria f (R) da gravidade, analogamente ao que fora feito

anteriormente no capitulo 2.
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3.1 Equacoes de campo

Dentro da fisica tedrica, quando o objetivo é estudar alguma teoria de campos, fre-
quentemente, esbarramos nas conhecidas equagoes de campos, que consistem em uma
série de equacoes diferenciais e com elas podemos determinar a dinamica do seu sistema.
As solugoes para as mesmas sao campos que representam a natureza (LANDAU; LIFSHITZ,
1975). Por se tratar de uma série de equagdes diferenciais, existem familias de solugdes
cada qual representa um caso especifico. Geralmente, as equagoes de campo sao postula-
das, como ¢é o caso das Equacoes de Einstein e da Equagao de Schrodinger, mas podem
ser obtidas por intermédio de resultados experimentais. Para uma teoria ser aceita, as

equacoes obtidas devem estar de acordo com a previsao experimental.

Para a derivacdo das equagoes de campo da teoria f(R), faremos calculos andlogos aos
que foram feitos anteriormente, porém, para a parte gravitacional, iremos escolher uma
funcao genérica que dependa do escalar de curvatura, consequentemente, modificaremos
a densidade Lagrangeana para o formato £, = —f(R)/2k, e, portanto, temos para esse

caso,

St = 5 / '/ "gf (R). (3.1)

Tomando a variacao com relagao a métrica, obtemos

St = 5 / d'e (F(R)5Y =g+ V—gfnSR) . .

em que fg, corresponde a derivada de f (R) com relacao a R.

O processo consiste em utilizar a definicao (2.34), ja vista anteriormente, e definir o

que vem a ser 0R.
OR = R,,0g"" + g"dR,,. (3.3)
Podemos reescrever o termo g"”dR,,, como sendo,
g""oR,, =g (Vpél“,’ju — Vl,éfzu)
=V, (0TS, — T,
:va (gﬁ'yva (5957> - v“/ (5907)) (34)

=95, Vo,V (697) =V, V., (6g°7)
:g;wD (591“/) - vuvu (5g;w) )
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em que introduzimos o operador d’Alembertiano, [1 = V,V#, tal que,

1 Iz
— \/—__gau (V=90"), (3.5)

os detalhes desse processo podem ser visto no apéndice A.1.

U

Voltando a (3.2), temos, portanto, uma expressao do tipo

S =~ 5 [ A% [F(RISV=G + V=31 (R + 9D (66™) — V..V, (59™))]
(3.6)

e que se acoplando o termo de matéria e reescrevendo os tultimos dois termos utilizando
o teorema de Gauss, detalhes podem ser vistos no apéndice A.2, temos a acao total

modificada que ¢ reduzida a

1 1
5STm0d - _% /d4l’v -9 (fRRMV + guVDfR - V,uvufR - §f<R)glw - HTNV) 5.9””'
(3.7)

Aplicando o principio de minima agao, chega-se as equagoes de campo para uma teoria
f (R) da gravidade,

1
fRR;w + g,uquR - vuvufR - §f(R)g/uJ - K/T,u,lla (38)

equacoes que nao sao tao faceis de se trabalhar devido ao fato de serem de 4* ordem. Sua
consisténcia é facilmente checada levando em conta f (R) = R, pois os dois termos centrais

do lado esquerdo da equacao se anulam, e assim as equagoes da RG sao retomadas.

Na RG, o escalar de Ricci é definido pelo traco do tensor energia-momento R = —kT.
Porém, no contexto das teorias f(R), ele é uma varidvel dindmica e possui uma equagao

que o governa que é obtida por intermédio do trago da equagao (3.8), ou seja,

30fr(R) + 3fr(R) — 2f(R) = «T. (3.9)

Nota-se que a equacao que liga o escalar R a parte de matéria, R e T', é de segunda
ordem em R, implicando que as equagoes de campo na teoria f(R) admitem uma maior
variedade de solugoes do que a TRG de Einstein. O fato de se admitir mais solucoes
nao esta diretamente ligado a ela ser a opgao correta para corrigir a RG, porém algumas

dessas solugoes podem vir a sanar problemas encontrados dentro da teoria de Einstein.
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3.2 Frame de Jordan

Teorias escalares tensoriais, das quais a teoria Brans-Dicke é um exemplo, sao teo-
rias alternativas a TRG para descreverem classicamente a gravidade (FARAONI; GUNZIG,
1999). Essas formulagbes podem ser feitas de duas formas, segundo o paper de Brans-
Dicke (BRANS; DICKE, 1961), existem a versao no frame de Jordan e a versao no frame
de Einstein. A ideia por tras dessas teorias é que a interacao gravitacional se da por
intermédio de um campo escalar ¢ junto ao tensor métrico e aparecem nos mais diversos
contextos dentro da fisica tedrica: a teoria de supercordas e a teoria da supergravidade,
como a descricao efetiva do modelos dos braneworlds, nas tentativas de descrever a inflacao

e a energia escura, e é claro nas teorias modificadas de f(R) (JARV et al., 2007).

Quando formulada no frame de Jordan acopla-se, nao minimamente, um campo ¢ ao
escalar de Ricci e nao a matéria, assim o termo cinético do campo escalar envolve uma

fungao arbitraria f(¢). Dessa forma podemos escrever a teoria numa forma que remete a

TRG.

Essa escolha pode simplificar a descricao matematica das teorias e torna-las mais
simples de se manusear, mas ao preco de tornar os acoplamentos de matéria dependentes

do campo escalar. Podemos resumir as razoes de se trabalhar nesse frame:

1. Forma matemdtica simplificada: As equagbes de campo das teorias f(R) possuem
uma forma matematica mais simples quando comparadas ao frame geométrico uti-
lizado na RG, por exemplo, as derivadas no frame de Jordan sao de 2% ordem
enquanto no geométrico 4%, ou seja, tal escolha introduz um grau de liberdade &
teoria de forma semelhante ao que ocorre na passagem do formalismo Lagrangiano

para o Hamiltoniano.

2. Conexdo com a Relatividade Geral: E possivel escrever as equagoes de tal forma

que, em certas condigoes, elas se reduzam a RG.

3. Tratamento da matéria: Permite uma descricao mais direta de como a matéria
acopla a gravidade modificada nas teorias f(R). O acoplamento entre a matéria e

a gravidade é um aspecto critico na construcao de teorias de gravidade modificada.

No entanto, é essencial notar que a escolha do frame de Jordan é uma conveniéncia
matematica e nao tem uma interpretacao fisica intrinseca. As teorias alternativas da
gravidade podem ser formuladas em diferentes frames, e cada qual a escolha especifica
pode afetar a descricao matematica e a interpretacao fisica das teorias. Portanto, a escolha

¢ facultativa a qual frame é o mais adequado para o assunto que almeja-se trabalhar.

Quando estamos no frame de Jordan, introduzimos um campo escalar y, que nao
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depende da métrica,

F(R)=f(x)—f (0 (x—R), (3.10)

de forma que a agao equivalente da parte gravitacional toma o seguinte formato

§=—g [@ryalr 0 -5 00 (xR, (3.11)

com Kk = 8:—4G. Se aplicarmos o principio variacional com relagao ao campo obtemos

1
8 == 5t [ VG 00~ £ (x - )
o [V 00— G 0D (- R = F 08 - B (312)
1
—— oo [ eV [ 00 (R = ).
Tomando o principio de minima agao obtemos os seguintes resultados,

//:O
P00 R=x) =0 X (3.13)
R—x=0...R=x,

e caso a segunda premissa seja valida obtemos a mesma expressao (3.1).

Podemos redefinir o campo x por ¢, no qual x = x (¢), de tal forma que

p= dfd—(X)O (3.14)
Com essas definigoes a acao (3.11) torna-se,
5 == 5y [ atevaOR+ 1 (c(9) - ox (9). (3.15)
Ao definirmos uma funcao potencial tal que,
U(d)=ox (o) = f(x(9), (3.16)
a acao no frame de Jordan é reescrita em um formato mais simples, a saber,
§—— i/d%\/ﬁ(gbR—U(qﬁ)). (3.17)

Adotando o principio variacional a fim de se obter as equacgbes de campo da teoria
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f(R) no frame de Jordan, temos que a variacao da ac¢ao com relagao a métrica,
1
5,5 = 58 [ oG (6R -V (6)
—— 50 [ #2[6VE) (GR~U (6) + V3 (6R~ U (6)) (318)
—— 5 [ @'2[(6V8) (6R ~ U (6)) + VG (oR + 63R — U (&)

Utilizando os resultados dados nas equagdes: (3.3) e (3.4), temos que a variagdo para

parte gravitacional,

1 1 1
598 = - % /d437v _géglﬂ/ |:¢ (R/U/ - _guuR> + _g,uuU (¢) + (g;wD - Vuvu) (b .

2 2
(3.19)
Ainda, acoplando o termo de matéria, obtemos a seguinte equacao de campo
G = T+ 2 (V¥ — g006) — gl (6) (3.20)
v — T4 - v® — Guv — 59w . .
H (b H ¢ H [ 2¢ I

Seguindo o mesmo raciocinio, porém, aplicando a variagao com relagao ao campo ¢,

obtemos
0,5 == 5 [ 5 103E) (O~ U () + VG GoR + 63R — 6U (9))

- i /d% {\/g (5¢R - a%U (¢) 5¢)] (3.21)
)

- _ i /d4x\/§5¢ (R — (9_925U (¢)) e, finalmente,

aplicando o principio de minima acao, chegamos a

R—iU(gb):O.'.R:%U

i (6), (322

sendo essas as equagoes de campo acopladas para a teoria f(R) da gravidade no frame de

Jordan, (3.20) e (3.22), respectivamente.

3.2.1 Modelo de Starobinsky

Como ja fora dito no presente trabalho, a TRG aparenta ser um sucesso ao descrever
sistemas de campo forte encontrado em colisdes de buracos negros (ABBOTT, 2016). Po-
rém, quando esbarramos em problemas como a expansao acelerada tardia do universo a

TRG nao ¢ tao eficiente a nao ser que adicionemos uma constante cosmoldgica ou uma
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componente “escura’(JIMENEZ et al., 2022). Como fora visto, a TRG é uma teoria que
parte de uma densidade lagrangiana linearmente proporcional ao escalar de Ricci, um
passo imediato a se fazer seria propor uma teoria que seja proporcional ao Ricci porém
nao linearmente. Um dos modelos mais famosos e prestigiados dentro do ambito de uma
teoria f(R) da gravidade é o modelo proposto por Alexei Starobinsky (STAROBINSKY,

1980), tal modelo propde o seguinte formato para a funcao genérica

f(R) =R+ aR*. (3.23)

O modelo de Starobinsky estd de acordo com os dados Planck 2018 para época infla-
ciondria via andlises anisotrépicas da radia¢ao césmica de fundo (AKRAMI, 2020). Além
do mais os modelos f(R) prevem com clareza a existéncia de objetos compactos de massa
2.59M, como os detectados nos eventos GW190814 pelo LIGO/Virgo (ABBOTT, 2020).

Podemos realizar o proposto na segao [3.2], e chegar numa expressao para as equagoes

de campo para o modelo de Starobinsky no frame de Jordan. Inicialmente,

_ Of(R)

consequentemente, o potencial (3.16) é dado por:

1 2
U =—(p—1)". 3.25
(4)= - (6-1) (325)
Podemos observar o comportamento do potencial com relacao ao campo na figura
3.1 em que a medida que o médulo de o aumenta a abertura da concavidade também
aumenta, frisando que no ponto em que o campo ¢ = 1 obtemos o caso da RG que ja

conhecemos.

Assim, as equacoes de campos para o modelo de Starobinsky no frame de Jordan se

tornam
k 1 (0 — 1)
G,Lw :Q_bT”V + 5 (V,uvu(b - g,LLI/D(b> - %% (326)
_9—1
R = Y (3.27)

O modelo de Starobinsky é o modelo mais simples da inflacao, com a = G# em que

My

M, é a massa de Planck, com previsoes precisas para os observaveis inflaciondrios e nao

possui parametros livres, ou seja, a sua previsao é consistente.

As contas elaboradas nessa segao foram baseadas nos artigos (CAPOZZIELLO; LAUREN-
TIS, 2011), (FELICE; TSUJIKAWA, 2010) e (SOTIRIOU; FARAONI, 2010).
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FIGURA 3.1 — Potencial de Starobinksy no frame de Jordan.

3.3 Estruturas estelares na teoria f(R)

A fim de descrevermos o comportamento de objetos estelares dentro da teoria alter-
nativa, podemos considerar um sistema esfericamente simétrico com movimento somente
na direcao radial. Realizando um processo andlogo ao que fora realizado no apéndice B.

Com a diferenca que consideraremos a derivada temporal, partindo da métrica esférica,
ds? = —e*dt* + e da?* 4 r*(d6? + sin® 0d¢?), (3.28)

logo os simbolos de Christoffel nao nulos serao:

D=1, Tho=e", T§ =1 Ih = A,
F(l)l - 62A_2¢)\7 Fil =X, F%Q = %7 F%B = %7 (3.29)
F52 = —ez%, F§’3 = cot 0, I‘zl,)3 = _52% qin? 0, F§3 _ _81n(220)'

Ademais, para se obter as equagoes, precisamos das defini¢oes de objetos matematicos
pra a teoria. Inicialmente, calculamos o resultado para o escalar de Ricci, R = ¢g"' R, a

saber,

2 \ \ \ ] 2 " 1 100 4 1 / 2 1
R:ez_w(ML’\Q_’w)_eﬁ(w +w2—Aw)+@(>\ _w)jLﬁ(l_eW)’
(3.30)
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bem como as expressoes para as componentes do tensor de Ricci:

R == 3= 32+ Gt emplzw - V] (o742 0w+ 20) @
Riy =exp[2(\ — )] (X + A2 — W) — "+ Ny + % — ", (3.32)
Ras =exp(—2X\) [—1 —r¢' +r\)] + 1, (3.33)
R33 = sin2 GRQQ. (334)

E importante ressaltar algumas observagoes, dentro da TRG o tinico campo dinamico
¢ a métrica, todavia, no contexto das teorias f(R) tanto a métrica quanto o escalar de

Ricci sao campos dinamicos descritos pelas equagoes diferenciais (3.8) e (3.9).

A equagao (3.8) pode ser reescrita no formato misto, tal que,
1
feB” + 6, 0fr = Vu V" fr = S f(R) = XT,%, (3.35)

assim, ja temos definidos objetos que serao tuteis para a construcao das equagoes para
teoria, porém, ainda precisamos de mais alguns. Partindo da métrica, obtemos resultados

interessantes como o d’Alembertiano:

i = F V=390, f

[(1/) /\)fR_fR} +— Kw’—A/+§) f}ﬁf}é}.

Podemos obter também as expressoes para o produtos das derivadas covariantes ex-
pressas pelo seguinte formato, V,, (0" fr) = 0, (0" fr) + FM” (8AfR), devido ao fato de fg

ser um escalar:

(3.36)

Vo (0"fr) = e% (9= fr) + %w’fg, (3.37)
Vi (0'fr) = e% (fh = Nfr) — e%}fm (3.38)
Vs (0°fr) = ?%A (3.39)
Vs (0°fr) = ?%A (3.40)

Adicionando e definindo algumas notacoes tteis:

¢ __ Ofr __ dfr OR - 1 _ Ofr _ dfROR _ pi
fR— 920 — dR 920 RfRR7 fR_ 9r — dR or Rf RR,

fR = i (RfRR> = RfRR + R2fRRR> R = (R frr) = R"frr + R? frrr,
fro =22 (R'frr) = R frr + RE' frrr.
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Podemos finalmente, com essas expressoes, calcular as componentes (3.35), conside-
rando o caso em que o tensor energia-momento seja de um fluido perfeito cuja definicao

é dada por,
T =(p+P)UU, — Pg,,. (3.41)

Temos a primeira componente 00 como sendo,

)\R 1 2 / / /! /
Irn fRﬁr (re‘z)‘) — éfRR—l—j =—XN) R frr+ R'frr + R” frrr
e e \r (3.42)

1
+5 (Rfr— f (R) = —rp,
e a segunda 11:

72 e2X r2

—f—R + f—R (% + l) + iT]:f - 62% (RfRR + RQfRRR) + e% {(; +@/Jl> R/fRR}

by (Rfn — f(R)) = P,
(3.43)

ja a expressao para o Ricci (3.9) se reduz a

v (=) Fa— ] + 5 KW—X+;) ffﬁf]’é] + Rfn—2f(R) = k(—p+3P),
(3.44)
sendo essas as expressoes que descrevem objetos esféricos para a teoria f(R). Veremos a

utilidade delas mais adiante, quando chegarmos a parte de aplicagao das equacoes TOV,

as quais iremos referenciar como TOV modificadas.



4 Aplicacao: equacoes TOV

A TRG possui diversas aplicagoes voltadas a astrofisica. Dentre as aplicacoes pode-
mos citar as equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, ou simplesmente, TOV. Histori-
camente, recebera esse nome em homenagem aos fisicos que as desenvolveram, Richard
Chace Tolman que fez uma analise algébrica das métricas esfericamente simétricas e a
deducao final da equacao como ela é conhecida fora apresentada por Julius Robert Ope-
nheimer e George Michael Volkoff no famoso artigo “On Massive Neutron Cores” (OPPE-
NHEIMER; VOLKOFF, 1939).

As equacoes TOV sao um conjunto de equacoes diferenciais que juntas servem para
descrever o equilibrio hidrostatico no interior de estrelas compactas, determinar a relagao
entre massa e raio e a estabilidade de uma estrela de néutrons. Por sua vez, também
servem para descrever a estrutura interna e as propriedades das estrelas de néutrons que
sao objetos extremamente densos e a sua composicao vem sendo objeto de intenso estudo.
Tal estudo nos permite explorar a fisica da matéria fortemente interagente no regime de

altissimas densidades.

Resumidamente, sao ferramentas essenciais para a astrofisica e ajudam na compreensao
acerca das estrelas de néutrons e outros objetos astrofisicos extremamente densos. Elas
fornecem revelagoes sobre a fisica nuclear, o equilibrio de forcas bem como a estabilidade
desses objetos, além de ajudar a estabelecer limites na massa e tamanho das estrelas
de néutrons. Cabe ressaltar, que o presente trabalho envolve o estudo de estrelas de
néutrons, porém, as equagoes TOV também servem para modelar estrelas de quarks,
que sao estrelas hipotéticas compostas principalmente por quarks ao invés de néutrons
(IVANENKO; KURDGELAIDZE, 1965).

4.1 Desenvolvimento na Relatividade Geral

A fim de se obter as expressoes para as TOV dentro da TRG, partimos das equagoes de
Einstein considerando a estrela como um objeto que possui uma distribuicao esfericamente
simétrica, estatica e que age como um fluido perfeito. Com o intuito de nao tornar a secao

muito extensa, podemos ver com detalhes o desenvolvimento das equagoes no apéndice B.
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Em unidades naturais, elas possuem o seguinte formato:

dP (r)

47r3P (r) + m(r)
A 1P )+ p )] (T ), (4.)
dn;ﬁr) =d7nrip(r). (4.2)

Onde P é a pressao no interior da estrela, r é a coordenada radial, m é a massa contida
dentro de uma esfera de raio r e p é a densidade de energia. Tais expressoes descre-
vem a massa e pressao de objetos astrofisicos que possuem simetria esférica, estaticos e

isotréopicos, e que estao em equilibrio gravitacional.

Para se obter solugoes numéricas para as equagoes TOV, devemos fornecer como input
as equagoes de estado P = P(p), que relacionam a pressdao e a densidade de energia
e consequentemente determinam o comportamento termodinamico do objeto, para que
assim entao seja possivel obter solugoes que descrevem a estrela. Para a aplicagao do
método é preciso de condigoes iniciais M(0) = 0 e P(0) = P., onde M(0) é massa da
estrela na origem e P, é a pressao da estrela na origem, a iteracao deve ser realizada até
o momento em que P(r = R) = 0, onde R determina o raio da estrela. No exterior da

estrela, r > R, devemos obter a solucao de Schwarzschild e para isso

exp [V(R)] = exp[-A(R)]=1— = (4.3)

4.2 Desenvolvimento na Teoria f(R)

A fim de se obter as equagdes TOV para a teoria f(R), basta que tomadas as equagoes
(3.42), (3.43) e (3.44), adotemos o caso estatico, ou seja, equagoes que nao dependem da
parte temporal. Assim ficamos com as novas expressoes no formato:

d 1 2
_%% [T (1 - 672)\)} + 21 [(; - X) R'frr + R" frr + R,QfRRR:|

1 (4.4)
+5 (Rfn—f (R)) = =rp.

fr L?TZ - (1 _ e%ﬂ + % (Rfn— f(R)) + e% K% + w’) R’fRR} = kP, (4.5)

R/l

e2X

= (—/—ip +3kP — Rfgr +2f(R) — 3%> + (X - - g) R', (4.6
3/frr
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juntamente com a equacao de conservacao do tensor energia-momento vista no apéndice
B,

dpP

=+ P (4.7)

De posse dessas expressoes, podemos isolar as equacoes de acordo com as variaveis que

se desejam resolver,

1

w - 2r (2fR + TR/fRR)

[er? (26P + f(R) — Rfg) + 2fr (¥ = 1) — 4R frz] , (48)

1 /'
~ 2r2fr+ 7R frn)] VoD A7 (ko ) = S (P4 2)) 4 20 (4.9)

+2TfRR (QR/ + TR”) + ZfR} s

1 fR 2 R 2 1 / / /fRRR
R fRR|: (3@0 ;)—exp(?)\) <§—I—ﬁ>}—|—(;+>\)R—R2fRfR.

(4.10)

Como se trata de um sistema de equagoes diferenciais, precisamos de condigoes para
que possamos resolve-lo numericamente. O sistema é composto por trés equagoes de
primeira ordem e uma de segunda ordem. Dessa forma precisamos de cinco condi¢oes
para resolver o sistema. Além do mais, semelhantemente ao que precisamos para resolver
a TOV na RG, precisamos de uma EoS que relacione a pressao e a densidade de energia

dentro da estrela.

Para solucionar, impomos as seguintes condicoes:
¥(0) =0, A0)=0, R(0)=R., R(0)=0, (4.11)

para uma dada densidade central de energia p(0) = p.. Fora da estrela, as solugoes
sao dadas somente pelas expressoes (4.2), (4.9) e (4.10), onde a pressao é nula. Assim,
precisamos ligar as condicoes na superficies da estrela, r = Ry, de modo a garantir a

suavidade da solugao,

wd(Rstm‘) = zl)f<Rstm")7 )\d<RStCLT) - )\f<Rsta7")7

! / (4.12)
Rd<Rstar) = Rf(Rstar)7 Rd<Rstar) = Rf(Rstar)a

em que os indice d representam as solugoes dentro da estrela e f as solucoes fora. Podemos
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definir a m(r) dentro de um raio r de acordo com a relacdo oriunda da RG

2G'm

—2)

=1- . 4.13

¢ cAr (4.13)

Ademais, temos condi¢oes advindas do quesito de planicidade assintética, i.e.,
lim, o R(r) =0, lim,_ o, m(r) = constante. (4.14)

Como exemplo de aplicagao da teoria alternativa, podemos aplicar o modelo de Sta-

robinsky, que nos fornece as seguintes equagoes de campo:
f(R)=R+aR®,  fr=1+2aR,  frg=2q, (4.15)

de tal forma que as equagoes (4.2), (4.9) e (4.10) se tornam:

1

Y = TRt o] {exp (2X) [r? (26P + aR?)] + 2 (1 + 2aR) (exp (2)) — 1)
—8arR'},
(4.16)

1
Cdr[1+2aR+ arR

!/

] {exp (2X) [2r* (kp — aR?)] +2 (1 + 2aR) (1 — exp (2X))

+8arR + 4ar2R"} ,
(4.17)

1 62)\ / / 2 /

A fim de se obter a relagdo massa-raio podemos redefinir (4.13) como sendo:

dm s  ar? 2R d o R* 2 2

que, se compararmos com a (4.2), notamos a presenga de um termo a mais que desempenha
um papel muito importante quando pretendemos determinar a massa de uma estrela no

modelo de Starobinsky.

Os resultados obtidos acima estao de acordo com a referéncia (FEOLA et al., 2020).
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4.3 Equacoes de estado

Como ja dito anteriormente, as EoS exercem papel de suma importancia na implemen-
tagao numérica das equagoes TOV. Essas equagoes sao expressoes matematicas responsa-
veis por descrever a relacao entre diferentes variaveis termodinamicas de um sistema fisico
em equilibrio. Elas estao presentes em diversas areas da fisica, como a fisica estatistica,

da matéria condensada, nuclear e a prépria astrofisica.

Dentro do ambito da fisica nuclear e da astrofisica as EoS sao utilizadas para descrever
a relacao entre pressao, densidade e energia em sistemas como por exemplo estrelas de
néutrons, que sao objetos compactos formados apds o colapso gravitacional de estrelas
massivas. Esse colapso ¢é tao intenso que sua gravidade é capaz de combinar elétrons e
protons em seu interior de uma maneira tao esmagadora que se formam néutrons. Nesse
quesito tornam-se cruciais para entender a estrutura interna e as propriedades intrinsecas

desse objeto compacto.

Existem diversos modelos de EoS cada qual com um certo nivel de complexidade
de acordo com as suas consideragoes (SCHNEIDER et al., 2019). Um exemplo comum de
EoS dentro do contexto da astrofisica sao as politrépicas, que consistem em uma simples
relacao entre a pressao e a densidade de energia. Tal modelo pode ser escrito de maneira

genérica como:
P=Kp" (4.20)

sendo K uma constante de proporcionalidade, I' é o chamado indice adiabético e p ¢é a
densidade de energia (WOJNAR, 2023).

4.4 Método numérico

Como ja visto, as equagoes (4.1) e (4.2) constituem um sistema de equagoes diferen-
ciais ordindrias de 1? ordem. Numericamente, existem algumas possiveis maneiras de se

solucionar problemas desse tipo (PRESS et al., 2007):

e Método de Euler: Método mais simples que consiste em aproximar a solugao para
a equacao diferencial ordindria por intermédio de uma série de pequenos passos

usando a inclinacao da reta tangente na solucao.

e Métodos de Runge-Kutta: Mais comum de se utilizar em problemas semelhantes as
equacoes TOV devido a sua precisao e eficiéncia. Consiste em calcular a solugao em
cada ponto com base em uma combinacao ponderada de inclinagoes em diferentes

pontos intermediarios dentro de um dado intervalo.
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e Método de Verlet: Mais utilizado em problemas envolvendo a fisica molecular e
simulagoes de dinamica molecular, sua eficacia é extremamente alta para sistemas

que sejam conservativos.

e Métodos de Passo Multiplo: Uma combinagao de métodos que utilizam informagoes
anteriores para calcular a solugao no ponto seguinte, para tal exige que se possua

varios pontos iniciais.

e Método de Diferencas Finitas: Consiste em escrever as equagoes em um formato
discreto utilizando diferencas finitas para derivada, sendo aplicado a problemas de

malhas espaciais e temporais.

e Método de Elementos Finitos: Semelhante ao método anterior, porém é utilizado
para resolver equacoes que estejam em dominios complexos e irregular, convertendo

o problema em um sistema de equacoes algébricas.

e Método de Colocagao Espectral: Utiliza-se de fungoes espectrais, como os polino-
mios de Chebyshev, para representar a solucao em termos de coeficientes desconhe-

cidos, possui uma alta precisao e uma rapida convergencia.

Para resolver as TOV, optamos pelo método de Runge-Kutta de 42 ordem devido a sua
simplicidade e rapida implementacao. Para, a obtencao dos resultados foram utilizadas
3 linguagens de programacao para diferentes casos: Python e Mathematica com cédigos
criados pelo autor e Fortran criado pelo orientador a titulo de comparacao das solugoes

encontradas.

Nesta dissertacao utilizamos como EoS a politrépica descrita na equagao (4.20) e
também uma parametrizagdo do modelo RMF (Relativistic Mean-Field) (DUTRA et al.,
2014). No contexto do modelo de RMF, os ntcleos sao tratados como sistemas de pré-
tons e néutrons interagindo através da troca de mésons. Essa teoria incorpora conceitos
da relatividade restrita e utiliza uma equacao de estado relativistica para descrever as

propriedades dos nicleos.

O modelo de RMF ¢é conhecido por fornecer resultados consistentes com varias obser-
vagoes experimentais relacionadas a estrutura nuclear, como energias de ligacao nucleares,
momentos magnéticos e distribui¢oes de densidade nuclear. Essa abordagem é frequente-
mente usada em estudos tedricos da estrutura nuclear em contextos que envolvem altas

energias ou densidades nucleares.
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4.5 Resultados

Com o desenvolvimento tedrico introduzido nos capitulos e se¢oes anteriores podemos
obter resultados para as equagoes TOV para as duas teorias tanto na RG quanto na teoria

modificada.

4.5.1 TOV na RG

De posse das equagoes (4.1) e (4.2) podemos resolvé-las numericamente para o caso

politrépico. A EoS escolhida fora a seguinte (READ et al., 2009):

Kop'™, < Py,
I PP (4.21)

Kip"™,  p>pp

que é chamada politrépica por partes, onde o termo p, ¢ uma densidade limite na qual
a EoS escolhida alterna entre diferentes estados. Ademais, a relacdo p(P) é dada pela
inversa nos mesmos limites, i. e.,

1
Ki) . p<p,
i
K

p(P) = ( a1
yﬂ P>P,

(

onde P, é um valor calculado baseado no valor de p, e K.

(4.22)

O primeiro ponto a se avaliar sao os valores das constantes Ky e K; bem como a
unidade de medida. No cddigo criado, Ky é calculado em termos de A, que esta em J.s,
e my, que estd em kg, importados da biblioteca scipy.constants do python seguindo o

raciocinio imposto no artigo (WOJNAR, 2023), assim,
Ko = 5380.30 J/kg*?,

a escolha de p, fora tal que
pp = 5elT  kg/m?®,

e o valor de P, é dado pela expressao:
Pp - K0p£07

bem como valor de K; é dado pela expressao:

P\
k- (5)"
Pp
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Os resultados foram obtidos variando-se o parametro I';. Fixando o valor de 'y =
5 . . s A~ ~ < 7 . .
3, que indica um gas de néutrons degenerados nao relativistico, obtemos os diferentes
resultados para o diagrama massa-raio, como podemos ver na figura 4.1, e com o auxilio
da tabela 4.1 podemos evidenciar os valores encontrados para massa maxima e raio da

estrela,

—— Politropica ' = 3.5
2.5 1
Politrépica N = 3.0
—— Politropica Ml =2.5
—— Politropica ' =2.0
2.01 x Massa maxima
. ¥ Massa maxima
Ea » Massa maxima
1 Massa maxima
9 1.5 L
1]
=
1.0 1
0.5
T T T T T T
6 8 10 12 14 16
Raio(km)

FIGURA 4.1 — Diagrama massa-raio para EoS politrépica.

TABELA 4.1 — Resultado da integragdo numérica do caso politrépico.

Parametro Massa(M) Raio(km)

h=2.0 1.36 7.97
=25 1.88 8.83
I'h=3.0 2.29 9.61

I'=3.5 2.61 10.43




CAPITULO 4. APLICACAO: EQUACOES TOV 52

A titulo de comparagao, resolvemos as equagoes TOV para o modelo RMF para o qual
a EoS é nao-analitica (DUTRA et al., 2014). Para tal finalidade, foi preciso realizar uma

interpolagao cujo resultado estd mostrado na figura 4.2.

12 A

® Modelo RMF
— Interpolagao
10 -

Pressdo (fm~9)

T
0 5 10 15 20
Densidade de energia (fm—*)

FIGURA 4.2 — EoS obtida pela interpolagao dos dados.

Com essa interpolacao para a EoS podemos utiliza-la juntamente com as equagoes

TOV e obter o perfil massa-raio para a estrela, expressos na figura 4.3 e na tabela 4.2:

TABELA 4.2 — Resultado da integragao numérica.

Parametro Unidade Valor Calculado
Massa maxima M, 2.05
Raio da massa maxima km 11.58
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23

Massa(Mg )

FIGURA 4.3 — Diagrama massa-raio obtido da TOV na RG via modelo RMF.

2.00

175 4

1.50 1

1.25 4

1.00 4

0.75 1

0.50

0.25

—— Modelo RMF
¥ Massa maxima
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Raio(km)

Por fim, podemos comparar os resultados para o caso politrépico e o caso mais realistico

descrito pelo modelo RMF, em que temos uma nitida diferenca a qual podemos evidenciar,

Massa(Mg )

2.5 4

2.0 1

1.5

1.0 A

0.5

—— Modelo RMF
—— Politropica N = 3.5
—— Politropica ' = 3.0
—— Politropical =2.5
—— Politropica M =2.0

T
5] 8 10 12 14 16
Raiolkm)

FIGURA 4.4 — Digrama massa-raio obtido da TOV na RG.
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Os resultados obtidos nessa secao estao de acordo com a literatura e podemos ver que
os resultados se assemelham com as referéncias: (DUTRA et al., 2021), (LENZI et al., 2023),
(LUNNEY, 2020), (MARIANT; LUGONES, 2023), (OZEL; FREIRE, 2016) e (STEINER et al.,
2013)

4.5.2 TOV no modelo de Starobinsky

Para a teoria modificada a implementagao apenas para o caso politropico a qual tere-

mos a seguinte oS,
P=Kp’ (4.23)

em que adotaremos os valores de K = 10®m? e p = 2.0 x 10®kg/m3, tais quais foram
escolhidos de modo que os resultados sejam nas unidades métricas e assim o valor que

encontraremos para o raio ja esteja em km. Outro valor de extrema importancia é

_GM,

C

~ 1.477km,

Tg

visto que o utilizamos para calcular os valores de o para o modelo de Starobinsky.

E interessante, ressaltarmos a solugao da solugao de Schwarzschild (SCHWARZSCHILD,
1916), se tratando da RG, temos que imediatamente apés atingir a superficie da estrela,
ou seja, quando realizamos o processo de integracao até Ry, que determina o tamanho
da estrela, temos o valor de R tem que ser zero apds atingir o raio da estrela. Todavia,
se tratando de teorias f(R), ja sabemos que R é uma varidvel dinamica do nosso sistema
governada pela equagao (4.18), sendo assim quando realizamos o processo de integra-
¢ao mesmo apoés atingir o raio da estrela, ele nao é zero, ele vai a zero mas nao é zero

imediatamente apos atingir a superficie da estrela, como podemos ver na figura 4.5.

25F ]

R(107%,7%)
=

) 10 20 30 40 5(

Coordenada radial(km)

FIGURA 4.5 — Comportamento de R dentro e fora da estrela.
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Quando analisamos o perfil massa-raio, figura 4.6, também temos um resultado curioso,
que nos mostra que mesmo apos atingirmos o Ry, ainda hd uma pequena contribuigao
de massa, ou seja, na RG, se previa que apods alcancar o raio da estrela a massa se torna

constante, o que nao acontece dentro da teoria f(R), assim podemos ter a definigdo de

100 —_ ]

MassatMm}
= =
[=3] [=ls]

=
e
T
1

(=]
(]
T

1

G-D 1 1 1 ]

0 5 10 15 20 25 30

Coordenada radial{km)

FIGURA 4.6 — Perfil de uma estrela de desidade p = 2.0 x 10'®kg/m? na teoria f(R).

duas massas, uma que é a massa da estrela cercada pelo raio maximo e a outra que é uma
massa que vai além do tamanho da estrela. Concluimos que se tratando de teorias f(R),

Schwarzschild nao é uma solugao para elas.

Diferentemente do que fora feito na secao anterior, iremos fixar nossa EoS politropica
para os valores ja explicitados, e variaremos somente os valores de «. Para que assim

possamos comparar os resultados para R, figura 4.7, e do perfil massa-raio na figura 4.8

25F ]

of \\_., ]
_5-| 1 1 1 1 I
0 10 20 30 40 50

Coordenada radial(km)

FIGURA 4.7 — Comportamento de R dentro e fora da estrela.

Podemos condensar os resultados na tabela 4.3, onde dividimos a massa em dois possi-

veis valores: m que é a massa medida no raio da estrela e M’ que seria a massa longinqua:
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FIGURA 4.8 — Analise do perfil de uma estrela de densidade p = 2.0 x 10'®kg/m? na teoria f(R).

TABELA 4.3 — Resultados para f(R).

a Raio(km) m(My) M'(Mgy)

0 9.67 1.12 1.12
1 9.65 1.00 1.09
10 9.70 0.86 1.07

Assim, percebemos que a medida que o aumenta, a diferenga entre a massa na su-

perficie e a massa longinqua também cresce. Na RG, a diferenga entre as massas nao

existe.

O resultado da integracao numérica realizado nessa segao coincide com o resultado

proposto por (PRETEL, 2021) e com as ideias presentes em (FEOLA et al., 2020), (PRETEL
et al., 2020) e (JIMENEZ et al., 2022)



5 Conclusoes e Perspectivas

Ao longo desta dissertagao, buscamos responder a questoes fundamentais relaciona-
das ao comportamento de objetos compactos na astrofisica, focando especificamente nas
estrelas de néutrons e seu perfil massa-raio. Exploramos o universo das equagoes TOV,
aplicando-as tanto a Teoria da Relatividade Geral (TRG) quanto a teorias modificadas,

destacando o modelo de Starobinsky.

Nossos resultados revelaram uma conexao entre a massa de uma estrela e o modelo
de Equagao de Estado (EoS) adotado. Por exemplo, os casos politrépicos geram massas
que variam com os parametros I' e p,. No entanto, ao lidar com dados advindos do
modelo RMF', observamos variagoes em relagao as curvas politrépicas mas que mesmo
assim nos fornecem resultados dentro do esperado. E crucial destacar que, apesar das
diferencas, ambas abordagens fornecem resultados semelhantes em relacao ao raio da
estrela. Ao explorar as equagoes TOV em contextos de teorias alternativas, como o modelo
f(R) = R+ aR?, notamos que a massa do objeto estd ligada ao modelo de EoS, mas o
parametro o desempenha um papel crucial: a medida que a aumenta, a diferenca entre a
massa imediatamente apds a estrela e a massa em pontos apds a estrela também cresce.
Quando analisamos o perfil da estrela, temos que mesmo apds seu término ainda ha um
acréscimo de massa, ou seja, ao acoplar um termo oR?, nos tras grandes questionamentos

fisicos sobre o que vem a ser esse acréscimo de massa.

Esta pesquisa visa auxiliar estudantes iniciantes na compreensao do comportamento
de estrelas de néutrons na TRG e proporcionar uma analise dos perfis massa-raio em
teorias modificadas, que buscam corrigir a RG em determinados pontos, como é o caso do
modelo de Starobinsky, que aborda o periodo inflacionario do Universo. Vale ressaltar, que

a analise realizada na teoria f(R) fora feita no que conhecemos como frame geométrico.

E importante reconhecer as limitacoes deste trabalho, como a foco exclusivo no mo-
delo analitico para as EoS politrépicas no contexto do modelo de Starobinsky. Para
dados realisticos na TRG, simplificamos a interpretacao dos dados de pressao e energia
sem uma analise mais profunda e criteriosa. Sugerimos estudos futuros que explorem
modelos de matéria mais complexos, incluindo matéria escura, estrelas de quarks ou hi-

bridas, aproveitando a abundancia de dados realisticos e aplicando técnicas avancadas de
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analise e aprendizado de maquina para obter EoS mais realistas. Limitamos nosso estudo
de teoria alternativa ao modelos das f(R), porém existem modelos que incluem outras
caracteristicas como considerar espagos com tor¢ao ou até mesmo abrir mao da condi¢ao
de metricidade e que cabem o estudo do comportamento de objetos compactos (KACZ-
MAREK; SZCZESNIAK, 2023), (TAN; WANG, 2023), (DENK et al., 2023), (CAPOLUPO et al.,
2023) e (TSILIOUKAS et al., 2023).

Com relagao a parte numérica do estudo das teorias alternativas, existem maneiras
que simplificam as equacoes de campos como vimos na se¢ao 3.2 e a implementacao de

codigos que solucionem essas equagoes dentro desses frames podem vir a ser tteis.

Em sintese, esta dissertacao teve por objetivo principal a aplicacao da TRG e de
teorias modificadas f(R) na descrigao de objetos astrofisicos compactos, como as estrelas
de neutrons. Como uma possivel continuacao desse estudo, indicamos o uso de modelos
mais complexos de matéria e a aplicacao de ferramentas avancadas de andlise de dados

para obter EoS mais realistas.
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Apéndice A - Desenvolvimento Algébrico

A.1 Variacao do tensor de Ricci

Comecamos com

SR!,, = 0,010, — 0,010, + 610, Iy, + 1000, —6r0, Iy, — 0,61 (A1)

nov ow?

e que a variacao dos simbolos é um tensor embora os simbolos nao seja, sendo assim,

VoI, =0,00%, + 14,60, — I,00%, — 2,007, (A.2)
v, =0,0r, + 10,615, — I'),00%, — T'p,6T% (A.3)
SORE,, =V0I% — V007 (A.4)
logo, obtemos,
0R., = 0R: , =V,0I0 — V0%, (A.5)

expressao que podemos substituir em

OR =R009"™ + g6 Ry,

(A.6)
:R,uuégwj + VU (guv(grgu - gwérgu) )

em que aplicamos a condi¢ao de metricidade.

Pela definicao da conexao podemos aplicar uma regra de Leibniz tal que possamos

obter uma expressao para a variacao da mesma:

1
Fgu :§gaa (auguoz + 8ugau - aaguu) s (A?)

1 1
5Fgu 25590(1 (OvGua + OuGow — OaGup) + égoa (0,090 + 040gar — Oadgup) , (A.8)
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escrevendo as derivadas da varicao da métrica em termos das derivadas covariantes:
V09 = 009 — 15,0900 — 15,0900, (A.9)
reescrevendo (A.8):

o 1 fege’ 1 e’
6FVM 2559 <aug#a + augaz/ - aagw) + Eg [VU (69”0[) —+ F,’j\udg)\a + Fl),‘aégM

+ Vﬂ (59041/) + anég)\u + Fzyéga)\ - va (5gu,u) - P;\W(SQAH - Fguégu)\]y

(A.10)

portanto,

1
5F§u :g(sgaa (alfg,ua + 8,uga1/ - 3aguu) + gaafﬁudgM
(A.11)

1
+ Egaa [V, (89ua) + Vi (89ar) — Va (5G0,)] 5
lembrando que,
89ap = —Gangp 09" 697 = —g™g™ g,

e aplicando temos,

o 1 oo o
6Fyu :éég (aug,ua + a,ugau - aagu,u) —4g FiugaﬁgAxéggx

1
+ 590& [V, (09pa) + Vi (09ar) — Va (69u,)]

1
=697 gl — 97T, GacIr 09" + 597 [V (690) + Vi (89ar) = Va (39,

1
:590a9>\arr))u - 5§9Ax59§"rﬁu + 597"V, (5gua> + V, (09ar) — Va (591/#)]

2
1
:6gaagkari\u - 6gaag/\arl)/\“ + Egaoc [VV <5guoc) + V/L (59041/) - Va (6gyu)]
1
:igm V., (59;“1) + V, (69aw) = Va (5911#)] .
(A.12)
Consequentemente,
1 (0%
5FZM =g’ [vu (59ap)] ‘ (A.13)

2
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Podemos reescrever em termos de 6¢®°

1
6F1(j,u :ggm [V,, (—g#ggmﬁgm) +V, (_gaﬁgwégm) -V (_QVBQW(;QM)}

1
== 597 (918907 Vo (3977) + 90590, Vi (397) = 90391 Ve (09™)] (A.14)
1 .
=3 [9:807% (69™) + 6590,V (6977) = 9u91797" Va (6977) ]
1

=35 [guﬁvzx (69&7) + gu’yvu (5907) - guﬂgu'yva (59&{)} )
2

analogamente podemos dizer que,

1
ore, =— 5987 [Vﬂ ((59*37)] . (A.15)

Calculando a diferenca

uv
98T, — 78T, = — L 9,5V, (69°) + 9,2V, (05°7) — 9059, V7 (69°7)] —

2
9" By
2 g (V1 (567))
1
= — 5 [V, (39%) + 829, (5977) = 95, V7 (39™) = 95, V7 (39™)]
1
=~ L[V (3%) + ¥, (07) — 205,97 (397)]
1
=-3 [ZV7 (0g77) — 295, V° (5957)} ,
(A.16)
entao,
g ory, — ' = g5, V7 (6977) — V., (6977) (A.17)

Com isso voltamos voltamos a (A.6), logo,

OR =Ry, 09" + Vs (gﬁvvg (59/%) -V, (5907))
=R,,09" + 95,V,V° (6g7) — V,V,, (6g7) (A.18)
=R,,0¢" + 9, 0(6¢") — V.V, (6g") .

A.2 Termos de Superficie

Temos a seguinte expressao:

/d4x [f(R)5\/—_g +vV=9fr (Ruw6g™ + 9,0 (8g") =V, V, (6QW>>} (A.19)
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em que iremos nos atentar para os dois ultimos termos

[ dev=a1a¥,9, 6g) (A.20)

/d4x\/—_nggWD (6g") (A.21)

definindo os seguintes termos

MT :ng;va (5g;w) - 5glwgm/v’r (fR) (A22)
N7 =frV,(69°7) = 697"V, (fr) (A.23)

além da combinacao:
9" My + N° = frgwV7 (69") — 69" 9wV’ (fr) + [RV (69°7) — 097"V, (fr) (A.24)

Tomando a derivada covariante de M,

VM. =V" (frguw V- (09")) = V7 (09" 9,V ([r))
=V (fr) 9wV (09"") + frGWV V- (6g") = VT (06") 9,0V~ (fr)
— 09" 9, V"V (fr) (A.25)
=fr9uw V" V1 (6g") = 09" 9., V"V (fRr)
=frgu (09"") — 09" 9,0 (fr)

0S zeros, no primeiro e terceiro termo, surgem da condicao de metricidade. Integrando

essa ultima expressao temos:

[ dtav=gviat, = [ doy=armgnD 60 - [ dev=g59"9.0 () (A20)

usando o teorema de Gauss-Stokes podemos dizer:

/ 07/ =g frgm D (5g™) = / a0/ =36 g0 () + S (A.27)

onde S é um termo de superficie.
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Analogamente para V,N?

VoN? =Vo (frV (69°7")) = Vo (6977V, (fr))
=Vo (fr) Vo (69°7) + [rVoV (0977) = Vo (69°7) V5 (fr) = 097"V Vo (fr)

:vaav'y (6907) - 6907V0V7 (fR)
(A.28)

os zeros, novamente, do primeiro e terceiro termo, surgem da condicao de metricidade.

Integrando essa tultima expressao temos:
/d4$\/—_gVUN" = / d*z\/=gfrV,V., (8g°7) — /clzlzlt\/—_g]ciqﬂvo—v7 (fr) (A.29)
novamente usando o teorema de Gauss-Stokes:
[ dev=atava 9, 657) = [ dov=aiTOL, ) 45, (A30)

onde S, é um termo de superficie.

Assim voltando a (A.19):

1
/d4x\/—g [fRRW +9,0fr—V,V,fr— Qf(R)gW] dg"" + termos de superficie
(A.31)



Apéndice B - Desenvolvimento da
Solucao de Schwarzschild e TOV

Neste apéndice encontra-se o desenvolvimento algébrico para a obtencao das equacoes

TOV visto o formalismo presente no capitulo 2.

B.1 Unidades de Medida

No desenvolvimento e manipulacao das expressoes assumimos a convenc¢ao do sistema

natural de unidades SN, que adota,
G=c=h=1.

Onde, G é a constante Newtoniana de gravitacao universal, ¢ é a velocidade da luz no

vacuo e h é a constante de Planck. Todavia, no SI, temos que,

G =6,67438 x 107" m3/kg.s*
c = 299792458 m/s
h=1,05457266 km.m?/s

B.2 Solugao de Schwarzschild

A primeira solugao analitica para as equacoes de Einstein recebeu o nome de solugao
de Schwarzschid em homenagem a seu descobridor Karl Schwarzschild, que a desenvolveu
em 1915 pouco tempo apéds Einstein publicar a TRG (SCHWARZSCHILD, 1916).

Tal solugao considera que o espago é curvado por objeto que tenha simetria esférica

e seja estatico, ou seja, nao havendo dependéncia temporal das componentes da métrica.
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Partimos de um elemento de linha do tipo

ds®* = W(r)dt* — U(r)dz® — V (r)r*(d6? + sin *0d¢?), (B.1)

pode-se notar que as fungdes W (r),U(r) e V(r) descrevem, essencialmente, o quanto o
espaco-tempo se curva na presenca a uma fonte. Reescrevendo um nova coordenada que

seja 72 = V(r)r? a titulo de facilitar nossas contas
ds* = W(r)dt? — U(F)di* — 7(sin*0ddp* + db?). (B.2)

Levando em conta que as fungoes W (r) e U(r) assegurem a classificacoes das coordenadas,
isto é, tipo tempo continue sendo tipo tempo e tipo espaco continuem tipo espaco, além

de desprezar a barra a titulo de facilidade de escrita.

A funcao exponencial é um exemplo de funcao crescente e mondtona que assegura a

escolha, ou seja:

(B.3)
U(r) = exp(2A(r)),
assim o tensor métrico pode ser escrito como

exp(2v) 0 0 0

0 —exp(2\) 0 0
, = B.4
9 0 0 —r? 0 (B4)

0 0 0 —r%sin?0

(B.5)

A partir desse ponto busca-se determinar o formato do tensor de Ricci dentro desse con-

texto.

Devemos, inicialmente, calcular os termos nao nulos da conexao, que se tratando da
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TRG, se resumem aos simbolos de Christoffel. Assim os termos nao nulos sao:

Fh =\,

[, =V exp[2(v — \)],

[}, = — rexp(—2)\),

I3, = — rsin*fexp(—2)),

rz2, = — sin 6 cos 0,
. 33 (B.6)
Iy = 1101 =V )
1
2, =T_3 ==,
12 21 70
1
F33 = F31 :;
Fgg = I‘ =cot 0,

onde as linhas correspondem a ordem das derivadas com relacao a coordenada r. Agora,

se substituirmos no tensor de Ricci obtemos,

2 /
Rgo = exp[2(v — N)] (—y” + NV - — Ty) : (B.7)
2 /
Ry =" = NV — T)\ + v (B.8)
Roy =exp(=2X\)[1+ 1/ —rX] —1, (B.9)
R33 = SiIl2 QRQQ. (B]_O)

As equagoes devem ser consideradas num universo sem matéria, ou seja, no vacuo, logo,
R,, = 0, e como a exponencial ¢ sempre nao nula as duas primeiras equacoes acima se

resumei a,

TNV -V - T =0, (B.11)
2\

V=NV - T )7 =0, (B.12)
r
das quais se fizermos uma combinagao obtemos a seguinte relacao:

N(r)+ V' (r) =0— Xr)+v(r) = const. (B.13)

Porém, analisando a curvatura do espaco tempo, num ponto longinquo do objeto massivo,
a métrica tende a ser plana (Minkowski), i.e., r = 0o = A(r) = v(r) = 0. Significando

numa “perda” de curvatura. Todavia a soma, \(r) + v(r) = const., vale para qualquer
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regidao dentro do espago, logo, A(r) + v(r) = 0. Aplicando tal andlise em Ros,

exp(—=2\) [1 +r/'(r) —rN(r)] — 1 =0

exp(2v(r)) [1 +r(2/(r))] =
lexp(2v(r))r]’ =1 (mtegrando com relagao a r) (B.14)

)
exp [2v(r)]r =r — (o sinal foi por conveniéncia)

exp [2v(r)] =1 — g = exp [-2A(r)],

assim, o elemento de linha (B.1),

2 K\ o KN o an 2
ds® = — 1—7 dt” + 1—? dr® + r*(sin“f0d¢” + do°). (B.15)

K ¢é uma constante com unidade de comprimento, e é interpretada como a massa geo-
métrica do corpo central, de modo que K = 2M (no SI K = 2G'M/c?). Reescrevemos o

elemento de linha em seu formato final como

oM oM\ !
ds* = — (1 - _) di* + (1 - _) dr® +1*(sin*0do” + do?). (B.16)

T r

onde M é a massa total do objeto, sendo
R
M = 47‘[‘/ p(r)ridr (B.17)
0

Todavia essa solugao possui algumas peculiaridades que valem ser ressaltadas:

1.Divergencia em r = 0

2.Divergencia em r = 2M

esses problemas sao conhecidos como singularidades, a solugao obtida por Schwarzschild
prevé algumas peculiaridades. Em r = 0 realmente temos um problema de divergéncia
que nos fornece os buracos negros que sao objetos fisicos de extrema importancia para
o entendimento acerca do universo. Porém em r = 2M temos o que é conhecido como
singularidade de coordenada e pode ser contornado com uma mudanca de coordenada, tal

valor é conhecido por delimitar uma regiao conhecida como horizonte de eventos.

Para esse valor, atribui-se o nome de Raio de Schwarzschild e no SI o mesmo possui o

formato

2GM

rs =
c2

(B.18)
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em que GG é a constante newtoniana de gravitacao universal, M a massa do objeto e ¢ a

velocidade da luz.

B.3 TOV

Para deduzir as equagoes TOV, consideramos a métrica de Schwarzschild, porém,
agora, utilizaremos também o tensor energia-momemento, 7),,, parametrizado na forma

de um fluido perfeito, i.e.,
T = (p+ P)UUy — Pgu. (B.19)
onde U, é a quadri-velocidade do fluido e que respeite a condicao
uru, =1, (B.20)

e p e P, sao, respectivamente, a densidade de energia e a pressao.

Levando em conta o fato do fluido perfeito estar parado no referencial proprio, tensor

energia-momento assume o formato

T" = diagonal(p, —P,— P, —P). (B.21)

Trabalhando com a equagao de (2.1), na forma mista

G —-R (B.22)

para obter a expressao para o tensor misto de Ricci basta que,
RMV :g'u)\R)\l/a (B23)

ou seja, para obter os andlogos basta pegarmos os resultados obtidos na secao anterior e

multiplicar pelo inverso da métrica. Ja para obter o escalar de curvatura

R=¢g""R,,
=9" Roo + "' Ri1 + ¢ Raz + ¢°° Ras (B.24)

_ 2exp(—2))

5 (=" = 2% PNV = 2r/ 4 2rN — 1+ exp(2))] .
r
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As componentes do tensor de Einstein se tornam:

GOO :M []_ — 2r)\/ — exp(2)\)] — _i [T(]_ _ eXp(—Q)\)] ,
2 dr
1 exp(—2)\) /
G, =—3 2r" 4+ 1 — exp(2))], (B.25)
G22 :eXP<_2)\> [T’I/H I Uy Ry )\/] 7
r

Ademais, podemos escrever a lei de conservacao de 7%, tal que,

v, 1", =0,
. - o (B.26)
aﬂT vt Fa,uT v FV}LT a — 07
para v = 1, ou seja, considerando as coordenadas radiais, temos:
9, T + LT —1r3,1% =0, (B.27)

onde somente nao sao zeros

F?O :V/7
F%l :A/7
1

3 _ 12 _
I‘13_Pl2 _;7

devido a particularidade de ser estatico e esfericamente simétrico, dy = 0 e 0y = J3 = 0,

desconsideramos derivadas com relacao coordenada temporal e as coordenadas angulares.

Logo a unica derivada que sobra é a com relagao a coordenada r ((91T1 =—-0,P = —@).

or
Reduzimos a expressao anterior a:
oP 2P 2P
———VP—-XNP—-——Vp+ NP+ — =0,
or r r (B.28)
o+ p)
or P ’
onde p(r) é a densidade matéria-energia num volume infinitesimal 47r?dr, temos
d
m(r) = drr’p(r). (B.29)

dr
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Resolvendo as equacgoes de Einstein temos, levando em conta unidades naturais:

GOO :87Tp7
exp(TQQ)J [_|_2?”)\/ -1+ eXP(Q)\)] =8mp,
exp(—2A) [2r\ — 1 + exp(2))] =2(27m7r%p),
y ) (B.30)
- (—rexp(—2A) + 1) = (2m(r)),
r(—exp(—2A) + 1) =2m(r),
exp(-23) =1 - 2

Assim relacionando: G — G, temos:

—exp(;2)\) [+2r\ — 1+ exp(2)\)] + %;2)\) 27" + 1 — exp(2))] =87 (p + P)
r r (B31)

2 2
. exp(—2M)\ + - exp(—2\)v' =8x (p+ P)

Porém, longe da matéria que curva o espaco-tempo temos que recuperar o espago de

Minkowski logo:

2m(r)

lim exp(—2\) = lim 1 — = 1. (B.32)
r—r00 r—00 T
Ademais, trabalhando a expressao (B.30)
d d 2m(r)
= ) =— 1=
dr exp(=24) dr ( r ) ’
1 2m(r)
oM exp(—2)\) == (—2m’
exp(~2)) =+ (~2m) + 747
m'r — 2m(r) (B.33)

Nexp(—2\) =

)
7.2

m' =4nrip(r),

N exp(—2\) =4mrp(r) — y,
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assim, substituindo na soma das componentes do tensor de Einstein (B.31)

2 2
= exp(—2A)N + = exp(=2\)V/ =87 (p + P),
T

2 (et “02) 42 (1 W) oxp o
(87rp(7") - QWZ?ET)) (g ) V =8P + 87p, -
(2 ) v =sep 1 200,
(r* = 2m(r)r) v =47r®P + m(r),

, Anr3P 4+ m(r)
V= )
r2 —2m(r)r

Substituindo o resultado encontrado na expressao (B.28), temos a Equacao de Tolman-

Oppenheimer-Volkoft

dP(r) 473 P + m(r)
P )+t (S (B.35)
que € resolvida juntamente com
dm (r) = 4nrip(r). (B.36)
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(X) OSTENSIVO () RESERVADO () SECRETO
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