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Resumo

As solugoes para a equacao de Tolmann-Oppenheimer-Volkoff fornecem informagoes vali-
osas sobre as caracteristicas macroscopicas previstas para objetos astrofisicos compactos
dentro da teoria da Relatividade Geral de Einstein. Tais caracteristicas sao sensiveis a
equacao de estado considerada para a matéria nuclear, mas também a teoria gravitacional
utilizada. O presente trabalho tem como principal propdsito a obtencao de solucgoes da
equacao de equilibrio hidrostatico para estrelas relativisticas em teorias de gravitagao al-
ternativas a Relatividade Geral. Foi analisado em particular as teorias f(R,T), f(R, L)
e modelos de Brana. Estas teorias surgiam na literatura num contexto cosmologico, mas
estamos agora aplicando elas num contexto astrofisico ao estudo de estrelas compactas,
com intuito de dar conta de recentes observacoes astronomicas, como pulsares massivos de
aproximadamente duas massas solares, que sao dificilmente explicados via Relatividade
Geral. Novas equacoes de equilibrio hidrostatico e resultados numéricos sao apresentados.
Mostramos que Estrelas de Néutrons e de Quarks massivas sao bem descritas nestas te-
orias alternativas da gravidade, em especial as Estrelas de Néutrons, onde observou-se o
valor de massa maxima mais sensivel no caso conservado. Pela primeira vez na literatura,
mostramos que a teoria f(R,T') conservada pode ser desenvolvida e aplicada no contexto

astrofisico, em particular no estudo de objetos compactos.



Abstract

The solutions for the Tolmann-Oppenheimer-Volkoff equation bring valuable informati-
ons about the predicted macroscopical features of compact astrophysical objects. Such
features are sensitive to the equation of state considered for nuclear matter and the back-
ground gravitational theory. The present work in its main purpose is dedicated to obtain
the solutions of the hydrostatic equilibrium equation for relativistic stars in alternative
theories of gravity. We investigated in particular f(R,T), f(R, L) theories and Brane
world models. Such theories rise in the literature in a cosmological context but now are
applied in astrophysics to study compact objects in order to explain recent astrophysi-
cal observations of massive pulsars with two solar masses, that are difficult to describe
in Einstein General Relativity. New hydrostatic equilibrium equations are obtained and
numerical results presented. It is shown that is possible to describe very massive neutron
and quarks stars within these alternative gravitational theories, specially in the neutron
stars situation, where showed the maximum mass value more sensitive to the conservative
case. For the first time in the literature, we have shown that the conserved f(R,T') theory
can be developed and applied in the astrophysical context, in particular in the study of

compact objects.
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1 INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral (RG), proposta por A. Einstein em 1915 (EINSTEIN,
1915) para explicar a forca gravitacional, foi depois utilizada na descri¢ao do universo em
modelos cosmoldgicos. Aplicagoes desta teoria ocorrem para estrelas relativisticas, conhe-
cidas como objetos compactos, foram também aplicadas ao estudo de Estrelas de Néutrons
(ENs) e pulsares. Na elaboracao desta nova teoria, Einstein propos uma relagao entre ge-
ometria e matéria, interpretando a curvatura do espago como sendo a forga gravitacional
que atrai os corpos massivos, e conseguindo assim explicar fenomenos gravitacionais que
nao eram bem entendidos na mecanica newtoniana como o avango do periélio de Mércurio

e as lentes gravitacionais.

Para dar conta de um universo estatico, o que acreditava-se a época ser o cenario
cosmoldgico, Einstein inseriu em suas equagoes de campo um termo “anti-gravitacional”,
nomeado “constante cosmoldgica”. Em 1929, a partir do levantamento espectroscopico de
galdxias, E. Hubble inferiu que essas (nao contidas no Grupo Local) se afastavam de nés,
com uma velocidade proporcional a sua distancia (HUBBLE, 1929). Em outras palavras,
Hubble observou o fendmeno de expansao do universo. A constante cosmoldgica foi entao

descartada por Einstein.

No final do século passado, observacoes do brilho de supernovas do tipo Ia mostraram
que o universo recente expande de maneira acelerada (RIESS et al, 1998). Tal conclu-
sao mostra-se altamente contra-intuitiva, uma vez que esperava-se que a gravidade entre
os corpos deveria frear a expansdo do universo. Os autores em (PERLMUTTER, 1999),
mostraram que re-inserindo-se a constante cosmoldgica nas equagoes de campo da RG,
o efeito de aceleracao césmica pode ser previsto, e para um dado valor dessa constante
cosmoldgica, obtém-se um excelente acordo entre dados observacionais e predicoes teori-
cas. Este modelo cosmolégico chamado de ACDM é atualmente conhecido como modelo

padrao para a evolugao do universo.

A RG caracteriza-se também como ferramental necessario no estudo do equilibrio hi-
drostatico de objetos compactos astrofisicos. As hoje conhecidas como Equagoes de TOV
(Tolman-Oppenheimer-Volkoff) (TOLMAN, 1939; OPPENHEIMER; G.M., 1939) (ou equa-

¢oes de equilibrio hidrostatico) foram obtidas a partir da substituigdo de uma métrica
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estatica com simetria esférica nas equacgoes de campo da RG. Estas equacionam quantida-
des macroscopicas de estrelas, como massa e raio, com quantidades microscopicas, como

sua equagao de estado.

Nas ultimas décadas, teorias alternativas a RG assumiram um importante papel para
explicar certas observagoes cosmoldgicas e astrofisicas que no ambito da RG, sao dificeis
de serem explicadas. Alguns exemplos sao as questoes sobre energia escura e a observagao
de pulsares massivos (WEINBERG, 1989; HINSHAW et al., 2013; DEMOREST et al., 2010;
ANTONIADIS et al., 2013).

Uma forma de obtermos informagao da matéria sujeira a altas densidades dentro das
ENs e EQs sao os eventos astrofisicos conhecidos como ~-Ray Bursts (GRB). Recente-
mente, o evento GRB 170817A foi observado e, com ele, a primeira observacao registrada
de ondas gravitacionais. Isso sé foi possivel pela coalescéncias de duas ENs, de acordo com
o estudo do espectro da radiacao. Percebeu-se que esse fenomeno é um bom laboratoério
para entender a estrutura desses objetos compactos. Medidas astrofisicas de massas de
ENs, seus raios, momentos de inercia e efeitos de maré tem potencial de oferecer informa-
¢oes sobre as equacoes de estado, como, por exemplo, se ela promove um objeto suave ou

duro, e quao alta é a pressao em relacao a densidade deste objeto.

O efeito da matéria mais proeminente durante a observacao da espiral do sistema
binario é a deformacao por efeito de maré induzido pelo campo gravitacional da estrela
companheira. Essa deformacao causa a emissao de ondas gravitacionais e aceleracao do
decaimento em espiral. A deformacao de cada EN devido a seu préprio giro também
modifica a forma da onda e depende da equacao de estado. A fusao das duas estrelas

também sao afetadas pela estrutura da matéria.

A compreensao do fenomeno de formacgao das Ondas Gravitacionais pode fornecer in-
formacoes valiosas sobre as equagoes de estado. Em especial, na observacao do GW170817,
parametros importantes como os de forga de maré foram obtidos (ABBOTT et al., 2018).
A deformabilidade simétrica de maré A = (A, + Ap)/2 e a deformabilidade antissimétrica
é A = (A, — Ay)/2, se relacionam com a massa do sistema. Assim, podemos escolher coe-
ficientes apropriados que vao ao encontro da observagao da Onda Gravitacional para que
tenhamos um conjunto de Equacoes de Estado apropriadas. Em especial os coeficientes A,
associados a forca de maré sao utilizadas em equacgoes de estado em modelos realisticos,
obtendo assim parametros que vao ao encontro da forma de onda. Utilizando a equacao
de TOV para obter numericamente resultados que vao ao encontro das observacoes do
GRB temos que a deformabilidade de maré de uma EN de 1.4 Mg nos fornece um coe-
ficiente Ay, = 190%%,. Como uma equagao de estado suave prediz pequenos valores de
deformabilidade de maré, ou seja, tais resultados favorecem os modelos “duros’que predi-
zem grandes valores dessa deformabilidade e favorecem a existéncia de objetos compactos

estaveis.
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Existem centenas de modelos para matéria nuclear que tentam explicar massas de ENs
que fogem do escopo da RG. Alguns deles sao os modelos relativisticos de campo-médio
(RMF). Eles sao importantes pois mantem a covariancia de Lorentz, inclusdo automaética
do spin, mecanismos de saturacdo da matéria nuclear e causalidade. Em (DUTRA et al.,
2016), observou-se que esse modelo é funcional se levar em conta as condi¢oes de neutra-
lidade de carga e equilibrio quimico. Dos mais de 500 modelos RMF, trés possibilitaram

resultados coerentes para massas acima do limite da RG.

Modelos realisticos, como o de Skyrme, também foram amplamente estudados para
a melhor compreensao de ENs. Este também é um modelo nao-relativistico muito im-
portante na dinamica hadronica. Levando em conta que as condigoes de uma EN sao
dificeis de se estudar em laboratério, modelos que simulam um gas de Fermi, como os de
Skyrme sao boas aproximagoes para esses objetos compactos. Em (DUTRA et al., 2014),
240 parametrizagoes desse modelos foram estudadas. Levando em conta a debilidade desse
modelo em obter altas densidades no centro de objetos compactos (que é o caso das ENs),
ele nao se mostrou muito interessante para corroborar as novas observacoes astrofisicas,

principalmente as que obtém ENs com massas acima de 2M,.

As parametrizagoes hadronicas de campo-médio em (DUTRA et al., 2012) mostraram-
se a melhor descricao para equagoes de estado relativisticas aplicadas a estudos de ENs.
Em (DUTRA et al, 2014; DUTRA et al., 2012), observou-se a necessidade da inclusao do
acoplamento hiperon-méson para que a suavidade da equacao de estado fosse superada, e
assim obteve os altos valores de densidades necessarios para a estrutura de uma ENs com
mais de 2M.

Atualmente, duas das mais populares teorias alternativas de gravidade sao as teorias
f(R) (NOJIRI; ODINTSOV, 2011; SOTIRIOU; FARAONI, 2010; FELICE; TSUJIKAWA, 2010;
CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011) e os modelos de brana (ARKANI-HAMED et al., 1998;
RANDALL; SUNDRUM, 1999b; RANDALL; SUNDRUM, 1999a). Essas duas teorias alteram
a acao de Einstein-Hilbert, adicionando novos termos e assim, podendo dar conta de

problemas observacionais do modelo padrao, como os mencionados acima.

Tendo em vista a ineficiéncia das teorias f(R) para alguns estudos na escala do sistema
solar e também em escalas galacticas (ERICKCEK et al., 2006; CHIBA; NAKAMURA, 2007;
CAPOZZIELLO; FRANCAVIGLIA, 2007; DOLGOV; KAWASAKI, 2003; CHIBA, 2003; OLMO,
2005), foi incluido na a¢do um termo proporcional ao trago do tensor energia-momento 7T,
levando a teoria f(R,T) (HARKO et al., 2011). A dependéncia em 7" na teoria é motivada
pela possivel existéncia de fluidos imperfeitos no universo, bem como pela consideragao
de efeitos quanticos. Tal teoria mostrou resultados satisfatorios dentro do sistema solar
(SHABANT; FARHOUDI, 2014). Um estudo importante sobre a matéria escura também ja
foi elaborado nesta teoria (ZAREGONBADI et al., 2016). Como serd mostrado nas segoes

seguintes, o tensor energia-momento nao é conservado nesta teoria, ou seja, V,T"" # 0.
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Em escalas cosmoldgicas, pode-se aceitar a ideia de que a variacao do tensor energia-
momento seja diferente de zero devido a criagao de particulas ao longo da evolucao do
universo. Contudo, essa condicao é peculiar quando se estudam objetos compactos, pois
é fisicamente coerente supor que ocorra conservacao de energia dentro destes objetos es-
telares em equilibrio estatico. Uma outra generalizagao da gravidade f(R) foi proposta
em (HARKO; LOBO, 2010) incluindo na teoria um acoplamento explicito de uma fungao
arbitraria do escalar de Ricci com a densidade Lagrangiana de matéria, conhecida como
teoria f(R, L,,). Como resultado do acoplamento, o movimento das particulas massivas
é nao-geodésico, e assim surge uma forca extra, ortogonal a quadri-velocidade. As co-
nexoes com modelos MOND (WU et al., 2014) e anomalia Pioneer foram explorados, em
conjuntura com implicagoes astrofisicas e cosmoldgicas do acoplamento nao-minimo de

matéria-geometria.

Teorias de brana também apresentam resultados satisfatérios na literatura e sao a
mais otimista alternativa como solugao do problema da hierarquia'! (ARKANI-HAMED et
al., 1998; RANDALL; SUNDRUM, 1999b; RANDALL; SUNDRUM, 1999a; SHTANOV; SAHNI,
2003). Ao buscarmos uma abordagem genérica, que possa contribuir em pequenas e gran-
des escalas de comprimento, trabalharemos com o modelo de brana de Sahni-Shtanov,
que diferentemente dos modelos de Randall-Sundrum (RANDALL; SUNDRUM, 1999b; RAN-
DALL; SUNDRUM, 1999a), considera a presenca do escalar de Ricci na agdo da brana
(SHTANOV; SAHNI, 2003). E importante citar que muitas aplicacoes tém sido feitas a mo-
delos de brana, como por exemplo a energia escura em modelos cosmoldgicos (CHIRDE;
SHEKH, 2015; PAL, 2008), sistemas de estrelas de néutrons (ENs) como fonte de ondas
gravitacionais (MORAES, 2014), perturbacoes e efeitos da tensao da brana (VIZNYUK et al.,
2014; GERGELY et al., 2010; BOUHMADI-LOPEZ; FERRERA, 2008), comparagoes com mo-
delos usuais de cosmologia (ASTASHENOK et al., 2013), buracos negros (BOUHMADI-LOPEZ
et al., 2013), aceleracdo césmica (NOZARIL; ASATYAN, 2011; SADJADI; VADOOD, 2008; MA;
ZHANG, 2008), rotacao de galdxias (VIZNYUK; SHTANOV, 2007) e comparagoes com dados
de supernovas (NESSERIS S., 2004; WANG; MUKHERJEE, 2004; ALAM, 2002).

Nesta tese, sera mostrado que objetos compactos como estrelas de néutrons e de quarks,
podem ser utilizados como um bom teste destas teorias alternativas da RG, comparando

as propriedades de massa e raio destas estrelas, por exemplo, com dados observacionais.

O presente texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 serao apresentadas
as TOV em RG, onde serd introduzida essa teoria em sua forma mais simples. No Capitulo
3 serdo introduzidos os modelos de gravidade modificada f(R,T), f(R,L,,) e branas,

explicando sua obtencao. No Capitulo 4, as equacgoes de equilibrio hidrostatico tipo TOV

INa fisica tedrica, o problema da hierarquia trata da discrepancia entre a magnitude das forcas funda-
mentais em relacio a gravidade, tendo em vista que, por exemplo, a forca fraca, é 103? vezes maior que
a gravidade.
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em gravidades modificadas serao obtidas. No Capitulo 5 apresentamos os resultados
obtidos para estrelas compactas nestas teorias. O Capitulo 6 estd destinado a conclusoes

e perspectivas.



2 AS EQUACOES DE CAMPO DA
RELATIVIDADE GERAL E A
EQUACAO DE TOLMAN-
OPPENHEIMER-VOLKOFF

2.1 As Equacoes de Campo da Relatividade Geral

Publicada em 1915, a teoria da Relatividade Geral (RG) (EINSTEIN, 1915), desde
entao, é utilizada para aplicacao em astrofisica e cosmologia, como pode ser visto, por
exemplo, em (SITTER, 1917; RANDALL; SUNDRUM, 1999a; SHTANOV; SAHNI, 2003; JU-

NIOR; CARDOSO, 2016). Teorias como essas sao derivadas da sua equagao de campo

G = 87T,

2

(2.1)

com a velocidade da luz ¢ e a constante gravitacional newtoniana G sendo considerados
iguais a 1, G, = R, — (1/2)g,, R sendo o tensor de Einstein, com g, o tensor métrico,
R = ¢g" R, o escalar de Ricci, 87 a constante de acoplamento, 7T},, o tensor energia-
momento onde os indices u,v e futuros indices genéricos assumem os valores 0, 1, 2 e
3 pois considera-se o espaco-tempo como uma entidade com 341 dimensoes, sendo tres
delas espaciais e uma temporal. R, é o tensor de Ricci, dado pela contragao do tensor

de Riemann, tal que R, = go‘ﬁRglm,,, com

RN

vas = Ol g — 0gT"  + T2, T8, — T, T (2.2)

AB?

sendo que o simbolo de Christofell I'*,  é dado por

1
e, = 59“6(3:/9&1 + 0apy — 089va)- (2.3)

Para o caso do universo, ou mesmo uma estrela compacta, ser permeado por um fluido
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perfeito, tem-se 7),, = diag(p, —p, —p, —p), sendo p a densidade de energia e p a pressao

do universo ou da estrela, respectivamente.

2.2 Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

A equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), ou também conhecida como equa-
¢ao de equilibrio hidrostético, é obtida a partir dos componentes 00 e 11 da eq.(2.1) para

a métrica de um objeto com simetria esférica e estatico,
ds? = e at® — " War? — 12(d6* + sin*0d¢?), (2.4)

onde ®(r) e U(r) sao os potenciais métricos. Logo, as componentes da equacao de campo,
apresentada na se¢ao anterior, ficam na forma (TOLMAN, 1939; OPPENHEIMER; G.M.,
1939)

—v
6—2(—1 +e¥ 4+ U'r) = 87p, (2.5)
-
oV
—-(—1+¢€¥ —d'r) = —8mp. (2.6)
”
Para a eq.(2.5), toma-se e”¥ = 1 — 2m/r, tal qual é conhecida como a relagao de
Schwarzschild, obtendo-se
2 2m\’
o (1 - _m) r = 8mpr’. (2.7)
r r

Os ap6strofos (7)) denotam derivadas em relagao a coordenada radial . Simplificando
a eq.(2.7) utilizando a regra da cadeia no célculo das derivadas, obtemos uma relacao
entre a massa e o raio do objeto a ser estudado, referente a eq.(2.5) da componente 00 do

tensor de Einstein, dada por

m' = 4mpr?. (2.8)

Agora, para obter a equagao de TOV, através da componente 11 do tensor de Eins-

tein em p’, conhecendo a eq.(2.6), comegaremos isolando &’ nesta equagao, e fazendo as



CAPI’TU~LO 2. AS EQUACOES DE CAMPO DA RELATIVIDADE GERAL E A
EQUACAO DE TOLMAN-OPPENHEIMER-VOLKOFF 21

substituicoes da relagao de Schwarzschild, obtemos

B ,_87rp7’+2r—7§
Tty

Sabemos que em RG a equagao para a conservacao do tensor energia-momento nos

(2.9)

fornece

@/
pwwp+m§~:0 (2.10)

Substituindo ®’, obtemos a equacao de TOV

/

dpr + &
p=—(+p) r

onde m e p sao respectivamente a massa gravitacional e a pressao da estrela, ambas

: (2.11)

definidas como funcoes do raio e da densidade de energia estelar p.

Para a compreensao da estrutura interna das estrelas, temos duas equagoes, (2.8) e
(2.11), e trés fungoes desconhecidas, que sao m(r), p(r) e p(r). Por essa razao, para
resolver essas equagoes, nds precisamos de uma equagao de estado p(p) e condiges de

contorno apropriadas, que sao escolhidas como

m(0) =0, p(0) =p,,  m(R)=M,  p(R)=0. (2.12)

onde p. é a pressao no centro da estrela, R, o seu raio e M sua massa gravitacional total.



3 GRAVIDADE MODIFICADA

A RG, apresentada no capitulo anterior, funciona bem em escalas de comprimento do
sistema solar. Nessas escalas, ela prevé um avango no periélio dos planetas (D’INVERNO,
1992), efeito nao previsto na mecanica newtoniana. Saindo dessa escala a teoria comeca
a apresentar algumas inconsisténcias e incompletudes. Em escalas galacticas, observa-se
a necessidade da existéncia de algum elemento exotico, conhecido como matéria escura,
para dar conta da curva de rotagao das galdxias (RUBIN et al., 1980; ERICKCEK et al., 2006;
CHIBA; NAKAMURA, 2007). Aumentando-se a escala de comprimento, a teoria nao prevée
ou explica o regime de expansao acelerada pelo qual o universo vem passando (RIESS et
al., 1998).

Cosmologicamente, a teoria padrao apresentada, com a inclusao da constante cosmo-
logica, artificio matematico alocado na equacao de campo que nao surge naturalmente na
sua obtencao, resolve a questao da aceleragao cosmica, fazendo o papel da energia escura.
Tem-se, via RG, o modelo cosmoldgico padrao, A-Cold Dark Matter (ACDM) (PERLMUT-
TER, 1999), teoria essa que vincula a constante cosmoldgica A a energia-escura, o que da
conta da expansao do universo, este em maior parte permeado por essa energia. Suas ou-
tras porgoes sao preenchidas por matéria barionica, presente nos corpos celestes, e por uma
forma de matéria ainda desconhecida, chamada de matéria escura, nao-termalizada, (ou
seja, nao pode ser observada termicamente, como a matéria bariénica) e com propriedade
de interagir apenas através da forca gravitacional. No entanto, este modelo apresenta o
conhecido "problema da constante cosmoldgica”, uma discrepancia entre o valor da cons-
tante cosmoldgica quando comparada com a mesma obtida pela densidade de energia do
vacuo da teoria quantica de campos da fisica de particulas (WEINBERG, 1972). A teoria
também nao fornece respostas sobre o problema da coincidéncia, que, tendo em vista o
periodo extremamente curto em que vivemos na evolugao do universo, observamos que
a densidade de energia escura é da mesma ordem de grandeza da densidade de matéria.
Por que esse periodo é exatamente agora, quando podemos observar? Outra questao que
a teoria nao engloba é a da hierarquia das forcas naturais, que é a discrepancia da ordem

de intensidade da gravidade para com as outras forcas.

Em contrapartida, os efeitos de planura nas curvas de rotacao e aceleragao césmica do

universo sao absolutamente alcancdveis em teorias alternativas de gravidade. (NOZARI;
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ASAIYAN, 2011; SADJADI; VADOOD, 2008; MA; ZHANG, 2008; VIZNYUK; SHTANOV, 2007)

Fora do escopo cosmoldgico, no contexto astrofisico observam-se outras questoes em
que a RG nao possui uma resposta satisfatoria, como uma certa dificuldade na previ-
sao de ENs muito massivas observadas recentemente, ao exigir densidades muito eleva-
das no centro dessas estrelas (ARBANIL; MALHEIRO, 2016; DEMOREST et al., 2010). O
mesmo acontece para anas brancas muito massivas conhecidas como anas brancas super-
Chandrasekhar (DAS; MUKHOPADHYAY, 2013; SCHWAB et al., 2016; CHAMEL et al., 2013),
que para explicar as supernovas la super luminosas, necessitam possuir massas na ordem

de 2 massas solares (M), bem acima da massa limite de Chandrasekhar de 1,4 M.

Para resolver estas questoes, uma boa alternativa sao teorias de gravidade modificada,
que podem resolver esses problemas a partir de termos extras na equagao de campo. Essa
é uma forma elegante nao s6 de testar estas teorias num contexto astrofisico, como de
resolver inconsisténcias da RG no tocante a dificuldade de obter ENs bem massivas sem
a necessidade de invocar densidades estelares centrais hadronicas muito elevadas, o que
exigiria o surgimento de matéria de quarks desconfiados, cuja equacao de estado sendo

mais mole nao permitiria atingir massas estelares tao altas.

Alguns modelos importantes de gravidade alternativa serao apresentados a seguir: a
teoria f(R) (FELICE; TSUJIKAWA, 2010; SOTIRIOU; FARAONI, 2010), a f(R,T) (HARKO
et al., 2011), a f(R, L,,) (CAPOZZIELLO et al., 2015) e a de modelos de brana (SHTANOV;
SAHNI, 2003; RANDALL; SUNDRUM, 1999b; RANDALL; SUNDRUM, 1999a).

3.1 Gravidade f(R)

Nessa subsegao, serao apresentadas propriedades da gravidade em f(R). Nesta, o

escalar de curvatura R na agao de Einstein-Hilbert (Sgp) escrita como

Spi = /d4x\/—_g (% + £m> : (3.1)

com o indice m representando (matéria) e k? sendo 87G/c?, é alterado por uma funcao

apropriada do escalar de curvatura

2k2

Sery = /d4:p\/—_g (f(R) + Em) . (3.2)

Ao aplicar o principio de minima ac¢do (WEINBERG, 1972) na eq.(3.2), obtemos a
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equacao de campo desta nova teoria

fR(R)RuV - %f(R)guV - [vuvu - guVD]fR(R) = "{Tuu- (33)

No qual os indices R indicam derivadas parciais em relacao ao escalar de curvatura R.
No limite em que a fun¢ao f(R) ¢ igual ao escalar de curvatura R, essa equagao retorna

a forma das equagoes de campo de Einstein da RG apresentadas anteriormente.

Esta teoria f(R) consegue, no ambito cosmoldgico, explicar a aceleragao césmica (RI-
ESS et al., 1998; PERLMUTTER, 1999) sem a necessidade de energia escura (AMENDOLA
et al., 2007, SONG, 2008). Entretanto, ela nao obtém resultados relevantes quando apli-
cada em diversos problemas astrofisicos, como os de escala galdctica (RUBIN et al., 1980;
ERICKCEK et al., 2006; CHIBA; NAKAMURA, 2007; HARKO et al., 2011).

3.2 Gravidade f(R,T)

Motivado por estas questoes que a teoria f(R) ndo consegue resolver, foi proposta uma
teoria generalizada, que inclui uma funcao em termos do trago do tensor energia-momento
T, produzindo a teoria conhecida na literatura como f(R,T) (HARKO et al., 2011). Tendo
em vista que o termo em 7" pode ter contribuigoes de efeitos quanticos (XU et al., 2016),
essa teoria pode ser um caminho para uma teoria de gravidade quantica. Esta teoria foi
capaz de resolver os problemas de energia escura, ser bem testada dentro do sistema solar
e explicar a aceleragao césmica (SHABANI; FARHOUDI, 2014).

Uma importante consequéncia das equagoes de campo na teoria f(R,T') sdo os termos
extras na porcao material das equacgoes, termos estes que causam a nao-conservagao do
tensor energia-momento (V, 7" # 0). Num contexto cosmolégico, essa nao-conservacao

pode ser interpretada como a criacao ou destruicao de matéria no universo.

No ambito astrofisico, essa nao-conservagao nao pode ser interpretada facilmente como
na cosmologia. Equagoes de equilibrio hidrostéatico (tipo TOV) que nao conservam o tensor
energia-momento, obrigam a teoria a considerar um mecanismo de criagao e destruicao
da matéria dentro da estrela, o que é dificil de justificar. Buscando equagoes de equilibrio
hidrostético que permitam a conservagao do tensor energia-momento, uma fungao f(R,T')

especifica foi obtida por nds pela primeira vez, como mostraremos no proximo capitulo.

Nesta teoria f(R,T) (HARKO et al., 2011), a acdo de Einstein-Hilbert possui uma fungao

que dependa nao somente de R, mas também do trago do tensor de energia-momento T’
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conforme

Strr) = / d*z/—g (f (’T) + ﬁm) . (3.4)

2K2

Como fizemos anteriormente, aplicando o principio de minima agdo (WEINBERG, 1972)
na acdo acima, podemos obter as equagoes de campo da teoria f(R,T'). Para tanto, temos

que o tensor energia-momento ¢ dado por

V=g agm

Assumindo que a densidade lagrangiana de matéria £,, depende apenas dos compo-

T 2 0(V=9Lm) (3.5)

nentes do tensor métrico g,, e nao de suas derivadas, obtemos

oL,
-2 .
gt

Tuu = g,uu‘cm (36)

Variando a acao dada na Eq.3.4 em relagao aos componentes do tensor métrico g*”

obtem-se a relagao

oT
ogH

V—gd'z. (3.7)

08 = %/ [fR(R, T)6R+ fr(R,T) dgh”

I (_g) Em)
V=g g™

1
_§g,uuf(R7 T)(‘)'gMV + /{2

Os termos fr e fr sao derivadas da funcao f(R,T) em relacio a T e R, respecti-
vamente. As defini¢oes do Escalar de Ricci R e do Simbolo de Christoffel I'#, foram

mostradas no Capitulo 2.

Por fim, a variagao da agao do campo gravitacional obtida, quando contraida com um

diferencial dg*” é

1

0S = F / [fR(R7 T)Rw,ég:‘“j —+ fR<_Fi7 T)QWD(SQW _ fR(R7 T)v“vy(sg,uy (38)

6 (9*°T, , 1 , 1 §(V/—9Lm
+fT<R,T>%6g” - S (RT3 + Wt | e, (39

Integrando o segundo e terceiro termos da eq.(3.8) e eliminando os termos O fr(R, T')

nds obtemos a equagao de campo na teoria de gravidade f(R,T).
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1

fr(R,T) (RW —3

1
Rg/.u/) + 6f<R7 T).g,uu
) 1 1
=K T/w - ng;w - fT(Ra T) T/w - nguy

—fr(R,T) (@W — %@gw) + V.V, fr(R,T), (3.10)

onde O, = —2T},, — PG

Se aplicarmos a derivada covariante na eq.(3.10), conforme(HARKO et al., 2011), obte-

110S

Jr(R,T)
k%2 — fr(R,T)

Observa-se que a derivada do tensor energia-momento, diferentemente do teoria de Eins-

VT, = (T + ©,)VFinfr(R,T) + V*O,,]. (3.11)

tein, é nao nulo. Este resultado pode significar a criacao ou destruicao de matéria e energia
no universo. Num nivel astrofisico, digamos, na construcao na equacao de TOV isso nao

pode ser interpretado facilmente, como ja fizemos referéncia (HARKO et al., 2014).

3.2.1 Cosmologia em gravidade f(R,T) conservada

Um bom laboratério para o estudo da possibilidade de conservagao na teoria f(R,T) é
no escopo cosmoldgico, onde ela foi melhor desenvolvida (ALVARENGA et al., 2013) Levando
em conta a necessidade de alocar uma constante cosmologica para explicar a expansao ace-
lerada do universo na RG, mostrou-se interessante estudar a teoria f(R,7T") num contexto
cosmoldgico. Esta é uma ideia coerente pois, nesta teoria, surgem termos extras associa-
dos a massa de forma natural ao alterar a lagrangiana da agao (3.4). Para comegarmos

essa andlise, utilizaremos a métrica de tempo conforme Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW)

ds® = a*(n)(dn? — dx?), (3.12)

onde a(n) é o fator de escala no tempo conforme 7. Entdo, a questao principal sobre a
composi¢ao do Universo é dada através do tensor de energia-momento, que neste con-
texto, descreve o universo como um fluido perfeito, ou seja, 7, = diag(p, —p, —p, —p).
Considerando a funcao f(R,T) = fi(R)+ f2(T), e substituindo (3.12) em (3.10), obtemos
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as equacoes de Einstein generalizadas da forma

a® a®
—3H fip, +3H fig, = 5 fro = =K’ po + (1 + w)pod” for, + 5 oo (3.13)
" / ! 2\ g/ CL2 / 2 2 a2 /
1ro T Hfigy — (H +2H") fig, + Efm = —Ra"wpo — Efzm (3.14)

onde H = d’/a e o subscrito 0 é carregado para as quantidades nao-perturbadas, com
fio = fi(Ro), figr, = dfi(Ro)/dRo, f20 = f2(To), for, = df2/dTy e ¢35 = po/po-

A equacao da continuidade dado por

1

K2 — f2T0

mostra explicitamente que o tensor energia-momento nao é primariamente conservado na

1
V,.Ty, = {55@ (§f20 + prfQTO) + Téf,aquTo] ; (3.15)

teoria f(R,T). No entanto, para essa teoria, as particulas testes movem-se num campo

gravitacional que nao segue linhas geodésicas. A equagao (3.15) para v = 0 se torna

P+ 3Hpy(l+w) = [(1 + w)po fore + wpi fara] - (3.16)

k% — faro

Note que se f, for nulo (ou seja, teoria f(R)), ambos fir, € foro se anulam, e entdo a

equacao da continuidade nesse cenario torna-se

P+ 3H(1+w)po = 0. (3.17)

Contudo ¢ possivel encontrar uma solucao nao nula para f, que conserve o tensor

energia-momento. Para isso basta igualar a zero a eq.(3.16), e integrando f2(7p), obtemos

143w

fo(To) = I3 + 8, (3.18)

onde « e B sao constantes de integracao. No caso de uma equacao de estado barotropica

(w=0), isto é, poeira cosmica, a solugao obtida em (3.18) serd escrita neste caso como

F2(To) = aTy? + 3. (3.19)

Podemos notar que a fungao (3.18) que conserva o tensor energia-momento é uma lei
de poténcia no traco T, que depende exclusivamente da equacao de estado escolhida, onde
w € constante e igual ao quadrado da razao da velocidade do som no meio pela velocidade
da luz no vécuo. Por exemplo, para o caso de um equagao causal (“stiff matter”) onde

w = 1, a fungao fy que conserva tensor energia-momento é uma funcgao linear no trago 7.
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Neste caso, para esta equacao de estado causal, apenas esta funcao linear em T fornece

uma cosmologia na teoria de gravidade f(R,T') conservada.

3.3 Gravidade f(R,L,,)

Matematicamente, uma generalizagao da teoria da gravitacao propoe substituir o es-
calar de Ricci na agao Sgy por uma fungao dele préprio e da densidade lagrangiana de
matéria L, (BERTOLAMI et al., 2007). As equagoes de campo gravitacional foram obtidas
neste formalismo métrico, tal como as equagoes de movimento, que derivam da divergéncia
do tensor energia-momento. Uma aplicacao para a gravidade f(R, L,,) é um modelo cova-
riante relativistico de interacao da energia escura, baseado no principio de minima agao.

Nesta teoria a constante cosmoldgica se torna uma fungao do tensor energia-momento.

E possivel acoplar geometria e matéria na mesma acao. Uma discussao sobre essa

questao foi apresentada em (CAPOZZIELLO et al., 2015), onde a acdo utilizada se torna

L Ty L
S = 2/alx 97 (3.20)

Percebe-se que a dinamica nessa teoria ocorre somente quando héa presenca de maté-
ria, apresentando uma ligagao mais profunda entre o espacgo-tempo e a matéria. Esta nao
¢ uma observacao trivial, levando em conta que nao corresponde ao principio de Mach
(WEINBERG, 1989) proposto por Einstein na obtencao da RG. Testes para a viabilidade
da teoria f(R, L,,) foram feitos, a partir de uma abordagem de sistemas dinamicos (AZE-
VEDO; PARAMOS, 2016). Restrigoes associadas a condigoes de energia (AVELINO; AZE-
VEDO, 2018) e também a radiagdo CMB usando medigado COBE-FIRAS (WU et al., 2014;
WANG; LIAO, 2012), foram estudadas. A maioria dos modelos f(R, L,,) ndo conservam o
tensor energia-momento. O mecanismo responsavel por esse comportamento esta associ-
ado a produgao de particulas induzidas por gravitagdo (HARKO et al., 2015; HARKO, 2014).
Uma das subteorias derivadas da f(R, L,,) é a ja discutida teoria f(R,T). Além dela,
em (HARKO et al., 2013) a teoria f(R, L,,) foi generalizada com a inser¢do de um campo
escalar e um termo cinético, construido a partir de gradientes do campo escalar. Neste
contexto, um modelo de acoplamento matéria-energia (GMC) foi proposto em (HARKO,
2008). Estes modelos tém mostrado bons resultados quando aplicados a problemas de
origem gravitacional, como matéria escura e energia escura (ZAREGONBADI; FARHOUDI,
2016). Em busca de obtermos a equagdo de campo neste modelo, comecaremos com a

equacao de Einstein-Hilbert, alterando seu termo do escalar de Ricci por uma funcao
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f(R, L,,) genérica

S = /d4x\/—_gf(R, L) (3.21)

Na qual x? é igualado a 1 nestes desenvolvimentos. Se f(R, L) = &+ L,, retornamos
a usual acao de Einstein-Hilbert para a RG ja apresentada na segao 2.1. Considerando
f(R, L) = fi(R)+[1+0 fo( R)| Ly, com f1(R) e fo(R) sendo fungdes de R e o parametro o
associado a intensidade do acoplamento. Assumindo que fi(R) = fo(R) = Re L,, = —p
e aplicando o principio variacional na eq.(3.21) da mesma forma que feito na eq.(3.7),

obtemos

1
3

op

1
Ry, — - Rgu = (1+0R) (Tw/ — nguv) —20V,V,p. (3.22)

A derivada covariante do tensor energia-momento na eq.(3.22) é

V“T,Lw - <_pg;w - T,uz/>v'u ln(UR) (323)

Se o tensor energia-momento 7}, assumir a forma de um fluido perfeito, sendo 7, =
diag(p,—p,—p,—p), com p sendo a densidade de matéria-energia, observamos que a
eq.(3.23) serd sempre igual a 0, determinando assim que o tensor energia-momento sera

sempre conservado independente da fungao escolhida para f(R, L,,).

3.4 Gravidade no Mundo Brana

O estudo das for¢as fundamentais do universo (gravitacional, eletromagnética, nuclear
fraca e forte) costumava ser feito separadamente. Com o passar dos anos, esforgos foram
feitos para que houvesse uma descricao unificada dessas quatro forgas, com o intuito de
se entender melhor a origem do universo e, entao, sua evolucao. Duas dessas forgas -
eletromagnética e fraca - puderam ser unificadas nos notaveis trabalhos de Abdus Salam,
Sheldon Glashow e Steven Weinberg (CASTRO et al., 2014). Também existem trabalhos
que buscam descrever conjuntamente o eletromagnetismo e a gravitacao. Estes sao os
renomados modelos extra-dimensionais de Kaluza-Klein (KALUZA, 1921; KLEIN, 1926).

Porém a unificacao das quatro forcas fundamentais ainda é um estudo em aberto.

Uma possibilidade de se obter tal unificacdo vem da Teoria M, (GAUNTLETT et al.,
2010; HOEK L. B., 1997), que assume a existéncia de cordas, objetos que assimilariam

a mecanica quantica a RG. Mas, para que tal feito seja coerente, também é necessario
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associar a existencia de 7 dimensoes extras juntamente com as 3+1 dimensoes espago-

temporais.

Os modelos de brana (WITTEN, 1997; ARKANI-HAMED et al., 2001; CASTRO et al., 2014;
RANDALL; SUNDRUM, 1999a; RANDALL; SUNDRUM, 1999b; SHTANOV; SAHNI, 2003), que
surgem como um caso especial na Teoria M, utilizam a ideia de dimensoes extras para
resolver alguns problemas da fisica e cosmologia. Neles, supoe-se que o espaco quadridi-
mensional observavel é uma sub-variedade imersa em cinco dimensoes. A gravidade, nesse
estdgio, utilizaria das cinco dimensoes para se propagar, enquanto as outras trés forcas
apenas teriam seu efeito na brana de 341 dimensoes, de tal forma a resolver o problema

da hierarquia das forcas.

Comegaremos a nossa analise estudando o modelo de brana de Randall-Sundrum (RS).
Este modelo supoe que o universo observavel esta confinado em uma superficie de quatro
dimensoes que chamamos de brana e estda dentro de um espaco anti-de Sitter de cinco

dimensoes chamado bulk. Neste contexto, a acao difere do usual da RG da forma

S =Sy + Svis + Seses (3.24)

S, = / d*x / dp/—gw|—A + 2M>R], (3.25)
Svis = /d4xv —Guis [Evis - V;)is]a (326)

Sesc — /d4l‘v _gesc[ﬁesc - ‘/686]7 (327)

onde os subindices g, vis e esc significam (gravidade), (visivel) e (escondida), respecti-
vamente. Os potenciais V' sao de origem cosmoldgica. Utilizando o principio variacional,

obtemos uma equacao de campo da forma

G = KTy, (3.28)
com
of 6 1
Tp,z/ = T,uu + XS}LU - ?fﬂl/’ (329)

que sao as equacoes de campo do modelo RS-II, sendo os tensores Sy, e &, descritos por

1 1
S;w = Epzuuuu + EIO<IO + 2p)h/“’7 (330)
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6 u-",r
Ew = — |:UUMUV'PTMTV + (T) hW] , (3.31)

onde U e P sao respectivamente a densidade de energia e pressao nao-locais. Estes
sao chamados assim pois estao originalmente associados com a dimensao extra do bulk.
A ¢ a tensao da brana, u* ¢é a quadrivelocidade e h,, é a projecao ortogonal a ut. O
tensor energia-momento efetivo total explicita as mudancas na equacao de Einstein. As
correcoes do bulk sao tanto locais quanto nao-locais. As corregoes locais estao expostas
em S,,, que engloba as correcoes de matéria, enquanto as correcoes nao-locais estao em
- Este tensor transmite os graus de liberdade da gravidade nao-local do bulk para a

brana.

3.4.1 Modelo de Sahni-Shtanov

Uma das propostas de modelo de branas foi feita por V. Sahni e Y. Shtanov (SS)
(SHTANOV; SAHNI, 2003). Tal modelo generaliza o modelo RS além de constantes cos-
moldgicas do bulk e da brana, incluindo também o escalar de Ricci na acao da brana.
Por essa razao, nos referimos a esse modelo como um modelo de brana generalizado. Tal
consideracao gera um modelo que lida com a aceleracao do universo como um fenoémeno
transiente. Este permite a nao-consideracao do escalar de Ricci dentro da agao da brana.
Porém, num ambito astrofisico essa mesma grandeza se torna necesséaria. Existem uma
série de discussoes sobre como esse modelo prove respostas sobre energia escura, singulari-
dade do Big Bang (SAHNI; SHTANOV, 2002), solugoes cosmoldgicas para a homogeneidade
e isotropia do universo (SHTANOV; VIZNYUK, 2005), o que corrobora a importancia da

teoria. Tem-se a acao nesta teoria da forma

[mip R = 2(Mp K + N)]y/| = guld'z.

(3.32)

Spr = Mj’;l/

bulk

(R5 - 2A5)\/ | - hAB|d55L‘ —f-/

brana

A primeira integracao na eq.(3.32) é relacionada aos termos do bulk enquanto a segunda
¢é relacionada aos termos da brana com Mp; sendo a massa de Planck em cinco dimensoes
(5D), Rs5 o escalar de Ricci 5D, A5 a constante cosmolégica do bulk, hap a métrica do bulk
em 5D com A e B correndo de 0 a 4, mp; a massa de Planck usual em 4D, R o escalar de
Ricci usual em 4D. K o traco do tensor simétrico de curvatura extrinsico' da brana como
K = K,,g" com K,, = gzvvnl, e n* sendo o campo vetorial da unidade interna normal

a brana tal que g,, = hy, —n,n,, g ¢ a métrica induzida da brana com p, v correndo de

'Em gravitacio canénica, a curvatura extrinsica K uv € uma varidvel dinamica, em vez de g,,. O
construtor K, em gravitacao canonica é o mesmo que no mundo brana.
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0 a3e\éa tensao da brana. Também temos que as barras presentes dentro das raizes

quadradas denotam o determinante da quantidade encerrada por elas.

O termo na eq.(3.32) contendo o escalar de Ricci da brana acoplado com a massa de
Planck em 4D é frequentemente negligenciado na literatura. Entretanto, isso pode ser
qualitativamente essencial para a descricao de algum fendmeno no mundo brana e emerge

como uma correcao no ambito quantico para a acao da matéria.

Na eq.(3.32) nés vemos que o bulk pode ser descrito por Gap+ Ashap = 0 (SHTANOV;
SAHNI, 2003), com G 45 sendo o tensor de Einstein. Assim as equagoes de campo tem seu
tensor de energia momento 74 igual 0 em seus modelos cosmoldgicos, isto é, eles descre-
vem um espago vazio. De fato, nos modelos de mundo brana, tao bem quanto em modelos
de matéria induzida extra-dimensional (WESSON, 1992a; WESSON, 1992b; MORAES, 2014;
MORAES, 2015; MORAES, 2016), matéria surge em 4D como uma manifestacao puramente

geométrica de um espaco em 5HD.

De tal forma, as equacoes de campo nesse mundo brana ficam da forma

mQPlGW + Aguw = Ty + Mgl(Kuv — g K). (3.33)

Aqui, temos que mencionar que essa equacao de campo recupera a RG no caso de um
limite onde a massa de Planck em 5D for nula. Nesse caso, nds temos que a tensao da

brana funciona como a constante cosmoldgica usual.

A presenca da constante cosmoldgica do bulk e a tensao da brana neste modelo em
adic¢ao ao termo do escalar de Ricci da brana leva a abundancia de novas caracteristicas que
distinguem esse modelo de outros modelos de mundo brana, tal qual os de Deffayet-Dvali-
Gabadadze (DEFFAYET et al., 2002). Como um exemplo, a equagao de estado desse modelo,
prevé um universo onde a razao entre a pressao e a densidade de energia escura pode ser
< —1. A aceleracao do universo pode ser um fendomeno transiente, isto é, a expansao
acelerada do universo ocorre durante a época presente mas reverte-se para um cenario
de desaceleracao devido a dominancia da matéria. Tais propriedades contrastam com
outras cosmologias de mundo brana, nas quais fogem do modelo padrao e sao encontradas
apenas no universo primordial (RANDALL; SUNDRUM, 1999b; RANDALL; SUNDRUM, 1999a;
SHIROMIZU et al., 2000; COPELAND et al., 2001; CLINE et al., 1999).



4 TOV EM GRAVIDADE
MODIFICADA

4.1 Equacao de equilibrio hidrostatico na teoria de
f(R,T) conservada para diversas equagoes de es-
tado

4.1.1 A equacao de estado linear

Vamos obter nesta segdo pela primeira vez a versdo da teoria de f(R,T) conservada,
o que significa que vamos impor que V#T},, = 0. Vamos escolher uma equagao de estado
linear na densidade de energia, ou seja, p = wp, onde w é conhecido na literatura como
%, que é igual ao quadrado da velocidade do som (num sistema com velocidade da luz
¢ =1). Equacoes de estado com velocidade do som constantes representam bem a matéria
de quarks no interior de estrelas estranhas e ou no caroco de estrelas hibridas. Além disto,
na descricao de anas brancas, a equacao de estado da matéria no interior destas estrelas é a
de um gas de elétrons imerso numa rede cristalina de fons. Esta equacao de estado possui
dois limites, o nao relativisticos (onde a pressao é bem menor que a densidade de energia)
e o ultra-relativisticos (onde a pressdao é da ordem de grandeza do valor da densidade
de energia, que sao representados por relagoes lineares entre a pressao e a densidade de
energia. Assim, a escolha de uma equacao de estado linear tem bastante interesse para o
estudo de estrelas compactas (ARBANIL; MALHEIRO, 2016).

Consideremos uma fungao f(R,T") escrita como f(R,T) = R+2h(T'), com h(T) sendo
uma funcao de 7', tal que o regime da RG é recuperado quando h(7T") = 0.

A derivada covariante de 7}, na eq.(3.10) é entdo escrita como

hr(T)
hr(T) — (87)?

1
V“ij = (T;w + pgw/)vf‘ In hT(T) + VM(QTMV + pg/w) + §gw,V“T:| )

(4.1)
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onde hp(T) = dh(T')/dT e p é a pressao da estrela. Nesta secdo escolheremos o sistema

de unidades naturais (G = ¢* = 1)

Iremos escolher na equagao acima o caso de v = 1, sendo p = p(r) e p = p(r), visto
que no contexto astrofisico que estamos investigando de um objeto compacto estatico,
nao temos variacao no tempo. Esta condicao é diferente da cosmologia onde apenas a
dependeéncia temporal é investigada pois o universo é considerado um sistema homogéneo
e isotrépico. A métrica considerada é de simetria esférica e estatica, ou seja, a apresentada
na eq.(2.4).

Considerando o caso de v = 1 na eq.(4.1), obtemos

hr

0=—"—
87T—hT

1
§T' +p(1 —2w)(Inhy) +wp'| . (4.2)

Simplificando os termos nas equacoes acima e considerando um fluido perfeito dentro da
estrela, o que nos permite escrever o traco do tensor energia-momento como 7' = p — 3p,

obtemos

1
(p+p)(Inhy)" + 5 (p +3p)" = 0. (4.3)
Para encontrar h(7'), nés podemos integrar a expressao acima em relagao ao trago 7T,
levando em conta que hy = %, e assim obter a expressao de h(T') abaixo

W(T) = AT2(355), (4.4)

onde A é uma fungao de w. Portanto, se substituimos a eq.(4.4) na eq.(4.1) obtemos,
por consequéncia, V#T),, = 0. Assim, concluimos que a equacdo (4.4) é a expressao
para a fungao h(T') da teoria de f(R,T) conservada correspondente a uma equacao de
estado linear na densidade de energia. Vale a pena salientar que esta funcao apresenta a
mesma forma de lei de poténcias ja obtida para versao conservada desta teoria aplicada no
contexto cosmoldgico, e que para o caso w = 0 também apresenta o expoente 1/2 obtido
em (3.18). Contudo, w = 0 ndo é uma situagao fisicamente possivel dentro de uma estrela
compacta onde a pressao so € nula na sua superficie. Porém, existem resultados relevantes
para estrelas relativisticas quando w assume determinados valores (OPPENHEIMER; G.M.,
1939). Por exemplo, o caso w = 1, que indica uma estrela com a maior pressao possivel
(equacao de estado causal) fornece uma fungao f(7) que depende linearmente do trago
do tensor energia-momento, neste caso também a mesma dependéncia linear em 7" obtida

em cosmologia para esta equagdo de estado causal. Uma funcao f(7') linear em T foi
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utilizada recentemente na literatura para estudar estrelas compactas na teoria f(R,T)
nao conservada (ARBANIL et al., 2014)

Para obtermos a equacao de equilibrio hidrostatico para a versao conservada da teoria
de f(R,T) com uma relagao linear entre a pressao e a densidade de energia, substituimos

a expressao obtida de h(T') nas duas primeiras componentes da equacao de campo

eV 1
—2(6\11 +W'r — 1) =8mp + =h(T), (4.5)
r 2

eV o , 1

7 (1—e¥+'r) =8mp— §h(T) —hr(p)(p — p), (4.6)

onde h(T) é a integral da fungao hr(7T) obtida em eq.(4.4). A equacdo de Schwarzschild
que relaciona massa e raio e”¥ = 1 — 2m/r é substituida na eq.(4.5), o que nos permite
obter

!/

]_ 1—w
% :47Tp+zl>\T%(m)_ (4.7)

Utilizando a expressao da quadri-divergéncia do tensor energia-momento com simetria

esférica e estatico

!/

Vi =0 = (p+p)5 =0, (4.8)

e substituindo nesta expressao a equacao para a derivada radial da funcao métrica @’
obtida da eq.(4.6), seguindo o mesmo procedimento utilizado quando obtivemos a equagao
TOV em RG no Capitulo 1, obtemos a equacao de equilibrio hidrostatico da teoria de
f(R,T) conservada

2m
1 r

)\ 1_0..] 1143w 11l1-w
— | ——— T 2150 — T217w .
(e I

Se a constante A que surgiu nessa teoria for igual a zero, voltamos a equagao de TOV da

p=— pPrp oy 27p —1_WAT_%11++35 +2
r2 1+w
(4.9)

RG. Temos alguns resultados relevantes quando w assume determinados valores (OPPE-
NHEIMER; G.M., 1939). Por exemplo, o caso w = 1, que indica uma estrela com a maior
pressao possivel (equagao de estado causal) fornece uma funcao f(7") que depende linear-

mente do trago do tensor energia-momento, a mesma dependéncia obtida em cosmologia
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para esta equacao de estado. Uma fungao f(7') linear em 7T foi utilizada recentemente na
literatura para estudar estrelas compactas na teoria f(R,T) (ARBANIL et al., 2014)

4.1.2 A equacao de estado politropica

Nesta secao, utilizando o mesmo procedimento feito para obter a eq.(4.4), vamos obter
a teoria f(R,T) conservada para uma equagiao de estado mais geral p = kp'. Esta é

conhecida como equacao de estado politropica, e tem sido aplicada para o estudo de ENs.

E importante ressaltar que estamos usando uma equacao de estado politrépica na ener-
gia, o que é diferente da equaga@o no caso linear (p = wp) que é uma equagao na densidade
do ntimero de particular ou densidade de massa. E sabido que este arranjo geralmente ¢é
utilizado em estudo de anas brancas ou célculos envolvendo estrelas newtonianas, apenas
aplicando a primeira lei da termodinamica, esse arranjo sempre ird produzir uma relagao
linear entre pressao e densidade de energia (I' = 1), o que néo é uma boa aproximagao
para ENs nas quais a velocidade do som nao é constante quando a densidade de energia
muda dentro da estrela (LAT; XU, 2009).

Realizando os mesmos calculos obtemos a expressao abaixo para a funcao hrp

(1-3TI")

hr(p) = alp + kpl) 00 prm, (4.10)

Consequentemente, a fun¢ao de h(T) escrita como fun¢ao da densidade de energia,

para esta equagao de estado politropica, é dada pela integral

h(p) = /a(l — BkTT ) (p + kp") T p T (4.11)

Para solucionar essa integral foi necessario o uso de fungoes hipergeométricas

1-3r

1 r (k+pT\T L dar r 1-3T r
h(p) = 2 T — k =D A 3k —2)p F° X
(p) apr-1 ( p (ko' +p) 3k(3I —2)p Iy 2 or o 1)’

1— 1-T
Pl 1-30 2-30 4-50
;-2 ) R : ;—
T ) P 1(2—2F’2—2F’2—2T’ Kk ))
(4.12)

o0 — 1)

onde F é a fungao hipergeométrica associada ao expoente I'.

Realizando o mesmo procedimento da secao anterior, obtemos a equagao de equilibrio

hidrostatico na teoria conservada, neste caso de uma equagao de estado politrépica, na
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forma

){,% + [4mp — 3h(p) — shr(p — p)] 1}
1— 2m '

(4.13)

p=—(p+p

Se a = 0 na eq.(4.12) cancelamos as contribuigoes do trago do tensor energia-momento

nas equagoes de campo, mostrando assim a equivaléncia com a RG.

4.1.3 A equacao de estado do modelo de sacola do MIT

A equagao de estado do modelo de sacola do MIT é usada para descrever estrelas de
quarks estranhas formadas por um fluido composto por quarks up, down e strange livres
que, a densidades baixas, estao confinados, devido a uma pressao constante B conhecida
como a pressao da sacola. Neste modelo, a relagao entre pressao e densidade de energia é
linear, dada por p = w(p —4B), com w constante (no caso de quarks sem massa w = 1/3.
Realizando o mesmo procedimento da se¢ao onde obtivemos a teoria de f(R,T') conservada
para uma equagao de estado linear, mas nesta caso considerando a equacao de estado do

modelo MIT, obtemos hy(T') escrita como

1
(1+w) [(T—12Bw) T2 )
hr(T) = A 1 — 4B 4.14
r(T) (1-3w) | (1-3w) (1+w) —4Bw (4.14)
e integrando a equagao acima, obtemos a funcao h(7") como
(T — 12Bw) (50

Utilizando do mesmo procedimento feito para a obtengao da eq.(4.9) nas segoes ante-
riores, chegamos & equagao de equilibrio hidrostatico na teoria f(R,T') conservada para a

equacao de estado do modelo de sacola do MIT,

(1-w)

1 (1+w) 2(TF)
4rp — =\ | (T — 12Bw)—~———-* — 4B
™= {< I 309 w}

, (ptp)Jm
p_1—2—m{5+

r

_1(43w)
1 (A((lﬂ [(T - 123w)M - 4Bw} S ) (p— p)] 7’} . (4.16)

1 —3w) (1 —3w)

Se considerarmos o caso onde a pressao da sacola B = (0 obtemos os resultados ante-

riores do caso da eq.(4.9).
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4.2 Equacao de equilibrio hidrostatico na teoria de

f(R, L)

A equacgao de equilibrio hidrostatico na teoria f(R, L,,) é obtida da substituicao da
métrica de simetria esférica e estatica (3.23) nas equagoes (3.22) e (3.23). Considerando
como fizemos no capitulo anterior ao apresentar esta teoria, que f(R, L,,) = fi(R)+[1+
0 fo(R)] L, com fi(R) e fo(R) sendo fungoes de R e o pardmetro o associado a intensidade
do acoplamento, e assumindo que f1(R) = f2(R) = R e L,, = —p, podemos escrever as

componentes 00 e 11 da equagao de campo (3.22), respectivamente, como

1-2 d R 2
d=20p) = o) e (r—re™)+(1- Jp)g =(1+0R) (gp +p) +oe Ya'p, (4.17)
e (1 — 20p) /

1 v
(1—e"+ ')+ (op— l)g =(1+ O’R)gp —20e7Y (p” - 7p') . (4.18)

r2
Para a obtencao da equacao de equacao de equilibrio hidrostatico, devemos levar em
conta que o escalar de Ricci se tornou um grau de liberdade das equagoes de campo 00 e

11. Sendo assim, utilizamos o trago da equagao de campo (3.22) para obter

_T(1+0R)—60olp
(1+ 20p)

R= (4.19)
A conservagao do tensor energia-momento 7}, respeita a relagao de conservacao ja

apresentada

= —(p+p)%/. (4.20)

Esse sistema de equagoes diferenciais dados pela eq.(4.19) em conjunto com as eqs.(4.17)
(4.18) e (4.20) devido ao termo [J podem ser resolvidas numericamente. Isso é possivel
pois temos cinco variaveis desconhecidas R, ®, ¥, p e p, mas novamente, podemos relacio-
nar p e p com uma equagao de estado. A massa estelar, nesta teoria, sera calculada pela

integral

Ry
M:/ 4ar?p(r)dr. (4.21)
0
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4.3 Equacao de equilibrio hidrostatico no Mundo Brana

Para iniciar os estudos de obtencao de novas equacoes de equilibrio hidrostatico em
teoria de gravidade alternativa em Mundo Brana, comecaremos apresentando a teoria de
Randall-Sundrum, essa ja estudada e vastamente aplicada na literatura. Posteriormente
obteremos as equacgoes de equilibrio hidrostatico para duas teorias de Brana ainda nao

estudadas: Sahni-Shtanov e Randall-Sundrum com warp factors.

4.3.1 Randall-Sundrum

De acordo com (RANDALL; SUNDRUM, 1999b), nosso universo pode estar confinado
numa hipersuperficie (4D) chamada brana, que, por sua vez, estd envolta de um espago
multidimensional (5D) chamado bulk. Nesse contexto, somente a gravitacao pode se pro-
pagar na dimensao extra. Neste cenario, as equagoes de campo induzidas na brana sao
derivadas via geometria desenvolvida em (RANDALL; SUNDRUM, 1999a). A ideia bésica é
projetar a curvatura 5D na brana e o resultado é a modificacao das equagoes de Einstein
usuais, com novos termos carregando corregoes do bulk na brana. As corregoes do bulk
nas equacoes de Einstein na brana podem ser arranjadas num tensor energia-momento

efetivo

G = 87T (4.22)

po

onde o tensor energia-momento nessa teoria é descrito como um termo efetivo correspon-

dendo a soma de todos os termos extras que surgem nessa teoria

T;fzj/c = T/W + gS/w - %guw (423)
onde A é a tensao na brana, que corresponde a densidade de energia no vacuo na brana.
A tensor-energia momento efetivo (4.23) mostra duas modificagoes em relagao ao modelo
usual da RG. As corregoes no bulk podem ser classificadas como corregoes locais e nao-
locais. As corregoes locais sao carregadas pelo tensor S, que sao chamadas de correcoes
materiais, enquanto as correcoes nao-locais sao carregadas via a projecao do tensor de
Weyl &,,,, este associado com efeitos de maré causados pelo bulk. O tensor geométrico &,

transmite os graus de liberdade nao-locais do bulk para a brana.

Para um fluido perfeito ou campo escalar minimamente acoplado, as expressoes de Tﬁ]j
e S¢/ sao dadas por (MAARTENS, 2000; MAARTENS; KOYAMA, 2010)

T = puyuy, + phyy, (4.24)
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1 1
ef __ 2
Sjw = 13"ttt + 75P(p + 2Dy, (4.25)

onde u* ¢é a quadri-velocidade e h,, = g, + u,u, é a projecao ortogonal para u*. As-
sumindo a simetria esférica e estdtica, a expressao para &,, se torna (SHIROMIZU et al.,
2000)

U-P

f,uu = 3

Uuyu, + Pryr, + how | (4.26)

1
87
onde 7, ¢ um vetor radial unitdrio, 4/ e P sao a densidade de energia nao local e a
densidade de pressao nao-local na brana, respectivamente. Os termos U e P podem ser
interpretados como uma densidade de energia e pressao. O nome “nao-local’nos termos
de Weyl sao associados com o fato que eles tém uma origem extra-dimensional e sao
comumente referidos na literatura como “radiac¢ao escura™U e “pressao escura”P (OVALLE
et al., 2013). Para (4.26), nés vemos que &, — 0 se A1 — 0. Aplicando esse limite em

(4.22) obtemos um principio de equivaléncia a RG.

Resolvendo a equacgao de Einstein para a brana, nds obtemos as equagoes de equilibrio

hidrostatico na teoria de Randall-Sundrum

m' = 4w’ pesy, (4.27)
) AT (Defs + s )T +
p=—(p+p) i _(Sﬁa , (4.28)
i A (pef + o) + 1 dp _dP 6
— + (AU + 2 =—-2(4 -— —2— — - 4.29

na qual, por conveniéncia, nomeamos determinados agrupamentos de termos como

densidade e pressao efetivas, respectivamente, pcs € pes

2

P
= 4.30
pes =P+ o3t 53 (4.30)
P 2
Pes =D +Tp+§7+8 (4.31)

Para satisfazer esse sistema de equacoes, nds precisamos de uma equacao de estado
p = p(p) e adicionalmente uma equacgao de estado do tipo P = P(U). Assumimos que os

termos de Weyl (densidade de energia nao-local e pressao nao-local da brana) obedecem
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uma relagao simples P = wl{, assim, temos

ﬂ__ 2
dr 142w

(nP(p+ )+ A (432)

ondeA:37“Z/l+(2+w)M[

4w(pef+;g>r+:;]

(-52)
4.3.2 Equacao de equilibrio hidrostatico no modelo Sahni-Shtanov

Para construir a equagao de de equilibrio hidrostatico neste modelo de brana, vamos
primeiramente lidar com os aspectos geométricos do objeto em estudo. Vamos desenvolver
a configuragao de equilibrio de ENs e EQs, que pode ser descrita geometricamente por
uma métrica esférica e estatica dada pela eq.(2.4). Como citado anteriormente, nesse
formalismo, nés trabalhamos com a métrica induzida g,, = hu, — n,n,, € nossa equagao
de campo é dada por (SHTANOV; SAHNI, 2003)

Mp G + Ay = T + Mpy (K — g, K), (4.33)
recordando que K,, =V, n,.

E proposto para K,,, em (SHIROMIZU et al., 2000), uma forma deste tensor na qual

nao fica explicito o valor de n,, dada por

1 1
KMV = —5/4% (S;u/ — ghsz> . (434)

Usando o tensor Sy, = —Ahy, + 7, no qual A é a constante de energia do vacuo e 7,
¢é o tensor energia-momento dentro da brana. para obtencao de estrelas em modelos de
branas (SHIROMIZU et al., 2000) e sabendo que K = K,,h*", obtemos uma relacdo entre

os escalares K e S

K = % (4.35)

Assim, a nossa equagao de campo (4.33) na teoria de Sahni-Shtanov pode ser escrita

CcOo1mo

2 3 K3 S
MGy + Ay = T + Mpy | — 9 ) (4.36)

De acordo com (SHABANI; FARHOUDI, 2014) o tensor de contribuicoes locais S, ¢é
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representado da forma

1 1
S = Epzuuuv + Ep(p +2p) hy - (4.37)

As contragoes referentes ao vetor normal a brana, as quadri-velocidades e o tensor

métrico que serao utilizados na obtencao da equacao de equilibrio hidrostatico sao
U()Uohoo = 1, hoohoo = O, (438)

ululhll = O, hllhll =1. (439)

De tal forma que o segundo termo do lado direito da eq.(4.36) ficam, para as compo-

nentes 00 e 11, respectivamente

K200 P2
My (-5 - £ (1.40)
28 2
M3 (o) PP P 441

Logo, as componentes da equacao de campo 00 e 11 da eq.(4.33), levando em conta

uma métrica esférica e estédtica tal qual eq.(2.4) podem ser expressas como

e ¥ v / P’
— 2
i—Q(—1+e‘I’—<I>’T):—87r (p+%+§—n> . (4.43)

Na qual os termos compostos pelas constantes M3, e rZ foram reduzidos a nova constante
1. Tendo em vista que estas equagoes sao praticamente as mesmas equagoes de campo
obtidas no modelo Randall-Sundrum, a menos da acao da forca de maré do bulk, nossas
equagoes de equilibrio hidrostatico sao obtidas de forma semelhante a secao 2.2, sendo

escritas no modelo Sahni-Shtanov como

m' = 4wGrip.y, (4.44)

47TGpef7“ -+ rmg

: 4.45
12 )

p'=—(p+p)
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Sendo p.y = p + % + % € Pef = p+ %. Observa-se que, se tendermos a tensao da

brana n a infinito, obtemos novamente as equagoes TOV da RG do Capitulo 2.

4.3.3 Equacao de equilibrio hidrostatico no modelo Randall-

Sundrum com Warp-factor

As teorias de mundo brana tentam explicar, entre varias incompletudes da RG, o
problema da hierarquia (ARKANI-HAMED et al., 1998). Podemos controlar a forma dessa
deformagao causada pela dimensao extra, bulk, na brana, por um warp-factor, que age
nos potenciais métricos desta (CHINAGLIA et al., 2018). Assim, temos o termo I(r) que

sera acoplado nos coeficientes da métrica da forma

ds? — —[(T)GAdT’Z — r2d0? — 12 sin(0)2d¢2 + I(T)evdtQ. (4.46)

Como este termo I(r) age apenas nos coeficientes dr? e dt?. As equagoes 11 e 44 da

equacao de campo podem ser escritas como

Gll - (447)

I(r)r?

(& +(B) 10) r+ 10~ 1) ™

Gaa = I(r)r?

(4.48)

Ao isolarmos as componentes do Tensor de Einstein G, Gy e em eq.(4.47) e eq.(4.48)

teremos, respectivamente
1 /
GH = Grr -+ ;[hl([(’)”))] s (449)
1 /
G44 = Gtt + ;[ID(I(T))] y (450)

Se a nossa fungao I(r) for, por exemplo, I(r) = e*", como utilizada em (CHINAGLIA
et al., 2016) as equagoes (4.49) e (4.50) ficam da forma

G = Gy + % (4.51)

Gu=Gy+ % (4.52)
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Com isso, utilizando os mesmos procedimentos para a construcao da equacao de equi-
librio hidrostatico em eq.(4.9) obtemos uma nova equagao de equilibrio hidrostéatico no

modelo Randall-Sundrum com warp-factor

AT (pess + ;T—WAU)T + 73
)

r

p=—{p+p) , (4.53)

onde P = wl de acordo com (CASTRO et al, 2014). A pressao efetiva p.; depende

explicitamente de uma fungao genérica associada a I(r) na forma
o
Pef =D (1 + ;) : (4.54)

Se I(r) = 0 voltamos a equacao TOV da teoria de Einstein da RG.



5 RESULTADOS

5.1 Resultados para teoria de gravidade f(R,T) con-

servada com equacao de estado linear

Apresentamos agora os resultados que obtivemos para a estrutura das estrelas compac-
tas, os diagramas massas x raios e massas x densidade central obtidos pelas equacoes de
equilibrio hidrostatico apresentadas no capitulo anterior para diversas teorias alternativas

da gravidade.

—_ =0 e
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FIGURA 5.1 — Relagao de massa-raio para o modelo conservativo de gravidade f(R,T)
com equacao de estado linear p = wp para o intervalo de densidade central entre 50 — 800
MeV /fm3. Vdrios valores de \ foram testados e foi escolhido w = 0.28.

A Fig.5.1 acima foi obtida utilizando as eq.s (4.7) e (4.9) resolvida numericamente
através do método de Runge-Kutta de 4* ordem para w = 0.28 pois este valor é conhecido
na literatura no estudo de EQs no modelo de sacola do MIT. As condicoes de contorno

na gravidade f(R,T) irdo ser as mesmas que na RG, isto é,
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A superficie da estrela r = R, ¢é atingida quando a pressao se anula, ou seja, p(R,) = 0.
Usando diferentes valores de densidade de energia central, é possivel construir uma relagao
massa-raio, entre outras relacoes que iremos analisar com detalhes a frente. Em particular,

usamos o intervalo 50 — 800 Mev/fm? para energia central.

A Fig.5.1 mostra o comportamento da massa em relagao ao raio total da estrela, onde
cinco valores de A foram usados e w = 0.28 em referéncia ao modelo de sacola do MIT
(FARHI; JAFFE, 1984; WITTEN, 1984). E importante levar em conta que o modelo NJL
(NAMBU; JONA-LASINIO, 1961) que descreve as equacoes de estado para Estrelas de Quarks
é linear com a densidade de energia quando envolve apenas os quarks up e down. Quando
a interacao vetorial entre os quarks nao esta presente, p = 0.27p é um bom ajuste para
a equagao de estado, um valor bem préximo do valor de w utilizado em (LOBATO et al.,
2016; CARVALHO et al., 2017). Para este valor de w a fungao do trago do tensor energia

momento na teoria f(R,T) conservada é h(T) = \T%%.

Nota-se na Fig.5.1 que se aumentarmos o valor de A\, menor e menos massiva sera a
estrela obtida. Tal comportamento pode ser entendido como uma consequéncia de um
aumento da forga gravitacional possibilitado nesta teoria, como acontece no caso da RG em
comparagao com a gravidade Newtoniana (CARVALHO et al., 2018). Em contrapartida, nos
casos onde A < 0 observamos o aumento na massa total e no raio total da estrela quando
|A| aumenta. Além do mais, as relagoes massa-raio apresentam curvas com efeito anti-
horario (comportamento matematico que ilustra, nas curvas, uma regiao onde nao existem
estrelas estdveis), com a diminui¢ao de A, tornando-se as estrelas instdveis massivas mas
com raios pequenos. Este efeito também foi verificado para ENs (CAPOZZIELLO et al.,
2016). Ressaltamos a importancia do aumento da massa: esse limite superior é relevante
ao considerarmos as recentes observagoes astronomicas, onde observa-se ENs cada vez
mais massivas, com massas em torno de 2 M, (HARRY; HINDERER, 2018; RADICE et al.,
2018).

Na Fig.5.2 mostramos a relagao da massa com a densidade de energia central para o
modelo conservado na teoria f(R,T) com equacdo de estado linear p = wp, onde vérios
valores de \ foram testados para w = 0.28. Para valores de \ maiores que —1.5 x 1074 nés
observamos que a massa inicialmente cresce com a densidade central até que ela atinge
um valor maximo. Depois desse ponto, a massa decresce com o aumento da densidade

central.

Do critério de estabilidade M /0p. > 0, concluimos que os pontos maximos de massa
marcam o inicio da instabilidade em cada uma das curvas da Fig. 5.2. Entretanto, o
valor de A = —1.5 x 107 nao produz qualquer estrela estdvel no intervalo de energia
considerado (50 — 800 Mev/fm?), visto que a relagdo massa-densidade nao respeita o
critério de estabilidade, entao, configuramos um limite inferior para A e um valor de

massa maxima estavel perto de 6M.
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FIGURA 5.2 — Massa versus densidade central de energia para o modelo conservativo da
gravidade f(R,T) com equagao de estado linear p = wp para varios valores de \ e com
w = 0.28. No intervalo de densidade de energia central escolhido (50 — 800 Mev /fm?
A= —1.5x 107* é o valor no modelo onde nao existe mais qualquer estrela estavel.
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FIGURA 5.3 — Massa versus densidade central para o modelo linear de gravidade f(R,T)
nao conservada, isto é, f(R,T) = R+ 2xT. Alguns valores de y e w = 0.28 foram
utilizados.

Na Fig.5.3 consideramos a mesma equacao de estado com w = 0.28, agora com uma
funcao linear para f(R,T), da forma f(R,T) = R + 2xT com x sendo um parametro
livre, como o discutido em (DAS; MUKHOPADHYAY, 2013).
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5.1.1 Resultados para teoria de gravidade f(R,T) conservada

com equacao de estado politrépica
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FIGURA 5.4 — Relagao de massa-raio de ENs no modelo conservativo de f(R,T"). Muitos
valores de a sdo analisados, e I' = 5/3.
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FIGURA 5.5 — Massa total versus densidade central de energia de ENs(I' = 5/3) para
modelos conservadores de gravidade f(R,T) usando vérios valores de a. O ponto de
massa maximo marca o critério de instabilidade.

A Fig.5.4 mostra o comportamento da massa total com o raio total da estrela de
néutrons, onde uma série de valores de « sdo usados. O expoente I' = 5/3 foi usado
em referéncia ao trabalho de R.F. Tooper (TOOPER, 1964) e como discutido na secéo 3,
estd associado a condigoes do comportamento esperado de uma EN num regime de gas de
5/3

Fermi. A equacao de estado utilizada foi p = kp°/® com k sendo o parametro da equacao de
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estado com valor de k = 1.475x 1073(fm?/MeV)?/3. Os valores da constante a escolhidos
foram expostos nas figuras. O valor da constante k£ é o mesmo de trabalhos anteriores
utilizados para estudar ENs (RAY et al., 2003) e também do trabalho recentemente aceito
fruto desta tese (SANTOS et al., 2019). E importante ressaltar que o = 0 corresponde aos

resultados encontrados na RG.

Na Fig.5.4 podemos notar que quanto maior forem os valores de «, menor e menos
massiva sera a estrela. Novamente, tal comportamento pode estar associado ao aumento
da forca gravitacional que as teorias alternativas de gravidade possibilitam. Por outro
lado, para os casos onde a < 0 observamos o crescimento da massa e do raio total para

ENs quando |a] cresce.

Na Fig.5.5 mostramos o diagrama massa em func¢ao da energia central de uma estrela
de néutrons para o modelo conservativo de f(R,T) com equagao de estado politrépica,
onde varios valores de a sao analisados. Para todos os valores de o observamos que a
massa cresce com a densidade central até que chega a um valor maximo. Depois desse
ponto, a massa decresce com o crescimento da densidade central, tornando-se instavel

caminhando para se tornar um buraco negro.

Do critério regular de estabilidade M /Jp. > 0 concluimos que o ponto de massa
maximo caracteriza a instabilidade nas curvas da Fig.5.5. Adicionalmente, o valor de
a = —0.15 produz uma massa maxima para as ENs de aproximadamente M =~ 2.2M),

de acordo com as recentes observagoes de ENs bem massiva.

Vale a pena salientar que, com a equacao de estado utilizada que na teoria da RG
de Einstein produz uma massa méaxima baixa em torno de 1.4 M, é possivel obter nesta
teoria f(R,T) conservada estrelas bem massivas. Este resultado nos permite concluir que
sem conhecer a teoria correta da gravitagao ¢ impossivel determinar a equacgao de estado
da matéria nuclear a altas densidades através de dados observacionais de massas de ENs,

de quarks e pulsares.

5.1.2 Resultados para teoria de gravidade f(R,7T) conservada

com equacao de estado do modelo de sacola do MIT

Para o modelo de sacola do MIT, o parametro da equacao de estado considerado é
w = 0.28, que equivale a um gas de Fermi com uma massa para o quark estranho de 250
MeV/fm?, e com uma constante da sacola B = 60 MeV/fm? (CHODOS et al., 1974). Para
essa escolha de parametros, a fungao h(7") serda considerada como mostrado em (4.15). A
relacdo massa-raio é mostrada na Fig. 5.6. Os valores considerados para A sao A = 1073,
A= —10"% e X\ = 0, este tltimo correspondendo aos resultados da RG. Como pode ser

visto na figura, os valores positivos de A tendem a reduzir a massa da estrela, isto pode ser
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FIGURA 5.6 — Relagao massa-raio para o modelo de sacola do MIT na teoria de gravidade
f(R,T). Diversos valores de A foram utilizados, com w = 0.28 ¢ B = 60MeV/fm?>.
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FIGURA 5.7 — Relagao massa versus densidade central para o modelo de sacola do MIT
na teoria de gravidade f(R,T). Diversos valores de A foram utilizados, com w = 0.28 e
B = 60MeV/fm3.

entendido como um aumento da forca gravitacional em comparacao a RG, quando A = 0.
O comportamento oposto encontrado para valores negativos de \, onde estrelas maiores e
mais massivas sao encontradas, pode ser entendido como um campo gravitacional fraco. E
importante observar que assumindo valores negativos de A obtém-se valores grandes para a
massa maxima. Por exemplo, o valor de massa maxima para A = —1073 é M. ~ 2.6 M,
entretanto, para o caso de A = 0 a massa maxima é ~ 2M, que indica um aumento de

cerca de 30% da predigao tedrica da teoria f(R,T') conservada em relagao a RG.

Considerando o pulsar massivo recentemente observado (BRODERICK et al., 2016) com

massa de M = 2.2M, que extrapola o valor esperado pela RG, uma teoria de gravitagao
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que produza um aumento de massa grande é um importante resultado. Este pulsar mas-
sivo, PSR J2215+5135, pode também provar o limite minimo para A como sendo —1073,

isto é, o valor de A\ que fornece 2.3M como o ponto de massa maxima.

5.2 Resultados numéricos para teoria de gravidade

f(R, L)

Na Fig.5.8 apresentamos a relagao massa-raio para ENs na teoria de gravidade f(R, L,,)
= R+ oRL,, (modelo GMC) para diferentes valores de o, que é o parametro de aco-
plamento. Os valores considerados para faixa de pressao central sao de 30MeV /fm?® &
2000MeV /fm? e os circulos magentas na figura marcam as massas maximas para cada
valor de 0. Por essa figura podemos ver que os raios da ENs vao de 8 a 18 km, que esta
de acordo com os valores esperados para ENs observadas. Por outro lado, as massas das
ENs nesta teoria sao largamente afetadas, chegando a alcangar valores de ~2.6 M. Esta
claro que o comportamento da curva massa-raio esta associado com o valor de o. Para
o > 15 nés comecamos a ver a mudanca na concavidade das curvas para raios pequenos.
Devido a esse efeito, nas curvas para ¢ = 20 e ¢ = 18 a massa nao diminui com a redugao

do raio da estrela, isto é, dM/dR é sempre negativo.
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FIGURA 5.8 — Relacao massa-raio em ENs. Os circulos magenta marcam os valores de
massa maxima para cada curva.

Um comportamento similar é apresentado na figura de massa por densidade central
(Fig.5.9), onde a massa nao diminui com o aumento da densidade central de energia. E
importante citar que esse comportamento, a principio, nao representa uma instabilidade
nas ENs e, consequentemente, uma massa-méaxima estavel nao pode ser definida somente

por meios de configuragoes de equilibrio. Nesse sentido, o modelo GMC pode prever
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FIGURA 5.9 — Relagao massa-densidade central em ENs. Os circulos magenta marcam
os valores de massa maxima para cada curva.

massas altas de ENs, como o pulsar PSR J2215+5135, por exemplo, com uma equagao
de estado simples e suave. Aquelas estrelas também apresentam raios pequenos, como
8 km. Uma combinagao de massas altas e raios pequenos pode ultrapassar o limite de
Buchdal (DADHICH; CHAKRABORTY, 2017) (GM/c*R < 4/9) e também o limite de Raio
de Schwarzschild para a estrela se tornar um buraco negro, indicando que o raio de
Schwarzschild e o limite de Buchdal sao mudados no modelo GMC. Nés deixamos claro
que para estabelecer um limite de massa maximo com o modelo GMC ¢é necessario um

estudo para a oscilagao de raios (FRIEDMAN et al., 1988)-(ARBANIL; MALHEIRO, 2015).

De qualquer maneira, o limite maximo para o parametro o deste modelo GMC pode
ser estabelecido de observacoes, como a do pulsar PSR J2215+5135. Considerando a
extensao da pressao central, o valor que descreve a massa do pulsar é ¢ = 18. A massa
maxima para 0 = 20 é My.x = 2.57My, que representa um aumento consideravel de

~ 80% com respeito ao ponto de massa méximo da RG.



6 CONCLUSOES

Modelos alternativos da gravidade que surgiram na literatura na cosmologia, sao apli-
cados nesta tese no contexto astrofisico com o propédsito de tentar resolver problemas da
RG em relacao a observagoes astronomicas recentes de pulsares muito massivos. Esta tese
apresentou diferentes teorias da gravitacao e as utilizou para obter solugoes de equilibrio

hidrostatico, para compreensao do comportamento macroscépico de objetos compactos.

Nesta tese, pela primeira vez na literatura foi feita uma abordagem conservativa dentro
da teoria f(R,T) para objetos compactos. Em cosmologia esta abordagem j& foi feita em
(CAPOZZIELLO et al., 2015). Para as equagoes de equilibrio hidrostatico em f(R,7T') na sua
versao conservada no caso da equagao de estado Politrépica, em particular para a < 0, o
diagrama massa x raio mostrou ENs com raios maiores que o usual. Em trabalhos feitos
anteriormente para Estrelas de Néutrons em gravidade f(R,7T") ndo-conservativa, massas
maiores que as obtidas pela RG sao alcancadas com uma densidade de energia central

mais baixa.

Na Segao 4.1, trabalhamos com a teoria de gravidade alternativa f(R,T). A depen-
déncia em T na teoria é devido a consideracao de efeitos quanticos ou possibilidade de
fluidos imperfeitos no universo. Entre outras objegoes, a teoria de gravidade f(R,T)
prediz a nao-conservagao do tensor energia-momento, a menos que este seja imposto por
algum arranjo particular. Trabalhos anteriores que usaram esta teoria da gravidade e a
aplicaram ao estudo de estrelas compactas sempre tiveram este problema, de como justi-
ficar dentro de um objeto compacto a energia nao se conservar, e explicar de onde viria

essa fonte de energia.

Neste trabalho nés derivamos uma fungao h(T') que conserva o tensor energia-momento
considerado e utilizamos equacoes de estado caracteristicas de estrelas compactas como
ap=uwp, p=kp', com k sendo um parametro livre e a p = w(p — 4B) utilizada com
frequéncia no estudo de Estrelas de Quarks Estranhas. Pela primeira vez na literatura
essas equacoes de equilibrio hidrostatico foram derivadas e os resultados apresentados de
massa, raio e densidade centrais foram calculados, apresentando estrelas mais massivas
e mais compactas em comparagao com os resultados obtidos anteriormente na versao de

f(R,T) nao conservada.
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Na Secao 4.3 também foram obtidas as equacoes de equilibrio hidrostatico de Estrelas
de Néutrons na teoria alternativa de f(R,L,,), que é um um modelo de acoplamento
nao-minimo de matéria (modelo GMC), e tem a vantagem de preservar a conservagao do
tensor energia-momento. A principal motivacao para tanto foram as recentes observagoes
de pulsares massivos que, no escopo da RG, sua existéncia permanece dificil de explicar.
Equagoes de equilibrio hidrostatico foram obtidas para modelos de brana Sahni-Shtanov
e RS-Warp factor na Secao 4.4. A motivacao para estes modelos de branas vai ao encon-
tro da impossibilidade do modelo gravitacional padrao explicar a hierarquia das forcas
fundamentais da natureza. Estes resultados também foram obtidos pela primeira vez na

literatura.

No Capitulo 5 uma série de resultados numéricos foram analisados. Na Secao 5.1
as equacoes obtidas demonstravam o comportamento de Estrelas de Quarks Estranhas.
Esta observacao foi feita na faixa de densidade de energia central de 50 — 800 MeV /fm?3.
Conclui-se que para valores negativos de A\, maiores e mais massivas essas estrelas ficavam.
Se os valores de A forem positivos, a estrela ficard menor e menos massiva de acordo com
o aumento deste parametro. Na Subsecao 5.1.2 a curva foi feita para a equacao de estado
do modelo de sacola do MIT na faixa de densidade central de 60 —250 MeV /fm?, w = 0.28
e B = 60 MeV/fm3. Nela percebemos que quanto menor o valor do parametro livre \
maior serao os valores de massa e raio das EQs, e se A\ = 0 obtemos os resultados da RG.
Os valores de massa maxima obtidas para A = 1072 de 2.6M vao ao encontro de novos
resultados observacionais de pulsares bem massivos, que nesta descri¢cao seriam compostos

apenas de matéria de quarks estranha.

Na Subsecao 5.1.1 obtivemos resultados para a teoria f(R,T") conservada com a equa-
¢ao politrépica p = kp'. Escolhendo o valor I' = 5/3 importante na literatura, mostramos
que a estrutura dos objetos compactos sofrem desvios substanciais em comparagao com
os resultados da RG, e que estes valores dependem da escolha do parametro livre a.
Para valores negativos de o encontramos estrelas maiores e mais massivas mediante ao
aumento modular do parametro. O contrario ocorre quando « ¢ positivo. Um limite mi-
nimo de —0.15 é observado para essa teoria para o em conjuntura com o critério regular
de estabilidade.

Na Secao 5.2 curvas foram obtidas para ENs na teoria de gravidade f(R,L,,). Os
valores de pressao central vao de 30MeV /fm? a 2000MeV /fm3. Nesta faixa, para o pa-
rametro livrte 0 > 15 comecamos a ver uma mudanca na concavidade das curvas para
pequenos raios. Massas maximas de até 2.6 M, sao obtidas. Pulsares observados como
PSR J2215+45135, J1614-2230 e J0348+4-0432 que estao na faixa de ~ 2M, sao facilmente

explicados, mesmo que seja necessaria um fraco acoplamento para tanto (o ~ 15).

Por mais que equagoes de equilibrio hidrostatico para as teorias de brana tenham sido

obtidas no Capitulo 4, nao foi possivel criar curvas associadas a elas. Isso se deve a
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dificuldade técnica de implementa-las. Contudo, esforcos nesta direcao continuam sendo
realizados para em breve conseguirmos obter solugoes numéricas. Porém, observou-se
que sua estrutura matemética se assemelhava as obtidas em f(R,T) e f(R,L,,), 0o que
demonstra que essas teorias que implicam na existéncia de dimensoes extras alteram a
estrutura de objetos compactos de forma semelhante aquelas teorias que apenas modificam

os termos da acao de Einstein-Hilbert em 3+1 dimensoes.

De maneira intuitiva, a forga gravitacional, quando modificada, acaba alterando a di-
namica de objetos compactos. Embora boa parte dessas teorias tenha levado em conta,
inicialmente, caracteristicas cosmoldgicas do universo, percebemos que seu efeito é signifi-
cativo num contexto astrofisico também, nestes objetos que nao reagiriam necessariamente
a mudancas de larga escala, como as que necessitam ocorrer para a mudanga de parame-
tros cosmoldgicos. Devido a necessidade de comparacao com observacoes astronomicas,

novas tecnologias de telescopios como WFIRST serao muito bem vindas.

Enfatizamos que, pela primeira vez na literatura, foram obtidas equagoes de equilibrio
hidrostatico para estrelas compactas em teorias alternativas f(R,T) na sua versao con-
servada, como também na teoria f(R, L) e em teorias de brana. Em resumo, na teoria
f(R,T) conservada foram obtidos resultados exigindo a conservagao do tensor energia-
momento. Nesta versao da teoria, mostramos que ela permite a existéncia de equagoes
tipo-TOV novas e que foram aplicadas a estrelas compactas de néutrons e de quarks.
Estas foram obtidas para um grande conjunto de equacoes de estado, e os resultados fo-
ram publicados em (SANTOS et al., 2019). Resultados expressivos foram obtidos na teoria
f(R, L) e estao expostos em (CARVALHO et al., ). No caso de equagdes de estado lineares
entre a pressao e a densidade de energia e utilizando a versao conservada da teoria estuda-
mos estrelas de quarks compostas de matéria estranha, levando também em consideracao
o modelo de sacola do MIT. Resultados deste estudo estao compilados num artigo que
estd na eminencia de ser submetido (CARVALHO S.I. DOS SANTOS JR.; MALHEIRO, 2019).
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Néutrons, onde observou-se o valor de massa maxima mais sensivel no caso conservado. Pela primeira vez na
literatura, mostramos que a teoria f(R,T') conservada pode ser desenvolvida e aplicada no contexto astrofisico,
em particular no estudo de objetos compactos.
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