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Resumo 

 

 

Investigamos nesta tese o transporte caótico de partículas causado por ondas de deriva na 

borda do plasma do tokamak. Assumimos uma aproximação de alta razão de aspecto para 

investigar os efeitos devido ao cisalhamento dos perfis do campo elétrico e magnético. As 

trajetórias das partículas são obtidas por um modelo que descreve o movimento do centro de 

guia sob um potencial eletrostático flutuante. Integramos as equações diferenciais das 

variáveis canônicas que descrevem o movimento das partículas. Consideramos um fluxo total 

composto pelos perfis de equilíbrio do campo elétrico e magnético, e uma parte flutuante 

gerada pelos modos ressonantes de ondas de deriva. Os efeitos dos cisalhamentos são 

interpretados ao combinar os resultados obtidos da simulação numérica com os conceitos de 

dinâmica Hamiltoniana que descrevem as órbitas caóticas. Neste procedimento, obtivemos os 

mapas de Poincaré para as trajetórias das partículas. Estudamos a dependência do transporte 

com os perfis radiais dos campos elétricos e magnéticos, e verificamos que este transporte na 

borda do plasma pode ser reduzido ao modificar apropriadamente os respectivos 

cisalhamentos. Observamos as barreiras de transporte de partículas como curvas sem 

cisalhamento identificadas pelos valores extremos do perfil do número de rotação. Estas 

barreiras foram obtidas com o uso de perfis não-monotônicos do campo elétrico radial, e 

verificamos as variações radiais destas barreiras com a escolha do perfil do campo magnético 

e da velocidade paralela do plasma. Um mapa simplético, derivado para infinitos modos 

temporais, foi utilizado para descrever as dependências dos cisalhamentos elétrico, magnético 

e da velocidade paralela com o transporte de partículas. Estudamos a influência que a 

velocidade de rotação do plasma pode apresentar no transporte radial de partículas. As 

ressonâncias e estruturas topológicas são analisadas para velocidades paralelas de partículas 

com perfis uniformes ou com cisalhamento na borda do plasma. 
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Abstract 

 

 

In this thesis, we investigate the chaotic particle transport driven by drift waves at the 

tokamak plasma edge. We assume a large aspect ratio approximation to investigate the effects 

due to the sheared profiles of electric and magnetic fields. The particle trajectories are 

obtained by a model that describes the guide center motion over a fluctuate electrostatic 

potential. We integrate the differential equations of canonical variables that describe the 

particle motion. We consider a total flux composed by electric and magnetic equilibrium 

profiles, and a fluctuate part created by drift waves resonant modes. The shear effects are 

interpreted by combining the results obtained from the numerical simulations with concepts of 

Hamiltonian dynamics that describe the chaotic orbits. In this proceeding, we obtained 

Poincaré maps for particle trajectories. We study the transport dependence on radial profiles 

of electric and magnetic fields, and verify this transport reduced by modifying appropriately 

the respective shears. The particle transport barriers are observed as shearless curves 

identified by extreme values of the rotational number profile. These barriers are obtained by 

using non-monotonic profile of radial electric field, and we verify radial variations of these 

barriers by choosing the magnetic field and parallel plasma velocity profiles. A simplectic 

map derived for infinite time modes is used to describe electric, magnetic and parallel 

velocity dependences on particle transport. We study the influence of plasma rotation velocity 

on the particle radial transport. The resonance and topologic structures are analyzed for 

particle parallel velocities with uniform and sheared profiles at the plasma edge. 
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1 Introdução 

 

 

 A crescente demanda energética é um dos atuais desafios mundiais devido, 

principalmente, às limitações de eficiência, reservas energéticas e riscos ambientais. Neste 

contexto, os tokamaks apresentam-se de maneira promissora para a obtenção da fusão 

termonuclear controlada. Trata-se de uma câmara toroidal na qual o plasma, uma coluna de 

gás altamente ionizada e aquecida ohmicamente, está confinado magneticamente [1-3]. 

 Para que o confinamento magnético de plasmas em tokamaks tenha uma operação 

adequada, é necessário que haja um controle do transporte de partículas e das instabilidades 

no plasma [4]. Este transporte, caracterizado por efeitos dinâmicos não lineares e caos, 

desenvolve-se devido à geometria de confinamento, não uniformidade e inomogeneidade do 

plasma. Assim, sabemos que o transporte anômalo de partículas, observado na borda de 

tokamaks, implica na degradação do confinamento do plasma. Dentre as limitações 

observadas em tokamaks, a turbulência no transporte de partículas causada por ondas de 

deriva tem sido bastante investigada por teóricos [5,6,7] e experimentais [8,9], almejando a 

melhora do desempenho do tokamak ITER, que está em fase de construção em Cadarache, 

França [10].  

 As ondas de deriva surgem, principalmente, nos plasmas confinados magneticamente 

em geometria toroidal, causando instabilidades e deslocando partículas e energia térmica para 

as paredes da câmara de confinamento [11]. Entretanto, a compreensão dos fenômenos 

turbulentos, e o resultante transporte anômalo de partículas, é ainda um desafio na ciência de 

física de plasmas confinados magneticamente. 

 Para que este transporte anômalo de partículas seja estudado, devemos considerar os 

perfis espaciais de campos elétrico e magnético, e seus associados cisalhamentos. Na borda do 

plasma, a turbulência é principalmente causada pela deriva 𝑬 × 𝑩 [12,13] e flutuações de 

campos eletrostáticos, os quais surgem com os gradientes dos campos radiais de equilíbrio 

que se propagam na direção poloidal. Diversos experimentos mostram que este transporte 

pode ser reduzido por alterações adequadas no perfil do campo elétrico radial [14,15]. 

Experimentos de polarização de campos elétricos são utilizados para reduzir o transporte por 
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modificação do perfil de campo elétrico radial e do resultante fluxo de partículas [16-18]. 

Nestes experimentos, eletrodos de polarização são aplicados para a análise do cisalhamento 

elétrico e da formação das barreiras de transporte de partículas na borda do plasma [19]. 

 Para interpretar o transporte de partículas na borda do plasma, modelos não integráveis 

com teorias de dinâmica caótica são propostos para tokamaks de alta razão de aspecto [20-

22]. Seguindo essa aproximação, estes modelos descrevem o transporte por ondas de deriva 

que se propagam na borda do plasma ao considerar o escoamento poloidal 𝑬 × 𝑩, por campos 

magnéticos uniformes e campos magnéticos com cisalhamento. Além disso, mapas 

simpléticos de ondas de deriva, ao redor de uma posição radial do fator de segurança, foram 

derivados para uma investigação numérica da dependência do transporte com os perfis 

espaciais de cisalhamento. Assim, estes mapas permitiram uma análise da redução do 

transporte, sob o efeito do cisalhamento elétrico e magnético. Entretanto, uma investigação 

global do transporte radial e do escape de partículas para as paredes do tokamak ainda são 

exploradas por integrações numéricas das equações de movimento.  

 H.-B. Park et al. [23] obtiveram as equações de movimento do centro de guia em uma 

geometria de confinamento magnético toroidal e considerou o efeito colisional de partículas 

por um método estatístico. W. Horton et al. [20] propuseram uma aproximação das equações 

de movimento do centro de guia em equações de mapas, porém estes mapas foram deduzidos 

para uma análise local em torno do mínimo do fator de segurança desprezando os efeitos 

causados pelo campo elétrico radial. Neste mesmo trabalho, W. Horton et  al. adaptou o 

modelo de Connor e Taylor [24] para as ondas de deriva, com o objetivo de iterar as equações 

de movimento do centro de guia usando mapas de caráter global, i.e., válido em toda região 

radial do plasma. Através destas equações de mapas globais, J.-M. Kwon et al. [25] investigou 

a influência do perfil de campo elétrico radial em diferentes modos de operação dos tokamaks 

e a formação de barreira de transportes de partículas. F. Miskane et al. [26] investigou as 

trajetórias das partículas na presença de um potencial eletrostático flutuante, e a relação entre 

o fluxo de partículas e o gradiente de temperatura. 

 Através do modelo de ondas de deriva proposto por W. Horton et al. [20], analisamos 

os impactos do transporte caótico, pela integração da trajetória das partículas, e as condições 

nas quais o caos surge na borda do plasma devido aos processos dinâmicos internos, ou seja, 
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sem considerar perturbações magnéticas externas. Consideramos um modelo cinético de 

deriva não integrável e equações canônicas que descrevem o transporte de partículas devido 

às ondas de deriva. Realizamos simulações numéricas do deslocamento de partículas ao 

integrar as equações canônicas para um escoamento total, formado pelo fluxo de cisalhamento 

dos campos de equilíbrio e por algumas ondas de deriva ressonantes que dominam na borda 

do plasma. As simulações numéricas são realizadas através dos parâmetros do tokamak 

TCABR [27]. Porém, os resultados deste trabalho são normalizados e podem ser aplicados 

para qualquer tokamak com aproximação de alta razão de aspecto, nos quais polarizações 

elétricas são utilizadas no controle do plasma. 

Analisamos os efeitos do cisalhamento dos campos elétrico e magnético ao combinar 

os resultados da simulação numérica com os conceitos da teoria de dinâmica Hamiltoniana. 

Nossas análises são baseadas no procedimento numérico utilizado na teoria de caos para 

investigar e descrever órbitas caóticas e a criação e destruição da barreira de transporte. Um 

dos procedimentos consiste na obtenção de mapas de Poincaré para as trajetórias das 

partículas. As topologias obtidas são típicas de sistemas Hamiltonianos quase-integráveis com 

duas dimensões, e preveem importantes características para o transporte de partículas e o 

confinamento do plasma. Este transporte é reduzido através da modificação dos perfis de 

campo elétrico e magnético, e as barreiras de transporte são deslocadas de acordo com o 

cisalhamento magnético escolhido na borda do plasma.  

Complementarmente, investigamos o transporte de partículas na borda do plasma com 

infinitos modos temporais de perturbação, na qual todas as perturbações apresentam a mesma 

amplitude de potencial elétrico. Para este estudo, as equações que descrevem a trajetória das 

partículas foram reescritas na forma de equações de um mapa simplético e os resultados 

foram obtidos pela iteração numérica destas equações. Comparamos as topologias presentes 

na borda do plasma e, portanto, as órbitas das partículas ao alterar os específicos modos 

temporais por infinitos modos de perturbação. 

A seguir, no Capítulo 2 descreveremos as condições necessárias para que um gás 

ionizado seja classificado como plasma e as forças que estas partículas estão sujeitas no 

confinamento magnético. No Capítulo 3, apresentaremos o modelo utilizado para obter as 

seções de Poincaré através de integrações numéricas das equações que descrevem a trajetória 

das partículas. No Capítulo 4, são discutidos os resultados deste modelo com específicos 
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modos temporais de perturbação sob os efeitos de campos elétricos e magnéticos. No Capítulo 

5, reescrevemos as equações diferenciais do modelo em equações de mapas para um estudo de 

infinitos modos temporais, os quais estão relacionados às perturbações de fundo do plasma, e 

apresentamos os perfis de equilíbrio do plasma que serão utilizados para a obtenção dos 

mapas. No Capítulo 6, mostramos os resultados obtidos por iteração numérica destas 

equações em mapas de Poincaré e analisamos a influência que as partículas podem apresentar 

sob diferentes perfis de velocidade paralela em relação ao campo magnético. Por fim, no 

Capítulo 7, concluímos os resultados obtidos por este modelo que simula o transporte de 

partículas sob os efeitos das ondas de deriva, dos perfis de equilíbrio e da velocidade paralela 

do plasma. 
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2 Transporte de partículas em tokamaks 

 

 

 Neste capítulo, descrevemos o mecanismo físico das ondas de deriva na presença de 

campos elétricos e magnéticos, para que posteriormente possamos apresentar o modelo 

utilizado neste estudo. As partículas confinadas em tokamaks são caracterizadas, 

principalmente, por um transporte radial turbulento devido ao conjunto das ondas de deriva. 

Assim, iremos analisar a origem destas ondas, sem desprezarmos os campos de equilíbrio e as 

flutuações eletrostáticas presentes na borda do plasma. 

 

2.1 Propriedades do plasma 

 

 O transporte de partículas no plasma é dominado por campos elétricos de grande 

alcance, os quais estão associados com as interações coulombianas de íons e elétrons que 

compõem o meio [1-3]. Na ausência de distúrbios externos, o plasma é macroscopicamente 

neutro, ou seja, as desidades das partículas são iguais  𝑛𝑒 ≈ 𝑛𝑖 , e mantido pela oscilação de 

elétrons em torno dos íons na frequência de plasma 𝜔𝑝 , dada por 

 

𝜔𝑝 =  
𝑛𝑒𝑒

2

𝑚𝑒𝜀0
 

1/2

, 

 

(2.1.1) 

onde 𝑛𝑒  é a densidade de elétrons, 𝑒 é a carga eletrônica, 𝑚𝑒  é a massa do elétron e 𝜀0 a 

permissividade elétrica no vácuo. Os elétrons, devido a sua alta mobilidade, neutralizam 

rapidamente regiões com excesso de carga positiva. A escala de distância, na qual essa 

densidade de partículas pode espontaneamente existir, mantendo a neutralidade, é 

denominada comprimento de Debye 𝜆𝐷 , dado por 

 

𝜆𝐷 =  
𝜀0𝑘𝐵𝑇𝑒
𝑛𝑒𝑒2

 
1/2

, (2.1.2) 
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onde 𝑘𝐵  é a constante de Boltzmann e 𝑇𝑒  é a temperatura eletrônica. 

 Um campo perturbativo que eventualmente surge no interior do plasma de dimensão 𝐿 

deve anular-se para 𝐿 ≫ 𝜆𝐷 . Assim, o número de partículas 𝑁𝐷  que interagem coletivamente, 

no interior de uma esfera de raio igual a 𝜆𝐷 , deve ser grande o suficiente para uma eficiente 

blindagem de campos elétricos, 𝑁𝐷 =  4𝜋/3 𝑛𝑒𝜆𝐷
3 ≫1. Logo, quando as flutuações do 

campo elétrico apresentam escalas espaciais maiores que o comprimento de Debye, as 

interações coletivas de campos elétricos devem ser consideradas no transporte de partículas. 

No caso de plasmas por confinamento magnético, há diversos tipos de modos coletivos, mas o 

transporte de partículas é dominado pelos modos de baixas frequências, onde 𝜔 ≪ 𝑒𝐵/𝑚𝑖 ≡

𝜔𝑐𝑖 , onde 𝜔𝑐𝑖  é a frequência ciclotrônica do íon [1]. 

 Os gradientes de densidade e temperatura nos plasmas confinados magneticamente 

resultam em correntes diamagnéticas de elétrons e íons 𝒋𝛼 , perpendiculares ao campo 

magnético 𝑩, e ao gradiente de pressão gerado por elétrons 𝑝𝑒  e íons 𝑝𝑖 , de acordo com o 

balanço de forças da teoria magnetohidrodinâmica (MHD), 𝒋 × 𝑩 = 𝜵 𝑝𝑒 + 𝑝𝑖  no estado de 

equilíbrio [3,22]. Estas correntes provocam oscilações coletivas, chamadas de ondas de 

deriva. Portanto, uma onda de deriva consiste em uma perturbação que se propaga no plasma 

e envolve a interação das derivas perpendiculares com a dinâmica paralela de confinamento.  

 Ao considerar a equação de movimento para uma partícula carregada, dada pela 

segunda lei de Newton e pela força de Lorentz na presença de campos elétricos e magnéticos, 

obtemos 𝑚 𝑑𝒗 𝑑𝑡  = 𝑞 𝑬 + 𝒗 × 𝑩 . Se assumirmos uma descrição macroscópica, onde o 

conjunto de partículas carregadas que constituem um fluido dentro de um elemento de volume 

do plasma, obtemos a equação de conservação de momento [2], 

 

𝑛𝑚  
𝜕𝒗

𝜕𝑡
+  𝒗 ∙ 𝜵 𝒗 =  𝑞𝑛 𝑬 + 𝒗 × 𝑩 − 𝜵𝑝 ,  (2.1.3) 

 

onde 𝑛 é o número de partículas,  𝑚 a massa, 𝒗 o vetor velocidade, 𝑞 a quantidade de carga e 

𝑝 a pressão destas partículas. Na Eq. (2.1.3) a derivada de fluxo de matéria é dada pela 

expressão entre colchetes, onde o primeiro termo é chamado de derivada local, e o segundo 

termo representa as mudanças espaciais devido ao movimento das partículas do plasma, 
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chamada de derivada convectiva. Ao considerarmos um fluido de escoamento incompressível 

(isocórico) e com velocidade constante, temos a derivada material nula.  

 Assumindo apenas a velocidade perpendicular 𝒗⊥  ao campo magnético e realizando o 

produto vetorial com o vetor campo magnético, obtemos 

 

0 = 𝑞𝑛 𝑬 × 𝑩 +  𝒗⊥ × 𝑩 × 𝑩 − 𝜵𝑝 × 𝑩 , 
(2.1.4) 

  

e ao aplicarmos a propriedade de produto vetorial 𝒂 × 𝒃 × 𝒄 = 𝒃 𝒂 ⋅ 𝒄 − 𝒄 𝒂 ⋅ 𝒃 , temos 

  

𝑞𝑛 𝑬 × 𝑩− 𝒗⊥𝐵
2 − 𝜵𝑝 × 𝑩 = 0 , (2.1.5) 

 

 Isolando a velocidade perpendicular 𝐯⊥  obtemos 

 

𝒗⊥ =
𝑬 × 𝑩

𝐵2
−
𝜵𝑝 × 𝑩

𝑞𝑛𝐵2
≡ 𝒗𝐸×𝐵 + 𝒗𝐷  . (2.1.6) 

 

 Note que a deriva 𝑬 × 𝑩 independe da carga e da massa da partícula, portanto íons e 

elétrons derivam no mesmo sentindo ao redor do centro de guia. Note também que deriva 

diamagnética 𝜵𝑝 × 𝑩 é dependente das cargas, consequentemente, elétrons e íons são 

deslocados em sentidos opostos. A deriva de polarização (apenas para campos que variam 

com o tempo) e a deriva diamagnética (apenas para variações espaciais da pressão) 

apresentam magnitude muito menores que a deriva 𝑬 × 𝑩, a qual também é vista 

experimentalmente como a principal causa do transporte radial das partículas na borda do 

plasma [9]. Portanto, no próximo capítulo consideramos apenas a deriva 𝑬 × 𝑩 para o 

desenvolvimento do nosso modelo, onde o campo elétrico é composto por uma parte de 

equilíbrio e outra parte responsável pelas oscilações eletrostáticas de ondas de deriva. 
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2.2 Oscilações Eletrostáticas 

 

 Ao assumirmos as oscilações eletrostáticas de ondas de deriva como estacionárias, isto 

é, através de campos elétricos cujos valores em cada ponto espacial não variam com o tempo, 

podemos escrever que  𝜵 × 𝑬 = 0. Assim, o vetor campo elétrico pode ser definido por 

𝑬 = −𝜵𝜙, onde as suas componentes são obtidas pela derivada espacial, em cada uma das 

direções de um dado sistema de coordenadas, do potencial eletrostático 𝜙. 

 Conforme apresentado na subseção anterior, para que possamos descrever o transporte 

de partículas dirigido por ondas de deriva, devemos supor um campo elétrico responsável pela 

velocidade de deriva do plasma. Este campo elétrico é escrito analiticamente por uma 

componente de equilíbrio na direção radial 𝑬𝑟  e outra oscilante 𝑬 , a qual está associada ao 

potencial flutuante 𝜙 . 

 O potencial flutuante será o principal parâmetro de perturbação do plasma neste 

estudo. Logo, devemos assumir um potencial que apresente todas as dependências espaciais 

da geometria de confinamento e de modos temporais que se associem às frequências 

angulares com a qual o plasma oscila na região espacial a ser explorada no tokamak. Na 

Figura 2.1(a), apresentamos a seção transversal de um toróide com as coordenadas locais 

polares a serem utilizadas no modelo de ondas eletrostáticas. Nesta configuração geométrica, 

temos o raio maior 𝑅, o raio menor 𝑟, no qual a coluna do plasma está inserida, o ângulo 

toroidal 𝜑 e o ângulo polar 𝜃. Na Figura 2.1(b), representamos a trajetória resultante descrita 

pelas partículas positivas e negativas do plasma devido à resultante vetorial entre o campo 

magnético 𝑩, a componente do potencial eletrostático perpendicular ao campo magnético 

𝜵⊥𝜙 e a velocidade paralela ao campo magnético 𝒗∥ na aproximação de um cilindro 

(destacado na cor vermelha). 

A importância do potencial flutuante deve-se também à escolha do espectro de onda 

de deriva a ser considerado no modelo. Através da distribuição do espectro, podemos analisar 

a influência de específicos modos temporais, os quais devem resultar em ressonâncias sobre 

uma dada posição radial das partículas, ou supor infinitos modos temporais, que são 
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representados no modelo por uma função delta de Dirac, resultando em perturbações geradas 

por infinitos impulsos periódicos e ressonâncias secundárias no plasma. 

 

(a)                                                   

 

 (b) 

 

Figura 2.1: Seção transversal de um toróide (a) com as coordenadas locais polares no 

segmento em vermelho e a representação da trajetória das partículas do plasma (b) com as 

grandezas vetoriais do campo magnético, da componente do potencial eletrostático 

perpendicular ao campo magnético e da velocidade paralela. 
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3 Modelo de ondas eletrostáticas com determinados 

modos temporais  

 

 

3.1 Equações diferenciais nas variáveis de ângulo e ação 

 

 O modelo introduz as equações básicas de movimento para descrever as trajetórias de 

partículas ao longo das linhas de campo magnético e submetidas às derivas elétricas. 

Consideramos um potencial de equilíbrio eletrostático na direção radial e ondas de deriva que 

se propagam nas direções poloidal e toroidal. Estas ondas de deriva surgem da não 

uniformidade na borda do plasma e são analisadas na seção toroidal de confinamento 

magnético no tokamak [4,5]. As flutuações do potencial eletrostático são escritas em função 

da amplitude, e de modos espaciais e temporais. 

 As trajetórias das partículas são descritas pelo movimento do centro de guia, 

 

𝑑𝒙

𝑑𝑡
= 𝑣∥

𝑩

𝐵
+
𝑬 × 𝑩

𝐵2
 , (3.1.1) 

 

onde as componentes desta equação são dadas por 

 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −

1

𝐵𝑟

𝜕𝜙 

𝜕𝜃
 , 

 

(3.1.2) 

 

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=
𝑣∥
𝑟

𝐵𝜑

𝐵
+

1

𝑟𝐵

𝜕𝜙 

𝜕𝑟
−
𝐸𝑟
𝑟𝐵

 , 

 

(3.1.3) 

 

𝑑𝜑

𝑑𝑡
=
𝑣∥
𝑅

 , 
(3.1.4) 

 

onde 𝒙 =  𝑟, 𝜃,𝜑   é dado em coordenadas locais polares. Esta configuração de plasma 

corresponde à aproximação cilíndrica de uma seção toroidal de um tokamak de grande razão 
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de aspecto. Nestas componentes, assumimos uma configuração magnética onde 𝐵 ≅ 𝐵𝜑 ≫ 𝐵𝜃  

e o fator de segurança dado por 𝑞 𝑟 = 𝑟𝐵 𝑅𝐵𝜃 . O campo elétrico é constituído por uma 

parte de equilíbrio com intensidade dada por 𝐸𝑟 , definido por um perfil radial, e uma parte 

flutuante, tal que 𝑬 = −𝜵𝜙 . Logo, este modelo permite investigar a influência simultânea do 

cisalhamento elétrico, devido às variações espaciais do campo elétrico, e do cisalhamento 

magnético, ao considerar as variações espaciais do fator de segurança, no transporte caótico 

na borda do plasma.  

 Para o potencial flutuante, utilizamos um espectro de ondas de deriva com modo 

finito, 

𝜙  𝑥, 𝑡 =  𝜙𝑚𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝜃 − 𝑙𝜑 − 𝑛𝜔0𝑡 − 𝜓0 

𝑚 ,𝑙 ,𝑛

 , (3.1.5) 

 

onde 𝜙𝑚𝑙𝑛  é a amplitude de perturbação, 𝜔0 a menor frequência angular do espectro de ondas 

de deriva e 𝜓0 uma fase inicial a ser escolhida [20]. Os modos espaciais poloidal e toroidal 

são definidos, respectivamente, pelos índices 𝑚 e 𝑙, e o modo temporal pelo índice 𝑛. 

Portanto, podemos assumir uma ou mais ondas de deriva que descrevem as flutuações do 

potencial eletrostático do sistema. 

 

Tabela 1: Variáveis e parâmetros do plasma que devem ser declarados no modelo numérico. 

Menor frequência angular 𝜔0 

Modo temporal 𝑛 

Modo poloidal dominante 𝑀 

Modo toroidal dominante 𝐿 

Amplitudes dos potenciais flutuantes 𝜙𝑀𝐿𝑛  

Velocidade paralela de rotação 𝑣∥ 

Raio maior da coluna de plasma 𝑅 

Raio menor da coluna de plasma 𝑎 

Perfil do campo elétrico radial 𝐸𝑟  

Campo magnético toroidal 𝐵 

Perfil do fator de segurança 𝑞 
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 Sabemos que os níveis de flutuações do potencial do plasma são mais expressivos na 

borda da coluna de plasma [28,29], assim consideramos o máximo deste potencial 𝜙𝑚𝑙𝑛  nesta 

região radial. Adicionalmente, o espectro de ondas de deriva é escolhido de maneira que 

possa interferir no transporte de partículas com as alterações dos perfis de cisalhamento 

elétrico e magnético. Inicialmente, as simulações numéricas são realizadas para um espectro 

de ondas de deriva, caracterizado por modos espaciais dominantes 𝑀/𝐿 e finitos modos 

temporais 𝑛. Assim, as principais variáveis e parâmetros que devem ser escolhidos no modelo 

de ondas de deriva são apresentados na Tabela 1.  

 Substituindo o potencial flutuante definido pela Eq. (3.1.5) na Eq. (3.1.2), obtemos 

 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −

1

𝐵𝑟

𝜕

𝜕𝜃
 𝜙𝑀𝐿𝑛  𝑐𝑜𝑠 𝑀𝜃 − 𝐿𝜑 − 𝜓0 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜔0𝑡 

𝑀 ,𝐿,𝑛

+ 𝑠𝑖𝑛 𝑀𝜃 − 𝐿𝜑 − 𝜓0 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜔0𝑡   , 

(3.1.6) 

 

 Por conveniência, consideramos variáveis de ângulo e ação, respectivamente, como 

𝜓 = 𝑀𝜃 − 𝐿𝜑 e 𝐼 =  𝑟/𝑎 2. Desta forma, assumimos oscilações coerentes, onde 𝜓 

representa um ângulo helicoidal definido por modos dominantes. Ao considerar estas novas 

variáveis nas componentes do centro de guia, obtemos 

 

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

𝑣∥
𝑅𝑞(𝐼)

 𝑀 − 𝑞(𝐼)𝐿 −
𝑀𝐸𝑟

𝐵𝑎 𝐼
 (3.1.7) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

2𝑀

𝐵𝑎2
 𝜙𝑀𝐿𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜓 − 𝑛𝜔0𝑡 − 𝜓0 

𝑁

𝑀 ,𝐿,𝑛

 (3.1.8) 

 

onde 𝑎 é o raio menor do plasma, 𝑅 o raio maior do plasma e 𝑞(𝐼) o perfil do fator de 

segurança em função da variável de ação. No Apêndice A, apresentamos o modelo para um 

modo espacial dominante, sob o efeito de modos espaciais secundários de pequena amplitude 

eletrostática. 

 As trajetórias das partículas foram integradas pelo método numérico de Runge-Kutta 

de quarta ordem, e as intersecções no espaço de fase foram selecionadas no plano  𝐼,𝜓  em 
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tempos múltiplos de 2𝜋 𝜔0 . Neste procedimento, é válido citar que o método numérico 

Runge-Kutta de quarta ordem mostrou-se com precisão suficiente e com menor tempo 

computacional quando comparado ao de oitava ordem com passo variável, para o conjunto de 

equações deste modelo. As amplitudes de perturbação escolhidas foram 𝜙𝑀𝐿𝑛=2 = 4.90 𝑉, 

𝜙𝑀𝐿𝑛=3 = 0.85 𝑉 e 𝜙𝑀𝐿𝑛=4 = 0.10 𝑉, conforme mostrado na Figura 3.1. A distribuição deste 

espectro deve-se ao aumento da amplitude de perturbação que as partículas apresentam ao se 

aproximarem das paredes da câmara de confinamento. 

  

 

 

Figura 3.1: Espectro da onda de deriva para um modo dominante 𝑀/𝐿 com amplitudes 

𝜙𝑀𝐿𝑛=2 = 4.90 𝑉, 𝜙𝑀𝐿𝑛=3 = 0.85 𝑉 e 𝜙𝑀𝐿𝑛=4 = 0.10 𝑉. Os modos temporais estão 

indicados pelo pontos em vermelho. 

 

 A dinâmica da resposta de onda de deriva não é considerada neste modelo, i.e., o 

espectro de ondas de deriva é mantido constante. Embora haja esta desvantagem, o modelo 

nos permite investigar a simultânea influência do cisalhamento elétrico e magnético na borda 

do plasma. 

 

3.2 Cisalhamento do campo elétrico radial 

 

 Para investigar a influência dos perfis de campo elétrico 𝐸𝑟  no transporte e verificar as 

condições de ressonância entre as ondas de deriva e as trajetórias das partículas, assumimos 



24 

 

 

um modo espacial dominante 𝑀/𝐿 = 16/4 e um perfil monotônico do fator de segurança 

com 𝑞 𝑎  = 4.0 na borda do plasma. Consideramos também campos elétricos radiais 

caracterizados por perfis uniformes, monotônico e não-monotônico. 

 Os perfis monotônicos foram obtidos pela função linear 𝐸𝑟 = 2𝛼𝑟 + 𝛽 e o perfil não-

monotônico pela função não-linear 𝐸𝑟 = 3𝛼𝑟2 + 2𝛽𝑟 + 𝛾, onde os coeficientes 𝛼, 𝛽 e 𝛾 

foram escolhidos para caracterização de cada perfil. Os coeficientes que formam o perfil 

elétrico radial 𝐸𝑟  com cisalhamento positivo são definidos como 𝛼 = −1.30 × 103 e 𝛽 =

−1.60 × 103; para 𝐸𝑟  com cisalhamento negativo temos 𝛼 = 1.30 × 103 e 𝛽 = −2.40 ×

103; e para 𝐸𝑟  não-monotônico temos 𝛼 = −80.00 × 103, 𝛽 = 31.95 × 103 e 𝛾 = −6.00 ×

103. Estes perfis de campos elétricos radiais, e seus correspondentes perfis de cisalhamento, 

calculados pela equação 𝑆𝐸𝑟 =  𝑟 𝐸𝑟   𝑑𝐸𝑟 𝑑𝑟  , são mostrados na Figura 3.2. 

 

(a)  (b) 

 

Figura 3.2: (a) Perfil do campo elétrico radial e (b) cisalhamento de campo elétrico para os 

perfis uniforme (linha sólida preta), monotônico com cisalhamento positivo/negativo (linha 

tracejada verde/vermelha) e não-monotônico (linha traço e ponto azul). 

 

  Para um estudo da influência dos campos de equilíbrio do plasma, assumimos uma 

velocidade paralela ao campo magnético que predomina ao longo de toda a trajetória das 

partículas que se encontram na borda do tokamak TCABR, 𝑣∥ = 2.5 𝑘𝑚/𝑠 [27]. A menor 

frequência angular 𝜔0 = 6 × 104 rad/s foi selecionada no espectro de potências (Apêndice B) 

obtido através de medidas de potencial flutuante [30] do tokamak TCABR. Este tokamak 
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apresenta raio maior 𝑅 = 61 𝑐𝑚, raio da coluna de plasma 𝑎 = 18 𝑐𝑚 e campo magnético 

toroidal 𝐵 = 1.1 𝑇. Apesar de estarmos utilizando os parâmetros do tokamak TCABR nas 

simulações numéricas, os resultados encontram-se normalizados e as dependências do 

transporte de partículas são válidas para diversos tokamaks de alta razão de aspecto, nos quais 

eletrodos de polarização são aplicados com o objetivo de modificar o campo elétrico de 

equilíbrio. 

  

3.3 Cisalhamento do campo magnético 

 

 De maneira semelhante ao estudo do cisalhamento do campo elétrico radial, 

assumimos dois perfis de cisalhamento magnético, ou seja, perfis do fator de segurança. Estes 

perfis de campo magnético diferem entre si pelos valores que apresentam ao atingir a borda 

do plasma, e foram analisados ao considerar um campo elétrico radial não-monotônico, com o 

mesmo perfil apresentado na subseção anterior. 

 

(a)  (b) 

 

Figura 3.3: (a) Perfil do fator de segurança e (b) perfil do cisalhamento magnético para os 

casos onde (linha traço e ponto azul) q a = 6 e (linha sólida preta) q a = 4. 
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 As simulações foram realizadas utilizando os seguintes perfis de fator de segurança: 

𝑞 𝑟 = 2.0 + 4.0 𝑟 𝑎  2 e 𝑞 𝑟 = 2.0 + 2.0 𝑟 𝑎  2 para 𝑟 ≤ 𝑎, atingindo na borda do 

plasma, respectivamente, 𝑞 𝑎 = 6.0 e 𝑞 𝑎 = 4.0. Ambos os perfis de fator de segurança 

apresentam a correção 𝑞 𝑟 = 𝑞 𝑎  𝑟 𝑎  2 para 𝑟 > 𝑎. O cisalhamento magnético destes 

perfis são obtidos por 𝑆𝑞 =  𝑟 𝑞   𝑑𝑞 𝑑𝑟  . Os fatores de segurança e os cisalhamentos 

magnéticos descritos anteriormente são mostrados na Figura 3.3. 

 Assim, as configurações magnéticas foram escolhidas com o objetivo de analisar a 

influência do cisalhamento magnético sobre o transporte de partículas causado pelas ondas de 

deriva e verificar, dentre as diferentes topologias apresentadas nos mapas de Poincaré, a 

presença de barreiras de transporte e a eventual reconexão de ilhas. Os demais parâmetros, 

utilizados no estudo do cisalhamento magnético, apresentam os mesmos valores da subseção 

anterior. 

 

3.4 Desvio padrão médio 

 

 Para uma análise mais criteriosa do transporte radial de partículas e com o objetivo de 

quantificar a intensidade das flutuações eletrostáticas na borda do tokamak, calculamos a 

dependência temporal do desvio padrão médio [20], 

 

𝜎2 𝑡 =
1

𝑁
  𝑟𝑖 𝑡 − 𝑟𝑖 0  

2
𝑁

𝑛=1

 , (3.4.1) 

 

onde 𝑁 representa o número total de partículas inicialmente localizadas em uma dada posição 

radial. Este transporte se caracteriza pela relação que o desvio padrão médio apresenta com o 

com os valores temporais, 

 

𝜎2 𝑡 ≈ 𝑡𝛾  , (3.4.2) 

 

onde o expoente 𝛾 permite classificar o sistema em difusivo (𝛾 = 1), subdifusivo (𝛾 < 1) ou 

superdifusivo (𝛾 > 1) [31]. 
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 O coeficiente de difusão temporal pode ser obtido a partir da Eq. (3.4.1), 

 

𝐷𝑟 𝑡 =
1

2𝑡𝑁
  𝑟𝑖 𝑡 − 𝑟𝑖 0  

2
𝑁

𝑛=1

 , (3.4.3) 

 

onde o limite 𝑡 → ∞ resulta no coeficiente de difusão para a coordenada radial. 

 Este procedimento numérico foi utilizado para diferenciar as regiões radiais 

observadas com trajetórias caóticas, onde as seções de Poincaré não eram consistentes para 

uma descrição completa do transporte na borda do plasma. 
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4 Resultados do modelo de ondas eletrostáticas com 

diferentes modos temporais 

 

 

4.1 Mapas de Poincaré com cisalhamento do campo elétrico 

 

 Apresentamos neste capítulo os mapas de Poincaré obtidos por integração das 

equações no modelo numérico ao assumir uma grade de condições iniciais no espaço de fases. 

Utilizamos para a obtenção destes resultados o perfil de fator de segurança com q a = 6, 

conforme mostrado na Figura 3.3(a). As soluções destas integrações são selecionadas na 

seção toroidal 2𝜋 𝜔0  rad. Todos os mapas de Poincaré foram obtidos com a utilização do 

mesmo espectro de ondas de deriva, consequentemente, a alteração no transporte das 

partículas do plasma é observada sem necessariamente alterar os níveis de flutuação do 

potencial do plasma [32]. Nestes mapas de Poincaré, o raio menor do plasma corresponde à 

𝐼 = 1.0, mas os resultados são apresentados até 𝐼 = 1.2 para que possamos identificar o 

transporte de partículas até a região da parede da câmara de confinamento. Para um campo 

elétrico radial 𝐸𝑟  uniforme a trajetória caótica de partículas ocorre em 𝐼 ≥ 0.6, Figura 4.1(a). 

 Quando alteramos este perfil 𝐸𝑟  para o caso monotônico com cisalhamento negativo, 

observamos que as ilhas são praticamente destruídas e envolvidas por trajetórias caóticas, 

como mostrado na Figura 4.1(b). Entretanto, estruturas periódicas surgem em 𝐼 ≥ 0.9 para um 

perfil 𝐸𝑟  monotônico com cisalhamento positivo, Figura 4.1(c). Note que, os cisalhamentos 

dos perfis monotônicos de 𝐸𝑟  apresentam o mesmo valor absoluto, mas resultam em 

diferentes comportamentos para transporte de partículas na borda do plasma, sendo que o 

cisalhamento positivo é observado com menos trajetórias caóticas. 

 Na Figura 4.1(d) temos o caso do perfil 𝐸𝑟  não-monotônico, onde observamos que as 

estruturas topológicas no espaço de fase são altamente modificadas e uma curva invariante 

(destacada na cor vermelha) surge na borda do plasma. Esta curva é conhecida como barreira 

de transporte de partículas, e permite o aprisionamento de trajetórias caóticas dentro plasma. 
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(a) (b) 

 

(c)  (d) 

 

Figura 4.1: Mapas de Poincaré para os cisalhamentos de campo elétrico (a) uniforme, (b) 

monotônico com cisalhamento negativo, (c) monotônico com cisalhamento positivo e (d) não-

monotônico. A curva sem cisalhamento está destacada na cor vermelha. As condições iniciais 

para o cálculo do desvio padrão médio estão localizadas nas grades destacadas na cor azul. 

 

4.2 Considerações sobre a obtenção da curva sem cisalhamento 

 

 As ilhas periódicas nos mapas de Poincaré podem ser explicadas pelo cálculo das 

condições de ressonância para cada perfil do campo elétrico radial 𝐸𝑟 . Para isto, assumimos a 

invariança da variável de ação na Eq. (3.1.7), resultando em 𝑑 𝑑𝑡  𝜓 − 𝑛𝜔0𝑡 ≈ 0. Assim, a 
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condição de ressonância é obtida quando  𝑑𝜓 𝑑𝑡  𝜔0  assume valores do modo temporal 𝑛 

para uma determinada ação 𝐼 na Eq. (3.1.8). 

 

 

 

Figura 4.2: Condição de ressonância para campo elétrico radial com perfil (linha sólida preta) 

uniforme, (linha tracejada verde/vermelha) monotônico com cisalhamento positivo/negativo e 

(linha traço e ponto azul) não-monotônico. 

 

 Para o conjunto utilizado de perfis de campo elétrico radial 𝐸𝑟 , calculamos as 

condições de ressonância, como mostrado na Figura 4.2. Observe que a ressonância 𝑛 = 4 é 

relacionada à menor amplitude eletrostática no espectro de ondas de deriva (ver Figura 3.1) e 

ocorre em 𝐼 ≈ 0.4 para todos os perfis de 𝐸𝑟 . No caso dos perfis de 𝐸𝑟  uniforme e ambos 

monotônicos, a ressonância 𝑛 = 3 é observada como uma simples perturbação em  𝐼 ≈ 0.8. 

Entretanto, o caso do perfil 𝐸𝑟  não-monotônico revela uma ressonância 𝑛 = 3 com dupla 

localização em 𝐼 ≈ 0.6 e 𝐼 ≈ 1.0, os quais correspondem às ilhas gêmeas separadas pela 

superfície invariante na Figura 4.1(d). Além disto, a ressonância 𝑛 = 2 está relacionada à 

maior amplitude eletrostática no espectro de ondas de deriva e implica em ilhas secundárias 

na borda do plasma. 

 Para determinar a posição radial da curva invariante sem cisalhamento (sem shear) na 

Figura 4.1(d), calculamos o número de rotação, definido por 𝛺 = 𝑙𝑖𝑚𝑖→∞ ∆𝜓𝑖 𝑖 . Para isto, 

cada variável de ação 𝐼 fornece uma condição inicial para 𝛺, e 𝑑𝛺 𝑑𝐼 ≈ 0 indica o ponto sem 

cisalhamento, conforme mostra a Figura 4.3. Sabemos que o cisalhamento elétrico invertido 
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(pela variação de polaridade na borda) pode gerar condições para a formação de uma barreira 

de transporte de partículas localizadas na posição radial sem cisalhamento [20,29]. Esta 

barreira de transporte separa as órbitas das partículas no espaço de fase e reduz o transporte 

radial [33,34]. 

 

 

 

Figura 4.3: Número de rotação para o perfil de campo elétrico não-monotônico. 

 

 No mapa da Figura 4.1(d), identificamos a curva invariante, a qual representa uma 

barreira de transporte gerada pela configuração de cisalhamento elétrico invertido da Figura 

3.2. Note que esta curva está localizada no ponto radial sem cisalhamento onde 𝑑𝛺 𝑑𝐼 ≈ 0 

(ver posição radial da Figura 4.3). Ainda que esta barreira de transporte estivesse destruída 

pelas perturbações de outras ondas, sabemos que as órbitas caóticas podem apresentar alta 

aderência ao redor das ilhas remanescentes reduzindo o transporte radial [35,36].  

 Na Figura 4.1(d) também observamos que o cisalhamento magnético gerou um 

deslocamento radial desta barreira de transporte. Note na Figura 3.2(b) que a posição sem 

cisalhamento para o perfil 𝐸𝑟  não-monotônico está em 𝑟 𝑎 ≈ 0.7, o qual corresponde à 

𝐼 ≈ 0.5. Entretanto, vemos na Figura 4.1(d) a curva invariante localizada em 𝐼 ≈ 0.8. Este 

deslocamento ocorre devido ao cisalhamento magnético, o qual está implícito pela presença 

do perfil do fator de segurança na Eq. (3.1.8), usado para calcular a evolução da fase. Outros 
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efeitos do cisalhamento magnético na barreira de transporte são analisados com mais detalhes 

na próxima seção. 

4.3 Transporte de partículas 

 

 Na seção anterior, notamos uma similaridade das regiões caóticas nos mapas de 

Poincaré com o uso de perfis 𝐸𝑟  uniforme e monotônico com cisalhamento negativo, 

respectivamente, Figuras 4.1(a) e 4.1(b).  

 Observamos na Figura 4.4 que o desvio padrão médio para o perfil 𝐸𝑟  monotônico 

com cisalhamento negativo apresenta um menor transporte radial de partículas ao ser 

comparado ao caso do perfil 𝐸𝑟  uniforme. Logo, a existência do cisalhamento elétrico permite 

uma redução do transporte na região da borda do plasma. 

 

 

 

Figura 4.4: Desvio padrão médio para perfil (linha sólida preta) uniforme do campo elétrico 

radial e (linha sólida vermelha) monotônico do campo elétrico radial com cisalhamento 

negativo. 

 

 Assumindo o mesmo conjunto de condições iniciais e tempo de integração, um 

número maior de intersecções de trajetórias são observados na região caótica para o perfil 𝐸𝑟  

monotônico com cisalhamento negativo, Figura 4.1(b). Isto ocorre devido à melhora do 

confinamento ao longo da direção toroidal, tal que mais intersecções são selecionadas no 
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mapa de Poincaré. Portanto, o perfil 𝐸𝑟  monotônico gerou um cisalhamento com intensidade 

suficiente para que o fluxo poloidal 𝑬 × 𝑩 fosse capaz de reduzir o transporte causado por 

ondas de deriva, como inicialmente proposto por H. Biglari et al. [37]. 

 

4.4 Mapas de Poincaré com cisalhamento do campo magnético 

 

 Ao comparar as órbitas das partículas representadas pelos mapas de Poincaré, 

mostraremos que as alterações entre os perfis do fator de segurança na borda do plasma 

modificam significantemente o transporte na região onde o cisalhamento é nulo. Estas 

modificações no transporte de partículas ocorrem devido à aproximação das ilhas gêmeas ao 

redor da barreira de transporte sem cisalhamento. Dois perfis de fator de segurança foram 

escolhidos de forma a evidenciar as alterações das órbitas com as variações do cisalhamento 

magnético. As escolhas dos perfis de fator de segurança satisfazem a condição de ressonância 

requerida para a existência da barreira sem cisalhamento, ou seja, ambos os perfis de fator de 

segurança apresentam variações de sua intensidade ao longo das posições radiais que 

interferem na posição da barreira de transporte. 

 

 

 

Figura 4.5: Mapa de Poincaré para o fator de segurança q a = 4 na borda do plasma. A 

curva sem cisalhamento está destacada na cor vermelha. 
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 Na Figura 4.5, observamos as ilhas dimerizadas após o processo de reconexão das 

separatrizes [38,39]. Esta reconexão ocorre devido à pequena separação existente entre o 

ponto hiperbólico da cadeia superior (inferior) e o ponto elíptico da cadeia inferior (superior) 

quando o cisalhamento magnético é reduzido. Na Figura 4.6, apresentamos a condição de 

ressonância para a condição  𝑑𝜓 𝑑𝑡  𝜔0 = 3. Assim, a aproximação entre as cadeias de 

ilhas gêmeas pode ser entendida ao se verificar uma separação menor entre as posições de 

ressonância para o cisalhamento magnético, gerado por 𝑞 𝑎 = 4.0.  

 

 

 

Figura 4.6: Condição de ressonância ao redor de 𝑛 = 3 para os casos onde (linha traço e ponto 

azul) 𝑞 𝑎 = 6 e (linha sólida preta) 𝑞 𝑎 = 4. 

 

 As diferenças topológicas entre as ilhas gêmeas na região ao redor da curva invariante 

sem cisalhamento, mostrada nos mapas da Figura 4.1(d) e Figura 4.5, estão associadas à 

reconexão das órbitas. Essas reconexões são típicas em sistemas não-monotônicos que 

apresentam mapas não twist com curvas sem cisalhamento. Além disto, a redução do 

cisalhamento magnético induz o surgimento de curvas do tipo meanders, i.e., curvas 

invariantes em ambos os lados da curva sem cisalhamento [40,41]. 
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4.5 Efeitos do espectro de ondas de deriva 

 

 Para analisar a influência do espectro de ondas de deriva no transporte de partículas, 

assumimos dois espectros caracterizados por pequenas modificações das amplitudes dos 

potenciais flutuantes, e calculamos a difusão radial que as partículas apresentam em ambos os 

casos [42]. Assumimos um perfil não-monotônico do campo elétrico radial e um fator de 

segurança monotônico com 𝑞 𝑎 = 4.0 na borda do plasma, descritos pelas mesmas funções 

apresentadas no Capítulo 3. 

 Os espectros que foram comparados nesta seção são mostrados na Figura 4.7. As 

amplitudes dos potenciais flutuantes no caso (a) são dadas por  𝜙𝑀𝐿𝑛=2 = 1.30 𝑉, 𝜙𝑀𝐿𝑛=3 =

0.60 𝑉 e 𝜙𝑀𝐿𝑛=4 = 0.20 𝑉, e no caso (b), 𝜙𝑀𝐿𝑛=2 = 1.45 𝑉, 𝜙𝑀𝐿𝑛=3 = 1.10 𝑉 e 𝜙𝑀𝐿𝑛=4 =

0.55 𝑉. Para ambos os casos, como não houve modificação dos perfis de equilíbrio e dos 

demais parâmetros a serem considerados, as condições de ressonância são equivalentes, como 

mostra a Figura 4.8. Também observamos uma dupla ressonância (linha tracejada da Figura 

4.8) gerada devido à escolha dos perfis de equilíbrio, conforme discutimos nas seções 

anteriores deste capítulo. 

 

 

Figura 4.7: Espectros da ondas de deriva para um modo dominante 𝑀/𝐿 com amplitudes no 

caso (a) 𝜙𝑀𝐿𝑛=2 = 1.30 𝑉, 𝜙𝑀𝐿𝑛=3 = 0.60 𝑉 e 𝜙𝑀𝐿𝑛=4 = 0.20 𝑉 e no caso (b) 𝜙𝑀𝐿𝑛=2 =

1.45 𝑉, 𝜙𝑀𝐿𝑛=3 = 1.10 𝑉 e 𝜙𝑀𝐿𝑛=4 = 0.55 𝑉. 
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Figura 4.8: Condição de ressonância para ambos os espectros apresentados na Figura 4.7. 

  

(a) 

 

(b) 

 

Figura 4.9: Mapa de Poincaré (a) para o caso de um espectro de onda de deriva dado pelo caso 

(a) e mapa de Poincaré (b) para o espectro do caso (b) da Figura 4.7. A curva sem 
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cisalhamento está destacada na cor vermelha em ambos os mapas. As condições iniciais para 

o cálculo do coeficiente de difusão estão localizadas nas grades destacadas na cor azul. 

 

Apesar da igualdade obtida pela condição de ressonância, observamos diferenças na 

topologia dos mapas de Poincaré entre os casos (a) e (b), os quais são mostrados, 

respectivamente, nas Figuras 4.9(a) e 4.9(b). Nestas seções de Poincaré, encontram-se 

destacadas (em vermelho) as curvas sem cisalhamento, as quais apresentam modificações em 

sua estrutura com as variações impostas pelos potenciais flutuantes dos espectros de ondas de 

deriva. 

 

 

 

Figura 4.10: Coeficiente de difusão radial com dependência temporal para o caso (a) e (b) das 

Figuras 4.7 e 4.9. 

 

 Para uma análise completa deste transporte de partículas, calculamos a difusão que as 

trajetórias das partículas apresentaram nestes mapas, conforme mostra a Figura 4.10. Para este 

cálculo utilizamos condições iniciais localizadas nas grades destacadas na cor azul da Figura 

4.9. Logo, observamos um aumento do transporte com o aumento das amplitudes do potencial 

flutuante que formam o espectro de ondas de deriva. 
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5 Modelo de ondas eletrostáticas coerentes  

 

 

Diversos experimentos em tokamaks indicam um amplo espectro de frequências de 

ondas de deriva para cada número de onda, sendo que estas ondas mostram-se com 

amplitudes significativas que implicam em trajetórias caóticas de partículas. Assim, 

reescrevemos neste capítulo as equações diferenciais que descrevem as trajetórias das 

partículas em equações de mapas, as quais assumem um modo espacial dominante com 

infinitas perturbações temporais (𝑛 → ∞) de mesma amplitude. 

 

5.1 Equações do mapa 

 

 Para que as equações diferenciais de ângulo e ação, respectivamente, dadas pelas 

Equações (3.1.7) e (3.1.8), estejam na forma de um mapa simplético, devemos supor uma 

função delta de Dirac para a soma dos modos temporais [20]. 

 Substituindo o potencial flutuante Eq. (3.1.5) na equação diferencial radial Eq. (3.1.2), 

obtemos 

 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −

1

𝐵𝑟

𝜕

𝜕𝜃
 𝜙𝑚𝑙𝑛  𝑐𝑜𝑠 𝑚𝜃 − 𝑙𝜑 − 𝜓0 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜔0𝑡 

𝑚 ,𝑙,𝑛

+ 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝜃 − 𝑙𝜑 − 𝜓0 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜔0𝑡   . 

(5.1.1) 

 

 Supondo, 

 

 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜔0𝑡 

+∞

𝑛=−∞

= 0   e (5.1.2) 

 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔0𝑡)

+∞

𝑛=−∞

= 2𝜋 𝛿 𝜔0𝑡 − 2𝜋𝑛 , (5.1.3) 

 

obtemos 
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𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −

2𝜋

𝐵𝑟
 𝑚 𝜙𝑚𝑙𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝑚𝜃 − 𝑙𝜑 − 𝜓0 𝛿 𝜔0𝑡 − 2𝜋𝑛 

𝑚 ,𝑙 ,𝑛

  , (5.1.4) 

 

onde neste modelo iremos considerar iterações impulsivas no tempo 𝑡 = 2𝜋𝑛/𝜔0. 

 Ao considerarmos modos espaciais dominantes e as variáveis de ângulo e ação como 

no Capítulo 4, obtemos  

 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

2𝑟

𝑎2

𝑑𝑟

𝑑𝑡
=

4𝜋

𝑎2𝐵
𝑀 𝜙𝑀𝐿𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜓 − 𝜓0  𝛿 𝜔0𝑡 − 2𝜋𝑛 

𝑛

   e    

 

(5.1.5) 

 

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

𝑣∥
𝑅𝑞(𝐼)

 𝑀 − 𝑞(𝐼)𝐿 −
𝑀𝐸𝑟

𝐵𝑎 𝐼
  , (5.1.6) 

 

integrando sobre o tempo de um impulso, obtemos 

 

𝐼 = 𝐼 +
4𝜋

𝑎2𝐵

𝑀 𝜙𝑀𝐿

𝜔0
𝑠𝑖𝑛 𝜒    ,  

 

(5.1.7) 

 

𝜒𝑁+1 = 𝜒𝑁 + 𝑅1 𝛪𝑁+1 + 𝑅2 𝛪𝑁+1    , 

 

(5.1.8) 

 

𝑅1 𝛪 =
𝑣∥ 𝛪 

𝜔0  𝑅 𝑞 𝛪 
 𝑀 − 𝐿 𝑞 𝛪     e 

 

(5.1.9) 

 

𝑅2 𝛪 = −
𝑀

𝜔0 𝑎 𝐵

𝐸𝑟 𝛪 

 𝛪
   . (5.1.10) 

 

 Para que estas equações sejam resolvidas, devemos introduzir os campos elétricos e 

magnéticos de equilíbrio. Além disto, o perfil de velocidade paralela do plasma deverá ser 

inserido neste modelo, considerando-se sua dependência experimental com a posição radial de 

confinamento [27,43,44]. Neste capítulo, estamos interessados em estudar o transporte na 

borda do plasma, onde R1 Ι ≫ R2 Ι , consequentemente, as condições de ressonância são 
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determinadas principalmente pelo fator de segurança 𝑞 𝛪  e pelo perfil da velocidade paralela 

𝑣∥ 𝛪  que se encontram em 𝑅1 𝛪 . 

 O mapa é integrável ao assumir uma amplitude de perturbação 𝜙𝑀𝐿 = 0, tornando 

todas as órbitas regulares, periódicas ou quase-periódicas para qualquer condição inicial, 

𝐼 = 𝛪0  e ∆𝜒 ≡  𝑅1(𝐼) +  𝑅2 𝛪 . Neste caso, o perfil do número de rotação 𝛺(𝐼) é constante ao 

longo das órbitas para cada condição inicial 𝛪0. Assim, cada linha invariante é horizontal no 

espaço de fases e caracterizada por um determinado número de rotação. Com a inclusão da 

onda, 𝜙𝑀𝐿  ≠ 0, temos a quebra da integrabilidade e 𝛪0 não é mais uma constante do 

movimento. Mesmo assim, podemos definir o número de rotação para as linhas invariantes 

onduladas, como 𝛺 = 𝑙𝑖𝑚𝑖→∞ 𝛥𝛹𝑖 𝑖 .  Portanto, o perfil do número de rotação será um 

parâmetro de análise dependente do valor da posição radial normalizada 𝐼 do plasma. 

 Ao considerar a perturbação de onda, o mapa descreve um espaço de fases com a 

mistura de órbitas regulares e caóticas. O transporte de partículas ocorre em qualquer posição 

em que as trajetórias são caóticas, e para estas órbitas o número de rotação não é definido. 

Neste contexto, as curvas invariantes remanescentes atuam como barreiras de transporte de 

partículas, mas podem ser destruídas com o aumento da amplitude de perturbação da onda 

[45]. Entretanto, uma linha invariante pode resistir ao aumento desta amplitude de 

perturbação se o seu número de rotação apresentar em módulo o valor máximo. Esta linha 

sem cisalhamento atua como uma barreira de transporte [32,46], limitando as trajetórias em 

diferentes regiões do espaço de fases. Logo, um aumento de maior intensidade desta 

amplitude se faz necessário para que a barreira seja destruída e o transporte seja global. 

 

5.2 Perfis de campo elétrico, magnético e de velocidade paralela 

 

 Nesta seção, assumimos um modo espacial dominante 𝑀/𝐿 = 15/6 e um um perfil 

elétrico radial não-monotônico para investigar a influência da velocidade paralela com o uso 

de diferentes configurações magnéticas, definidas pelos perfis monotônico e não-monotônico 

do fator de segurança. Para isto, combinamos perfis de velocidade paralela das partículas com 

estes perfis magnéticos. A velocidade paralela apresenta os seguintes perfis: uniforme 

positivo, uniforme negativo e não-uniforme (com cisalhamento na borda do plasma). Os 
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parâmetros e perfis utilizados são compatíveis com os perfis experimentais observados no 

tokamak TCABR (Apêndice C), e estes perfis foram escolhidos para as análises numéricas 

das ondas de deriva. 

 O perfil radial do campo elétrico não-monotônico é mostrado na Figura 5.1, dado por 

𝐸𝑟 = 3𝛼𝑟2 + 2𝛽𝑟 + 𝛾, onde os coeficientes são 𝛼 = 80.00 × 103, 𝛽 = 31.95 × 103 e 

𝛾 = 3.00 × 103. Todos os resultados desta seção são obtidos ao assumir este perfil radial 

elétrico não-monotônico, o qual é entendido como fator para o desenvolvimento da barreira 

de transporte de partículas, e permite aprisionar trajetórias caóticas na região interna da 

coluna do plasma. Os perfis do fator de segurança são mostrados na Figura 5.2, onde 

utilizamos 𝑞 𝛪 = 2.00 + 3.00 𝛪2 para o perfil monotônico, e 𝑞 𝛪 = 5.00 − 6.30 𝛪2 +

6.30 𝛪3 para o caso não-monotônico. Estes perfis são escolhidos para investigar a influência 

dos cisalhamentos elétrico e magnético. 

 

 

 

Figura 5.1: Perfil radial não-monotônico do campo elétrico. 
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Figura 5.2: Perfis radiais monotônico (linha sólida) e não-monotônico (linha-tracejada) do 

fator de segurança. 

 

 

 

Figura 5.3: Perfis uniforme positivo (linha sólida verde), uniforme negativo (linha sólida 

vermelha) e não-uniforme (linha tracejada azul) da velocidade paralela. 

 

 As simulações são realizadas com o uso das velocidades 𝑣∥ = 2.5 𝑘𝑚 𝑠 , 𝑣∥ =

−2.5 𝑘𝑚 𝑠  e 𝑣∥ 𝛪 = 2.5 𝑡𝑎𝑛ℎ(10.0 𝛪 − 9.6) [𝑘𝑚/𝑠] no caso do perfil com cisalhamento, o 

qual é caracterizado por um gradiente na borda do plasma, veja a Figura 5.3. Nestas 



43 

 

 

simulações assumimos a menor frequência angular do espectro de potência na borda do 

plasma como 𝜔0 = 6 × 104 𝑟𝑎𝑑/𝑠 [29]. 

 Ao assumir um espectro de ondas de deriva caracterizado por infinitos modos 

temporais, e perfis de equilíbrio conforme apresentados nesta seção, observamos a presença 

de infinitas perturbações na região caótica do plasma. Tratam-se de perturbações provenientes 

dos infinitos impulsos ao considerar uma função delta de Dirac nas equações do modelo, as 

quais são iteradas para a obtenção dos mapas simpléticos. Para uma breve análise destas 

infinitas perturbações geradas pelo espectro, consideramos um perfil não-monotônico de 

campo elétrico radial e um perfil não-monotônico do fator de segurança, com o uso de uma 

velocidade paralela uniforme 𝑣∥ = 2.5 𝑘𝑚/𝑠. 

 

(a)  (b) 

 

Figura 5.4: Mapa simplético (a) para um potencial flutuante 𝜙𝑀𝐿 = 0.65 𝑉 e (b) o mesmo 

mapa ampliado na borda do plasma.  

 

 Na Figura 5.4(a), apresentamos um mapa simplético obtido pela iteração das Eqs. 

(5.1.7) - (5.1.10) para diversas condições iniciais [42]. Logo, este mapa simplético apresenta 

uma estrutura topológica similar àquelas obtidas pelo modelo dado pela integração numérica 

das equações diferenciais (Capítulo 4). Entretanto, por este mapa simplético apresentar 

infinitos modos temporais na borda do plasma, espera-se identificar infinitas perturbações 

nesta região radial, como mostra claramente a Figura 5.4(b). Para uma análise completa da 

influência dos diversos perfis de equilíbrio, assim como da velocidade paralela, no transporte 
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de partículas na borda do plasma, apresentamos no próximo capítulo o efeito isolado destas 

variáveis que devem ser assumidas nas equações de mapa. 
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6 Resultados do modelo de ondas eletrostáticas coerentes 

  

 

 Investigamos a trajetória das partículas sob a influência dos perfis de velocidade 

paralela e dos perfis do fator de segurança. Para isto, calculamos numericamente o perfil do 

número de rotação, o qual é definido por 𝛺 = 𝑙𝑖𝑚𝑖→∞ 𝛥𝛹𝑖 𝑖 . As órbitas periódicas destas 

trajetórias são localizadas ao redor das posições radiais onde o número de rotação assume 

valores inteiros e a curva sem cisalhamento é localizada nos pontos de mínimos e máximos 

dos perfis do número de rotação. 

 

6.1 Mapas de Poincaré com perfil de fator de segurança monotônico 

para diferentes perfis de velocidade paralela 

 

 Obtivemos os mapas de Poincaré com o uso dos perfis de velocidade paralela (Figura 

5.3), do perfil não-monotônico de campo elétrico (Figura 5.1) e  do perfil monotônico do fator 

de segurança (Figura 5.2). Para cada perfil de velocidade, apresentamos o conjunto de órbitas 

no espaço de fases e os perfis do número de rotação. As órbitas periódicas são observadas ao 

redor da posição radial onde o número de rotação assume valores racionais e a curva sem 

cisalhamento é localizada na posição radial onde ocorre o máximo ou o mínimo do perfil do 

número de rotação. 

 Na Figura 6.1 apresentamos as seções de Poincaré ao considerar uma amplitude do 

potencial flutuante de 𝜙𝑀𝐿 = 250 𝑚𝑉. Para o perfil positivo uniforme de velocidade paralela, 

observamos a condição de ressonância ao redor de 𝐼 = 0.5 e trajetórias caóticas de partículas 

em 𝐼 > 0.8, como mostra a Figura 6.1(a). Para um perfil negativo uniforme de velocidade 

paralela, observamos que as posições radiais dos pontos fixos elípticos são substituídas pelos 

pontos hiperbólicos, conforme mostrado na Figura 6.1(b). O mapa simplético para o caso do 

perfil de velocidade paralela não-uniforme é apresentado na Figura 6.1(c), no qual 

observamos que as ilhas mais internas da coluna de plasma, aproximadamente em 𝐼 = 0.5, 

são similares às obtidas na Figura 6.1(b). Entretanto, observamos estruturas periódicas 
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contornadas por trajetórias caóticas, onde o ponto elíptico está localizado em 𝛹/2𝜋 ≈ 0, tal 

como é visto na Figura 6.1(a). 

 

(a) (b) 

 

 (c) 

 

Figura 6.1: Mapas de Poincaré ao considerar a amplitude do potencial flutuante 𝜙𝑀𝐿 =

250 𝑚𝑉 e perfis de velocidade paralela positivo uniforme (a), negativo uniforme (b) e não-

uniforme (c), correspondentes aos perfis da Figura 5.3. A curva sem cisalhamento está 

destacadas na cor vermelha em (c). Para estes mapas utilizamos o perfil de fator de segurança 

monotônico, correspondente ao da Figura 5.2. 
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 Apresentamos na Figura 6.2 os perfis do número de rotação de acordo com as seções 

de Poincaré apresentadas na Figura 6.1. Para que os resultados sejam comparados, o número 

de rotação também foi obtido para uma amplitude de perturbação de onda nula, assumindo 

uma condição inicial em 𝛹/2𝜋 = 0. Na Figura 6.2(a) obtemos valores negativos para o 

número de rotação devido às mudanças implícitas em 𝛥𝛹 de valores positivos para negativos. 

Assim, alterando o sinal da velocidade paralela 𝑣∥, modificamos a variação da helicidade 

(rotação do plasma).  

 

(a) (b) 

(c) 

 

Figura 6.2: Perfis do número de rotação calculado para a posição angular 𝛹/2𝜋 = 0 

utilizando perfis de velocidade paralela positiva uniforme (a), negativa uniforme (b) e não-

uniforme (c). Para estes cálculos foram utilizados os mesmos parâmetros dos mapas da Figura 

6.1. 
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 Note na Figura 6.1(a) a ilha próxima à 𝐼 = 0.5, a qual corresponde à condição de 

ressonância com o número de rotação nulo. Quando alteramos o sinal de 𝑣∥ na Figura 6.2(b), 

obtemos uma mudança do ponto elíptico para um hiperbólico, localizado ao redor de 𝐼 = 0.5. 

Para 𝑑𝛺/𝑑𝐼 ≈ 0 na Figura 6.2(c), observamos a posição radial correspondente à curva sem 

cisalhamento, a qual é destacada na cor vermelha na Figura 6.1(c). Portanto, o valor máximo 

do perfil do número de rotação para o perfil de velocidade não-uniforme é obtido em 𝐼 ≈

0.86. Através deste procedimento, determinamos a curva sem cisalhamento no mapa da 

Figura 6.1(c) para uma condição inicial (𝐼 = 0.86, 𝛹/2𝜋 = 0). 

 

6.2 Mapas de Poincaré com perfil de fator de segurança não-monotônico 

para diferentes perfis de velocidade paralela 

 

 Para complementar a Seção 6.1, investigamos os efeitos do perfil de velocidade 

paralela sobre o transporte de partículas ao assumir um perfil do fator de segurança não-

monotônico, mostrado na Figura 5.2. Para um perfil positivo uniforme de velocidade paralela, 

observamos na Figura 6.3(a) uma dupla ressonância localizada em 𝐼 ≈ 0.7 e as trajetórias 

caóticas das partículas ocorrem para 𝐼 > 0.9. Como discutido na Seção 6.1, a mudança entre 

os perfis uniformes de velocidade paralela (positivo e negativo) implicam no deslocamento da 

posição do ponto elíptico para o ponto hiperbólico, observado através da Figura 6.3(b). No 

caso do perfil de velocidade paralela não-uniforme, obtivemos um mapa simplético 

caracterizado por ambas regiões radiais das Figuras 6.3(a) e 6.3(b), mas com uma evidência 

de uma bifurcação sela-nó na borda do plasma [34], conforme mostrado na Figura 6.3(c). 

 As estruturas periódicas obtidas nestes mapas podem ser explicadas através do perfil 

do número de rotação mostrados na Figura 6.4. Através destes perfis, observamos ilhas 

gêmeas causadas pela ressonância com um valor racional do número de rotação 𝛺. Ao 

comparar a posição da linha sem cisalhamento com as ilhas gêmeas nas Figuras 6.4(a) e 

6.4(b), identificamos a ocorrência de uma bifurcação envolvendo a reconexão das ilhas [47]. 

Entretanto, na Figura 6.4(c) observamos uma ressonância de diferente topologia, a qual será 

discutida adiante. 
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(a) (b) 

 

(c) 

 

Figura 6.3: Mapas de Poincaré ao considerar a amplitude do potencial flutuante 𝜙𝑀𝐿 =

250 𝑚𝑉 e perfis de velocidade paralela positivo uniforme (a), negativo uniforme (b) e não-

uniforme (c), correspondentes aos perfis da Figura 5.3. As curvas sem cisalhamento estão 

destacadas na cor vermelha em (a), (b) e (c). Para estes mapas utilizamos o perfil não-

monotônico do fator de segurança, correspondente ao da Figura 5.2. 
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(a) (b) 

 

(c) 

 

Figura 6.4: Perfis do número de rotação calculado para a posição angular 𝛹/2𝜋 = 0 

utilizando perfis de velocidade paralela positiva uniforme (a), negativa uniforme (b) e não-

uniforme (c). Para estes cálculos foram utilizados os mesmos parâmetros citados nos mapas 

da Figura 6.3. 

 

  

 



51 

 

 

 O caso do mapa simplético para uma velocidade paralela não-uniforme e um perfil do 

fator de segurança não-monotônico é discutido com mais detalhes devido à formação da 

bifurcação do tipo sela-nó. Na Figura 6.5, apresentamos os mapas de Poincaré para uma 

velocidade paralela não-uniforme com o uso de amplitudes de potencial flutuante de 1 𝑚𝑉, 

20 𝑚𝑉, 65 𝑚𝑉 e 100 𝑚𝑉. As curvas invariantes sem cisalhamento são destacadas nestes 

mapas com o uso das mesmas cores utilizadas nos pontos de máximos e mínimos dos perfis 

do número de rotação apresentados na Figura 6.6. 

 Inicialmente, observe que as Figuras 6.6(a)-6.6(c) apresentam duas curvas sem 

cisalhamento, enquanto a Figura 6.6(d) apenas uma curva. Com o aumento da amplitude de 

perturbação as ilhas gêmeas mostram-se em uma bifurcação sela-nó, na qual a curva sem 

cisalhamento é deslocada da posição radial, mostrada na Figura 6.6(a). Para uma amplitude do 

potencial elétrico 𝜙𝑀𝐿 = 20 𝑚𝑉, as ilhas gêmeas em 𝐼 ≈ 0.8 apresentam uma reconexão, 

conforme mostrada na Figura 6.6(b). Logo, as curvas sem cisalhamento se aproximam uma da 

outra com o aumento da amplitude de perturbação, Figura 6.6(c). As ilhas gêmeas também se 

aproximam da ressonância mais interna da coluna de plasma por meio da bifurcação sela-nó, 

na qual os pontos elípticos e hiperbólicos estão alinhados e compartilham a mesma estrutura 

periódica, conforme mostrado na Figura 6.6(d).  

 O deslocamento da curva sem cisalhamento com o aumento do potencial elétrico é 

explicado através dos máximos e mínimos do perfil do número de rotação mostrado na Figura 

6.4. Para que seja comparado, note que na Figura 6.4(a) apresentamos o perfil do número de 

rotação para uma modo nulo da amplitude, onde obtemos dois pontos sem cisalhamento 

devido aos perfis não-monotônicos de equilíbrio, como esperado em 𝑅1(𝐼) na expressão dada 

pela Eq. (5.1.9). 

 Quando a amplitude é aumentada para um valor igual a 𝜙𝑀𝐿 = 300 𝑚𝑉 ou maior, 

parte das curvas invariantes são destruídas e a bifurcação sela-nó é cercada por trajetórias 

caóticas de partículas, conforme vemos na Figura 6.7(a). Entretanto, a curva sem 

cisalhamento (destacada em vermelho na Figura 6.7(a)) pode ainda ser encontrada através do 

mínimo do perfil do número de rotação, mostrado na Figura 6.7(b). 
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(a) (b)  

 

(c) (d) 

 

Figura 6.5: Mapas de Poincaré ao considerar as amplitudes do potencial flutuante  𝜙𝑀𝐿 =

1 𝑚𝑉 (a), 𝜙𝑀𝐿 = 20 𝑚𝑉 (b), 𝜙𝑀𝐿 = 65 𝑚𝑉 (c) e 𝜙𝑀𝐿 = 100 𝑚𝑉 (d) e o perfil de velocidade 

paralela não-uniforme. As curvas sem cisalhamento estão destacadas na mesma cor dos 

pontos de máximo e mínimo do perfil do número de rotação apresentados na Figura 6.6. 

Nestes mapas consideramos um perfil não-monotônico do fator de segurança (Figura 5.2). 
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Figura 6.6: Perfis do número de rotação em 𝛹/2𝜋 = 0 calculados com os mesmos parâmetros 

utilizados nos mapas da Figura 6.5. Os pontos de máximo e mínimo são destacados com as 

mesmas cores das curvas sem cisalhamento. 

 

 

 

 

 

 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 
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(a) 

 

(b) 

 

Figura 6.7: Mapa de Poincaré (a) ao considerar a amplitude do potencial flutuante  𝜙𝑀𝐿 =

300 𝑚𝑉, perfil de velocidade paralela não-uniforme e perfil não-monotônico do fator de 

segurança. A curva sem cisalhamento está destacada na cor vermelha e foi determinada pelo 

mínimo do perfil do número de rotação apresentado em (b). 
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6.3 Efeitos dos perfis de velocidade paralela sobre o transporte 

 

 Complementarmente, os mapas de ondas de deriva também foram obtidos para uma 

análise do transporte de partículas em função da amplitude do potencial flutuante e das 

posições radiais. Utilizamos uma escala de cores relativas às posições iniciais das partículas 

para avaliar como o transporte de partículas se altera com a amplitude do potencial flutuante. 

Logo, a Figura 6.8 mostra exemplos destes mapas para quatro perturbações, tendo as mesmas 

posições radiais iniciais, indicadas pela escala de cores. Como consequência da dependência 

do potencial flutuante, os pontos iniciais de mesma cor são espalhados no espaço de fases 

com o aumento da amplitude, conforme identificamos pelas Figuras 6.8(a)-6.8(d). 

 Na Figura 6.8(a), para uma baixa perturbação de 𝜙𝑀𝐿 = 1 𝑚𝑉, notamos apenas um 

transporte desprezível. Na Figura 6.8(b), um deslocamento radial de partículas é ainda 

desprezível, mas curvas invariantes são deformadas com o aumento do potencial flutuante 

𝜙𝑀𝐿 = 65 mV, i.e., as trajetórias de partículas ocupam posições radiais distantes daquelas 

observadas na Figura 6.8(a). Por outro lado, as trajetórias são caoticamente espalhadas na 

borda do plasma para 𝜙𝑀𝐿 = 300 𝑚𝑉, conforme mostradas na Figura 6.8(c). Na Figura 

6.8(d), observamos trajetórias caóticas ao redor da bifurcação sela-nó com partículas 

extremamente afastadas das posições radiais iniciais (ao comparar com a Figura 6.8(a)).  

 Estes resultados mostram um amplo deslocamento radial de partículas para muitas 

condições iniciais que ocupam distantes posições radiais, nas quais a velocidade se altera de 

acordo com o perfil radial não-uniforme de velocidade (Figura 5.3). Portanto, estes mapas 

permitem entender como o caos e o deslocamento de partículas se desenvolvem com o 

aumento da perturbação na borda da coluna do plasma. 
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(a)    (b) 

 

(c)    (d) 

 

Figura 6.8: Mapas de Poincaré ao considerar as amplitudes do potencial flutuante 𝜙𝑀𝐿 =

1 𝑚𝑉 (a), 𝜙𝑀𝐿 = 65 𝑚𝑉 (b), 𝜙𝑀𝐿 = 300 𝑚𝑉 (c) e 𝜙𝑀𝐿 = 500 𝑚𝑉 (d). A escala de cores 

nestes mapas indicam a posição radial das partículas conforme é observada em (a). 
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7 Conclusão e trabalhos futuros 

 

 

 Investigamos a influência dos perfis de equilíbrio do campo elétrico e magnético no 

transporte de partículas na borda do plasma. Para este estudo desenvolvemos um modelo 

quase integrável que descreve o transporte de partículas perturbado por ondas de deriva em 

tokamaks de alta razão de aspecto. Realizamos simulações numéricas por integração das 

equações canônicas que descrevem o movimento das partículas ao considerar um fluxo total 

formado pelo cisalhamento de equilíbrio e de modos ressonantes de ondas de deriva. 

Assumimos o campo elétrico formado por uma componente radial de equilíbrio e outra parte 

flutuante. Consideramos diferentes perfis para o campo elétrico radial de equilíbrio sem 

desprezar os efeitos devido à configuração magnética sobre o transporte de partículas.  

Consequentemente, estudamos a dependência do transporte de partículas com o cisalhamento 

do campo elétrico e magnético. 

 As análises foram realizadas através de mapas de Poincaré, e as trajetórias caóticas das 

partículas foram comparadas entre campos elétricos uniforme, monotônico e não-monotônico 

e configurações magnéticas com diferentes cisalhamentos na borda do plasma. Além disto, 

calculamos o transporte radial para os diferentes perfis de campo elétrico. Mostramos que o 

transporte de partículas na borda do plasma pode ser reduzido ao modificar apropriadamente 

os perfis de cisalhamento elétrico e magnético. Com o uso do perfil não-monotônico do 

campo elétrico radial, observamos que as barreiras de transporte não twist encontram-se 

deslocadas do ponto onde o cisalhamento é nulo devido à presença do cisalhamento 

magnético. A curva sem cisalhamento no mapa de Poincaré foi identificada através dos 

valores extremos do perfil do número de rotação de curvas invariantes. Estas barreiras são 

robustas e persistem sob variações do cisalhamento magnético dos atuais tokamaks. 

 Posteriormente, investigamos como o transporte de partículas aumenta com a 

amplitude do potencial elétrico e a influencia da velocidade paralela sobre as trajetórias destas 

partículas. Para analisar estas dependências, combinamos a influência do perfil de campo 

magnético com os perfis da velocidade paralela. Realizamos as simulações numéricas do 

movimento de partículas através de mapas simpléticos, obtidos por iterações impulsivas no 
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tempo, para um fluxo total formado por uma parte do equilíbrio com cisalhamento e outra 

parte caracterizada por flutuações do potencial elétrico para um modo espacial dominante.  

 Observamos nos mapas simpléticos a formação de barreiras robustas de partículas que 

persistem para diversos modos da amplitude de potencial e são provenientes das 

configurações elétricas e magnéticas do plasma. Através do perfil do número de rotação e o 

uso de um perfil de velocidade não-uniforme, localizamos estas barreiras robustas na região 

radial de ressonância entre as ilhas gêmeas. Comparando os mapas de Poincaré, também 

concluímos que ao introduzir um perfil de velocidade com cisalhamento o transporte de 

partículas é modificado onde condições específicas de ressonância tornam-se relevantes, nas 

quais as trajetórias das partículas poderiam ser aprisionadas na borda do plasma, tornando o 

confinamento do plasma mais efetivo. Estas ressonâncias também são responsáveis pelo 

aparecimento da bifurcação sela-nó, com a qual a barreira de transporte apresenta um 

deslocamento com o aumento da amplitude de perturbação que se difere dos demais casos de 

velocidades uniformes. 

 Sugerimos como trabalhos futuros os seguintes estudos com o uso do modelo de ondas 

de derivas apresentados nesta tese: 

- Estudar do transporte de partículas submetido à perturbação de modos espaciais dominantes 

e secundários com pequenas amplitudes; 

- Considerar a dependência que a velocidade paralela apresenta com a temperatura de prótons 

e elétrons para o estudo de instabilidades que se desenvolvem na borda do plasma; 

- Aplicar o modelo de ondas de deriva para condições específicas e perfis de equilíbrio a 

serem utilizados no tokamak ITER; 

- Analisar a influência de perturbações externas ao plasma sobre o transporte de partículas ao 

considerar as ondas de derivas do tipo 𝑬 × 𝑩. 
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Apêndice A – Modos espaciais secundários 

 

 

 Neste Apêndice, apresentamos o modelo cinético de ondas de deriva para um modo 

espacial dominante, sob o efeito de modos espaciais secundários de pequena amplitude 

eletrostática. Trata-se de uma generalização do modelo estudado através da somatória dos 

modos espaciais e temporais na equação diferencial para a variável de ação,  

 

𝑑𝛪

𝑑𝑡
=

2

𝐵𝑎2
[𝜙𝑚𝑙𝑛 ∙ 𝑚 ∙ 𝑠𝑒𝑛 𝜓 − 𝑛𝜔0𝑡 − 𝜓0   

+𝜙𝑚 ′ 𝑙′ 𝑛 ∙ 𝑚
′ ∙ 𝑠𝑒𝑛 𝜓′ − 𝑛𝜔0𝑡 − 𝜓0 ] , 

(A.1) 

 

onde assumimos um único modo temporal 𝑛 e uma nova variável de ângulo 𝜓′ = 𝑚′𝜃 − 𝑙′𝜑. 

Logo, uma específica variável de ângulo 𝜓′  é dada por determinados valores de modos 

poloidal 𝑚′  e toroidal 𝑙′ . 

 As equações diferenciais que determinam as variáveis de ângulo são escritas para cada 

conjunto de modos espaciais, 

 

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

𝑣∥
𝑅𝑞(𝐼)

 𝑚 − 𝑞(𝐼)𝑙 −
𝑚𝐸𝑟

𝐵𝑎 𝐼
  e  

 

(A.2) 

 

𝑑𝜓′

𝑑𝑡
=

𝑣∥
𝑅𝑞(𝐼)

 𝑚′ − 𝑞(𝐼)𝑙′ −
𝑚′𝐸𝑟

𝐵𝑎 𝐼
 . (A.3) 

 

 Assim, podemos assumir analiticamente uma nova variável de ângulo total 𝛹 = 𝜓 +

𝜓′ , correspondente a soma dos modos, com a qual obtemos 
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𝑑𝛹

𝑑𝑡
=

𝑣∥
𝑅𝑞(𝐼)

  𝑚 + 𝑚′ − 𝑞(𝐼) 𝑙 + 𝑙′  −
 𝑚 + 𝑚′ 𝐸𝑟

𝐵𝑎 𝐼
  . (A.4) 

 

 Também podemos expandir o modelo de dois modos espaciais ao adicionarmos um 

segundo modo temporal, resultando em uma equação diferencial para a variável de ação 

formada pela somatória de quatro termos, 

 

𝑑𝛪

𝑑𝑡
=

2

𝐵𝑎2
[ 𝜙𝑚𝑙𝑛 ∙ 𝑚 ∙ 𝑠𝑒𝑛 𝜓 − 𝑛𝜔0𝑡 − 𝜓0  

  +𝜙𝑚 ′ 𝑙′ 𝑛 ∙ 𝑚
′ ∙ 𝑠𝑒𝑛 𝜓′ − 𝑛𝜔0𝑡 − 𝜓0  

+𝜙𝑚𝑙 𝑛 ′ ∙ 𝑚 ∙ 𝑠𝑒𝑛 𝜓 − 𝑛′𝜔0𝑡 − 𝜓0   

       +𝜙𝑚 ′ 𝑙′ 𝑛 ′ ∙ 𝑚
′ ∙ 𝑠𝑒𝑛 𝜓′ − 𝑛′𝜔0𝑡 − 𝜓0  ] , 

(A.5) 

 

onde  𝑛′  corresponde ao novo modo temporal de perturbação. As equações diferencias para a 

variáveis de ângulo permanecem as mesmas do caso anterior, onde consideramos um único 

modo temporal. Portanto, estas são as equações que descrevem o transporte de partículas ao 

considerar o caso de dois modos espaciais sob a perturbação de um ou dois modos temporais. 
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Apêndice B – Espectro de potências 

 

 

Determinamos o valor da menor frequência angular através do espectro de potências 

𝑆(𝑘, 𝑓) em função do número de onda e da frequência espectral da Ref. [30]. Optamos por 

valores de frequências correspondentes às intensidades destacadas pela cor vermelha no 

espectro de potências apresentado na Figura B.1. Estes dados experimentais foram obtidos 

através de sondas eletrostáticas posicionadas na borda do plasma na posição radial 𝑟 = 18 𝑐𝑚 

na descarga de número 17682 do tokamak TCABR. 

 

 

Figura B.1: Espectro de potências coletados por sonda eletrostática em 𝑟 = 18 𝑐𝑚 [30]. A 

intensidade do espectro é maior na cor vermelha e decresce para as de tom azul. 
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Apêndice C – Velocidade de rotação do plasma 

 

 

 O perfil de velocidade paralela não-uniforme do plasma foi escolhido através da 

ordem de grandeza e inversões de sinais da velocidade toroidal observadas por medidas 

experimentais na borda do plasma no tokamak TCABR de acordo com a Ref. [27]. Esta 

medida experimental de velocidade de rotação do plasma é mostrada na Figura C.1.  

 

 
 

Figura C.1: Perfil da velocidade toroidal [27] utilizado como referência na determinação da 

equação do perfil de velocidade paralela nas equações de mapas do modelo teórico. 
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Apêndice D – Artigos resultantes desta tese 
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D.1 – Influence of the electric and magnetic shears on tokamak transport 
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D.2 – Particle transport induced by electrostatic wave flutuations 
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D.3 – Drift-wave transport in the velocity shear layer 

 

 

Artigo submetido para publicação na revista Physics of Plasmas em 29 de Maio de 2016 e 

aceito para publicação em 16 de Junho de 2016. 

Previsão de publicação informada pelo editor da revista Physics of Plasmas: Julho de 2016. 

Resposta do editor: 

Dear Dr. Roberto,  

I am very pleased to inform you that your manuscript, referenced below, has been accepted 

for publication in Physics of Plasmas, and is tentatively scheduled for publication in the July 
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"Drift-wave transport in the velocity shear layer"   
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Dr. Michael E. Mauel  

Editor  

Physics of Plasmas  

Columbia University  

Department of Applied Physics and Applied Mathematics  

500 West 120th Street  

New York, NY 10027, USA  

Telephone: 516-576-2347 
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D.4 – Dynamical effects in confined plasma turbulence 
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