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Ao corpo docente e equipe do Programa de Pós-Graduação em F́ısica, por todo co-
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“The important thing is not to stop questioning. One cannot
help but be in awe when one contemplates the mysteries
of eternity, of life, of the marvelous structure of reality.”

— Albert Einstein



Resumo

Em virtude do comportamento contraintuitivo da gravidade, que como força atrativa de-

veria frear a expansão do Universo, ao tomarmos como referência o atual Modelo Cosmo-

lógico Padrão, nos deparamos com a necessária imposição de que ∼ 95% do que constitui

o Universo seja formado por entes exóticos (matéria e energia escura). Contudo, desde que

se somou esse problemático cenário ao caso da Relatividade Geral não ser a teoria final

da gravitação, vários modelos alternativos de gravidade vêm sendo propostos de modo

a explicar tais aspectos inconsonantes. Na presente dissertação de mestrado, motivada

por esse contexto, a expansão acelerada do Universo fora atacada a partir da teoria de

gravidade f(R,Lm), inicialmente proposta pelos Drs. Tiberiu Harko e Francisco S. N.

Lobo, sendo uma ampla generalização da ação de Einstein-Hilbert, a qual mediante a

uma forma funcional espećıfica que admite o acoplamento não-mı́nimo entre geometria e

matéria, permitiu o desenvolvimento de um novo modelo cosmológico, tendo-se em vista

a investigação de seus respectivos parâmetros ligados a estrutura dinâmica do Universo.

Diante à análise dos resultados fornecidos por nosso modelo, decorrente a posśıvel restri-

ção dos parâmetros ζ, ϕ e σ (e sem a necessidade de assumir o “setor escuro”), nota-se

uma relevante consonância com as predições já estabelecidas na literatura, referentes aos

distintos peŕıodos que o Universo evolui.



Abstract

Because of the counterintuitive behavior of gravity, which as an attractive force should

stop the expansion of the Universe, when taking as reference the current Standard Cosmo-

logical Model, we are faced with the necessary imposition that ∼ 95% of what constitutes

the Universe is formed by exotic beings (dark matter and energy). However, since this

problematic scenario was added to the case that General Relativity is not the final theory

of gravitation, several alternative models of gravity have been proposed in order to explain

such inconsistent aspects. In the present master’s thesis, motivated by this context, the

accelerated expansion of the Universe was attacked from the f(R,Lm) gravity theory, ini-

tially proposed by Drs. Tiberiu Harko and Francisco SN Lobo, being a wide generalization

of the Einstein-Hilbert action, which through a particular functional form that admits the

non-minimum coupling between geometry and matter, allowed the development of a new

cosmological model, and in order to investigate their associated parameters the dynamic

structure of the Universe. In view of the analysis of the results provided by our model,

due to the possible restriction of the parameters ζ, ϕ and σ (and without the need to

assume the “ dark sector ”), there is a relevant consonance with the predictions already

established in the literature, referring to the different periods that the Universe evolves.
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1 Introdução

É fácil percebermos como a Cosmologia e suas conexões sempre estiveram presentes

ao homem, viajando da primitividade babilônica, seguida dos gregos anexados de centra-

lismo e imutabilidade, passando pela idade média tomada de perfeccionismo em verdades

absolutas, chegando aos dias atuais com imagens de campo profundo do telescópio Hubble

(BORLAF, 2019), detecção de ondas gravitacionais (ABBOTT, 2016b) e a primeira foto

de um buraco negro (AKIYAMA, 2019).

Dentre todos os acontecimentos históricos suprimidos, façamos menção à notável con-

jectura batizada por Imannuel Kant (1724-1804), os Universos-Ilha. Racioćınio que

tornou-se concluso na década de 1920, através de um dos trabalhos do astrônomo Edwin

Hubble. Nesse mesmo peŕıodo, Hubble, utilizando o método das Cefeidas (HUBBLE,

1929), realizou outro importante estudo sobre as distâncias no Universo, estudo que aca-

bou trazendo antagonismo a um pensamento comum à época ao revelar que o Universo

estava em expansão.

Para prosseguir, é adequado lembrarmos que o Universo em larga escala é o objeto

de estudo da Cosmologia, área que tem como estrutura de seu atual modelo padrão e

responsável por descrever às fases pelas quais o Universo passou, a teoria da Relatividade

Geral (RG) (EINSTEIN, 1915a). Destaca-se ainda que, em 1917, quase seguida de sua

publicação, a RG e principio cosmológico, foram já pela primeira vez tomados como base

para construção de um modelo de universo (EINSTEIN, 1917), dando origem à cosmologia

moderna.

Embora o trabalho desenvolvido por Albert Einstein tenha iniciado uma nova fase da

cosmologia, vale ressaltarmos que derivado da falta de dados observacionais na época, o

referido comentário (subjacente) anterior sobre a inicial e sedimentada ideia de Universo

estático estabeleceu desacordo com o dinâmico resultado descrito pelas equações de campo

de sua primeira solução cosmológica. Fato este, que fez com que ele tivesse de somar um

termo às suas equações, para então, assim, obter um regime estacionário descrevendo o

Universo.

Hoje sabemos que mais tarde Einstein ao tomar conhecimento de que o Universo era

de fato dinâmico e estava em expansão, viria a dizer que aderir à famigerada constante
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cosmológica (Λ) teria sido o maior erro de sua vida.

No decorrer do século seguinte, tivemos vários aperfeiçoamentos de cunho teórico

mediados pelo avanço tecnológico. Omitindo vários esforços, essa evolução foi sintetizada

por meio da métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) junto da RG no atualmente

mais aceito, Modelo Cosmológico Padrão (MCP), também conhecido como Λ-cold dark

matter model1 (ΛCDM) (RYDEN, 2003; HINSHAW, 2013).

Contudo, cabe-nos esclarecer que, apesar de sua boa concordância aos observáveis, o

modelo ΛCDM abriga um dos maiores mistérios da f́ısica atual, a recente descoberta da

expansão acelerada (EA) (RIESS, 1998; PERLMUTTER, 1999). Posto isto, explanemos

que o termo destacado acima, trouxera referência a imposição de assumir que o Universo

na perspectiva da RG, é composto de ∼ 68, 5% de energia escura (EΛ), ∼ 26, 6% de

matéria escura (ME) e apenas os restantes ∼ 4, 9% de matéria bariônica (Mb) (a qual

conhecemos). Assim sendo, ∼ 95, 1% da composição do atual Universo diz respeito a

componentes exóticos que não podemos dizer nada além de sua suposta correção dinâmico-

gravitacional (LIDDLE, 2015).

Ante a este cenário, a EA obtém “respaldo” ao recuperar a presença de Λ atribúıda

de novo significado nas equações de campo da RG, passando a ser interpretada como a

densidade de energia quântica do vácuo, permitindo o então efeito repulsivo esperado ao

incorporar uma equação de estado (EdE) com parâmetro wΛ = −1. Todavia, embora

ajustado o modelo, quando comparados o valor esperado da constante via F́ısica de Par-

t́ıculas (WEINBERG, 1989), com o necessário para ajustar os dados observacionais de

supernovas do tipo Ia (SNIa) e a radiação cósmica de fundo em micro-ondas (RCFM)

(HINSHAW, 2013), encontramos um valor que difere em ∼ 120 ordens de magnitude.

Apesar de tal inconsonância já ser o bastante para deixar os f́ısicos teóricos desconten-

tes, resta-nos ainda “observar” à ME. Nomeada assim por não ser observada no espectro

eletromagnético, a promitente matéria escura fria (não-relativ́ıstica), é suportada através

de evidências indiretas de sua existência, por exemplo, as lentes gravitacionais e o me-

canismo (poço potencial) responsável pela formação das grandes estruturas no ińıcio do

Universo. Além destes, devemos acentuar o fruto da investigação de alguns importantes

nomes da f́ısica, dentre eles, James Jeans, Fritz Zwicky e destacado por último, Vera

Rubin, astrônoma estadunidense que desenvolveu trabalhos cruciais ao tentar descrever,

através da gravitação newtoniana, o comportamento das velocidades orbitais de estrelas

ao redor de galáxias espirais. Pesquisa à qual estabeleceu haver ∼ 10 vezes a mais do

valor de massa luminosa presente nas galáxias há justificar seus resultados (RUBIN, 1977;

RUBIN, 1978). Estudos recentes (BOVY, 2012; KARUKES, 2020) têm demonstrado que

∼ 93% da massa total da Via-Láctea, cerca de ∼ 8 x 1011M�, deve estar sob a forma de

1Em português, Matéria Escura Fria; e a constante Λ é associada a Energia Escura.
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tal componente material desconhecida.

Contudo, mesmo com os relatos supramencionados fomentando sua existência, den-

tre os crescentes e notáveis esforços realizados para fazer sua detecção (AKERIB, 2014;

ACKERMANN, 2015), nenhuma part́ıcula associada a ela foi encontrada até hoje.

Tomando todo esse contexto frente à consistência de uma teoria de evolução do Uni-

verso, fica claro a importância da relação entre observações astronômicas, a F́ısica de

Part́ıculas e teoria gravitacional para o aperfeiçoamento de um modelo cosmológico que

permita a descrição de todas as diferentes eras do Universo. Sendo assim, é adequado

frisar que embora a gênese da cosmologia moderna esteja ligada a RG (teoria padrão),

caso esta não seja a teoria final da gravitação, outra mais completa poderia vir a prever

os resultados do setor escuro no MCP, naturalmente, através de termos extras em suas

equações de campo.

Note-se que, respaldado pela extrema e atual relevância de não termos uma descrição

quântica que contemple às quatro interações da natureza, o que pode tornar pasśıvel a

solução de outras grandes questões como a singularidade inicial e o interior de buracos

negros, este também pode ser o caminho para uma unificação entre a gravidade e a mecâ-

nica quântica, haja vista que a abordagem geral para criação de uma teoria de gravidade

quântica (KISAK, 2016; ROVELLI; VIDOTTO, 2015) visa elegantemente considerar uma

teoria mais simples e abrangente, como idealizado por teorias alternativas de gravidade.

Existe atualmente na literatura uma diversidade de teorias que estendem a RG, so-

mando à ação de Einstein-Hilbert termos extras concernentes a correções em seu domı́nio

geométrico e/ou material. Dentre essas, citemos alguns importantes modelos: As teorias

f(R) (SOTIRIOU; FARAONI, 2010) compostas por um funcional2 competente pelo se-

tor gravitacional/geométrico definido como uma função genérica não-linear do escalar de

Ricci R (que será definido no caṕıtulo seguinte), onde além de serem encontrados traba-

lhos pertinentes ao âmbito cosmológico (NOJIRI; ODINTSOV, 2006) ligados a tal teoria,

é posśıvel ver também sua aplicabilidade em questões como as curvas de rotação de galá-

xias (CAPOZZIELLO S.; CARDONE; TROISI, 2007; MARTINS; SALUCCI, 2007), que

mostram razoável eficiência em seus modelos ao tornar desnecessária a adesão à ME para

respaldar os atuais observáveis.

Por conseguinte, vale destacar que além de teorias que flexibilizam condições con-

ceituais, como o caso da f(T )3 (LINDER, 2010) e a associação de modelos à teoria de

Einstein-Cartan (PEREIRA, 2019), dispondo como referência o campo Inflaton, responsá-

vel pela efêmera e vital fase de inflação descrita no modelo do Big-Bang (um claro exemplo

de como os campos escalares na f́ısica (FARAONI, 2004) são relevantes), temos e expomos

2Forma espećıfica para função que compõe à ação.
3Sendo T o escalar de torção derivado da parte anti-simétrica da conexão afim, postulado como nulo

na RG.
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as teorias que concernem às modificações no setor de fonte4 gravitacional, visto que em

vários dos casos elas são associadas a uma nova relação permitida pela aquiescência de um

campo escalar φ, como no exemplo/parônimo modelo da Quintessência (TSUJIKAWA,

2013).

E, finalmente, as teorias que sugerem o acoplamento entre matéria e geometria dado

por uma única função, sendo nosso exemplo retratado pelas teorias f(R, T ) (HARKO,

2011), onde tais contemplam uma função geral dos termos, R (já mencionado) e T , o

traço do tensor de energia-momento. Junto ao emprego dessa teoria podemos encontrar

na literatura, significativos resultados em modelos extra-dimensionais (MORAES, 2014)

sendo compat́ıveis com o MCP, destacando que as modificações ligadas a T são geral-

mente interpretadas como posśıveis imperfeições no fluido ou efeitos quânticos; também

podemos ver sua aplicação, tanto para a verificação de soluções f́ısicas e a estabilidade

geométrica de buracos de minhoca (MORAES P.; CORREA; LOBATO, 2017) (MORAES

P.; DE PAULA; CORREA, 2019), quanto sobre resultados pertinentes à sua existência

e condições de energia (YOUSAF, 2018). Outrossim, pode-se encontrar o tratamento

do equiĺıbrio hidrostático de objetos relativ́ısticos compactos como estrelas de nêutrons

(MORAES P.; ARBANIL; MALHEIRO, 2016).

No entanto, é preciso manifestar que devemos ser criteriosos ao escolher não somente

a teoria, mas também sua forma funcional espećıfica, bem como fica demonstrado pelos

trabalhos (BOHMER C.G.; HARKO; LOBO, 2008; NAIK, 2018) e (MUBASHER J.; MO-

MENI; MYRZAKULOV, 2012), os quais estabelecem restrições a um grande número de

funções para as teorias f(R) e f(R, T ), respectivamente; ademais se vê discutido através

de (NOUREEN, 2015; YOUSAF, 2016), que a medida em que a complexidade da matéria

com as tensões anisotrópicas crescem, fatores de heterogeneidade no fluido acentuam-se.

Diante do exposto, nesta dissertação de mestrado, dentre os presentes problemas e

mistérios observacionais da cosmologia, atacaremos particularmente o problema da EΛ

a partir de teorias de gravidade com acoplamento não-mı́nimo entre geometria e ma-

téria (AGM). Especificamente, nosso enfoque será dado à teoria de gravidade f(R,Lm)

(HARKO; LOBO, 2010), que será apresentada a seguir, sendo Lm a densidade lagrangeana

de matéria.

A presente dissertação está organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 é feito uma

objetiva revisão sobre os principais aspectos conceituais tratados e conduzidos para o de-

senvolvimento e a formação da RG, em vista de seu importante ferramental pertinente ao

avanço do presente trabalho. No Caṕıtulo 3 abordamos as principais caracteŕısticas e fun-

damentos da cosmologia padrão, tendo em vista abarcar o conhecimento e compreensão

da descrição dinâmica do Universo por ela explicada. No Caṕıtulo 4 traçamos sucinta-

4Inerente a correções na lagrangeana dos campos de matéria.
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mente a evolução do cenário cósmico clássico, dentre suas respectivas e principais fases e

processos, sendo por fim explanado criticamente a relevância e implicações atreladas ao

uso dos mecanismos necessários de matéria e energia escura. No Caṕıtulo 5 seguimos pela

apresentação da estrutura da teoria de gravidade f(R,Lm) (HARKO; LOBO, 2010) e suas

aplicações, cuja forma é posta em execução no Caṕıtulo 6, para a derivação de um novo

modelo cosmológico objetivando seus posśıveis resultados e consequências. Comportado

pelo Caṕıtulo 7 estão as conclusões finais e perspectivas.



2 Relatividade Geral

Tendo como propósito integrar o leitor à análise feita nesta dissertação, o mesmo deve

ter em mente que o tratamento f́ısico pertinente as escalas cosmológicas assume dentre

as forças fundamentais da natureza, a gravidade como única responsável pela dinâmica

dos sistemas. Dessa forma, sabendo que a morfologia de um modelo cosmológico é dada

interna e essencialmente por uma teoria que assuma tal natureza, o objetivo central deste

caṕıtulo está voltado a concepção da gravidade sobre à perspectiva da RG, tendo sua

forma final definida através das famosas equações de campo (EsC).

Como ponto de partida, em 1915, Einstein nos expôs sua teoria onde sugeriu que

à força gravitacional deveria ser descrita meio a modificação efetiva da geometria do

espaço-tempo (ET). Uma teoria que abarca e difere conceitos da antecessora gravidade

newtoniana, vinculando ao cenário da época profundas consequências no contexto da f́ısica

gravitacional e suas ramificações. Uma delas é o ente gerado da unificação entre espaço

e tempo, o ET, estando agora há representar a geometria intrinsecamente ligada a fonte1

de campo gravitacional.

Conseguinte, abordaremos sumariamente uma década do trabalho de Einstein expla-

nando seu importante ferramental e prinćıpios que serão a base conceitual para compre-

ensão do ET.

2.1 Prinćıpio de Equivalência

Convergindo ao encontro do Prinćıpio de Equivalência, o qual será subdividido entre

outros dois, façamos uma breve regressão a 1905 para responder um simples questiona-

mento. Neste ano, Einstein publicou um artigo intitulado, Sobre a Eletrodinâmica dos

Corpos em Movimento (EINSTEIN, 1905), uma teoria que ultrapassara os conceitos me-

canicistas de Galileu e Newton, mudando a realidade de aspectos fundamentais da F́ısica,

posteriormente difundida como a Relatividade Restrita (RR).

1Matéria e energia.
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O primeiro de seus postulados diz: “As leis pelas quais os estados dos sistemas f́ısicos

mudam são independentes de qual dos dois sistemas de coordenadas, que são relativos uns

aos outros em movimento translacional uniforme, essas mudanças de estado são referi-

das”.

Visto acima, temos conhecimento de que Einstein ao dizer, movimento translacional

uniforme, reporta-se a caracteŕıstica de um sistema de referência inercial. Dessa maneira,

questiona-se: Se existe, qual a relação entre a massa gravitacional de um corpo e o termo

acima destacado?

A primeira referência a qual temos ao termo inércia de Galileu (1564 - 1642) foi 1607,

na carta de Benedetto Castelli que menciona; “prinćıpio inercial: é necessário um motor

para iniciar o movimento, mas, para continuar, a ausência de resistência é suficiente.”

(HALL, 1965).

Das palavras de Castelli, ressaltamos que, embora o entendimento de Ernst Mach,

de que a lei da inércia não tivesse um papel central/preponderante ao pensamento de

Galileu, tanto sua interpretação quanto a vista na teoria de Newton (NEWTON, 1687),

o termo inércia está mantido sobre a competência por tal feito de movimento único e

somente meio ao conteúdo de massa inercial (mi), sendo inábil e mais do que justificado

pelo peŕıodo histórico de ambos, atrelar algo sobre a massa gravitacional (mg) do corpo.

Isto posto, recordemos que realmente nada mais à frente da simples coincidência entre as

massas mi = mg, era dito.

Feito o apontamento anterior, em 1907, realizando um de seus gedankenexperiment2,

Einstein pouco após ter proposto a RR diria a seguinte curta e conhecida frase que cul-

minaria no prinćıpio ao qual buscamos; “A ideia mais feliz da minha vida”.

2.1.1 Fraco

Acabava ele de perceber que não era posśıvel estabelecer distinção (localmente) entre

um referencial acelerado e outro imerso em um campo gravitacional. Essa conclusão dá

ińıcio à quebra do paradigma absolutista da aceleração, que por sua vez permite doravante

ser tomado como fundamental a igualdade entre as massas, mi = mg, nomeado este, como

o prinćıpio da equivalência fraco (D’INVERNO, 1992).

2.1.2 Forte

Vemos que, decorrente a essa nova interpretação/conexão, é fundamentada a inexistên-

cia de movimento absoluto (não há existência de referencial privilegiado), ou seja, a priori

2Experimentos mentais.
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um sistema de coordenadas trata-se somente de um artif́ıcio para descrição da natureza,

onde observadores, inerciais ou não, devem ser capazes de descrever qualquer sistema

f́ısico usando às leis fundamentais da f́ısica, uma vez que, consequentemente, essas são

invariantes sobre mudanças de coordenadas. O prinćıpio da equivalência forte estabelece

que: As leis da natureza são expressas por meio de equações válidas para todos os sis-

temas de coordenadas, isto é, que são covariantes para todas as transformações posśıveis

(EINSTEIN, 1916a).

Inerente dos prinćıpios que acabamos de ver, Einstein passa a buscar uma nova relação

entre massa e campo gravitacional. Sua resposta, como veremos, futuramente seria dada

por uma geometria não-euclidiana.

É indispensável doravante tomarmos uma perspectiva concisa sobre a independência

dos referenciais. Feito isso, o uso do cálculo tensorial junto da geometria diferencial, terá

papel central para um desenvolvimento estrutural teórico que trate de maneira intŕınseca

a gravidade (curvatura) e a matéria. Diante do exposto, a fim de evitar discussões li-

mitadas, porém deixando claro que não há intenção de rigor em definições subjacentes

a tais, faremos a seguir uma breve revisão de conceitos pertinentes e conduzidos pelo

desenvolvimento da RG.

2.2 Métrica e Espaço-Tempo

Guardadas as intenções anteriores, devemos assumir uma nova compreensão f́ısica do

potencial campo gravitacional como sendo um campo métrico, onde a gravidade passa

a ser relacionada a curvatura de uma variedade diferenciável (M). Neste caso, temos

especificamente associado ao ET uma variedade quadri-dimensional pseudo-riemanniana.

Assim, iniciamos expondo o quadrado do elemento de linha

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.1)

onde o termo gµν , chamado de tensor métrico, é um objeto que outorga sob uma M a

definição de ângulos e comprimentos, tornando pasśıvel noções geométricas sobre espaços

de maior dimensão e curvatura, ou seja, essa uma forma generalizada do espaço métrico

de Minkowski para espaços curvos de dimensão arbitrária.

Nota-se inclusive, que além da métrica as M em particular estão a abrigar caracte-

ŕısticas de suma importância para RG, uma delas é ser associativa a espaços tangentes

(TpM) que por sua vez possibilitam estruturas como espaços vetoriais, campos tensoriais

e conexões. Sendo simplista, uma n-dimensional M, trata-se de um espaço topológico

dispondo uma vizinhança aberta em torno de cada ponto, que pode ser identificada por
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um cont́ınuo sistema de coordenadas.

Seguindo com o objetivo de analisar uma essencial e espećıfica relação desse contexto,

devemos abranger sobre nossa discussão a necessária generalização do conceito de deriva-

das parciais para espaços curvos, posto que é preciso ser considerado as variações contidas

na orientação da base de vetores movendo-se de um ponto a outro em tais espaços.

Portanto, definimos para esse fim, a derivada covariante sobre um tensor geral Aµσ,

como (D’INVERNO, 1992),

∇αA
µ
σ =

∂Aµσ
∂xα

+ ΓµαβA
β
σ − ΓγασA

µ
γ , (2.2)

ressaltando que essa forma de diferenciação é responsável por atestar o transporte paralelo

de vetores em espaços dotados de curvatura, visto que as conexões (Γµαβ) funcionando como

uma espécie de conector entre os distintos TpM
3, vêm a corrigir as posśıveis variações

angulares sofridas em um deslocamento geodésico. Ficando claro que a existência desses

termos adicionais indica como varia-se a base de vetores ao ser percorrida uma curva.

Mencionando ainda, que há uma escolha natural de tais conexões em nossa M pseudo-

riemanniana nomeada como conexão de Levi-Civita (RICCI M.M.G.; CIVITA, 1901).

Esta, além de compat́ıvel com a métrica (∇αgµν = 0) e dotada de simetria nos ı́ndices in-

feriores4 (assumido na RG), faz adequadamente com que uma M pareça infinitesimalmente

como um espaço minkowskiano.

Destarte, apresentamos a expressão em coordenadas espaciais para conexão de Levi-

Civita relacionada a métrica, sob a seguinte forma:

Γαµν =
1

2
gαρ (∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) , (2.3)

conhecido Γαµν por Śımbolos de Christoffel do 2◦ tipo ou espécie.

Compete agora, apresentarmos o tensor de curvatura que define-se pelo seguinte ope-

rador de comutação tomado sobre um tensor geral:

[∇α,∇ν ]B
µ = (∇α∇ν −∇ν∇α)Bµ. (2.4)

Usando as propriedades vistas em (2.2), assumindo que na RG o espaço é livre de

torção e fazendo a manipulação de alguns ı́ndices,

(∇α∇ν −∇ν∇α)Bµ =
(
∂αΓρµν − ∂νΓρµα + ΓραγΓ

γ
µν − ΓργνΓ

γ
µα

)
Bµ. (2.5)

3Sistemas de coordenadas definidos ponto-ponto sobre seus respectivos TpM, formando um atlas sobre
a M.

4Possui torção nula.
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Definimos como:

Rρ
µαν = ∂αΓρµν − ∂νΓρµα + ΓραγΓ

γ
µν − ΓργνΓ

γ
µα, (2.6)

o tensor de Riemann (ou de curvatura).

Contraindo (2.6), dada relação

gσαgσρR
ρ
µαν = Rα

µαν , (2.7)

obtemos,

Rµν = Rα
µαν = ∂αΓαµν − ∂νΓαµα + ΓααγΓ

γ
µν − ΓανγΓ

γ
µα, (2.8)

definido como tensor de Ricci.

Por fim, da contração de (2.8) com gµν ,

R = Rµ
µ = gµνRµν , (2.9)

cria-se o escalar de curvatura.

2.3 Equações de Campo

Apontado na seção anterior os principais elementos para compreensão da base geomé-

trica, seguiremos ao cerne da RG apresentando as equações que descrevem o comporta-

mento do campo gravitacional, as EsC de Einstein.

Significativo ao escopo desta dissertação, em seguida iremos deduzir as EsC definindo

inicialmente a ação completa de Einstein-Hilbert, porém acrescida da constante cosmoló-

gica (conhecida como ação do modelo ΛCDM), já que a mesma, como temos conhecimento,

desempenha papel fundamental na estrutura do MCP.

A ação mencionada é

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2χ
(R− 2Λ) + L

]
. (2.10)

O primeiro termo da ação, chamado de densidade tensorial, surge meio a necessária

invariância sobre a mudança de coordenadas atrelada aos prinćıpios discutidos anterior-
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mente, onde g contido na raiz trata-se do determinante do tensor métrico (det |gµν |), R o

escalar de curvatura, L a densidade lagrangeana de matéria e χ uma constante.

2.3.1 Prinćıpio Variacional

É conveniente decompormos as lagrangeanas contidas em (2.10), da seguinte forma:

S = L
gΛ

+ Lm =
1

2χ

∫
d4x
√
−g (R− 2Λ) +

∫
d4x
√
−gL, (2.11)

sendo L
gΛ

, responsável pela parte gravitacional e Lm o termo fonte de matéria-energia.

Valendo-se do prinćıpio da mı́nima ação e notado a relação dada por (2.9), é variado

LgΛ com respeito a gµν :

δS =
1

2χ

∫
d4x
(
R δ
√
−g +

√
−g δR− 2Λδ

√
−g
)

=
1

2χ

∫
d4x
(
Rδ
√
−g +

√
−gRµνδg

µν +
√
−ggµνδRµν − 2Λδ

√
−g
)
. (2.12)

A fim de prosseguir, devemos encontrar uma relação para δ(
√
−g) presente no I e IV

termo de (2.12) e δRµν no III.

• I-IV

δ(
√
−g) = −1

2

1√
−g

δg. (2.13)

Devemos variar a seguinte propriedade matricial, ln(detA) = tr (lnA); logo,

1

detA
δ(detA) = tr(A−1 δA), (2.14)

onde a matriz geral A, será substitúıda pelo tensor métrico gµν .

Portanto,

1

g
δg = gµνδgµν

δg = ggµνδgµν . (2.15)
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Com isso, podemos substituir (2.15) em (2.13), produzindo

δ(
√
−g) = −1

2

1√
−g

δg

=
1

2

1√
−g

(−g)gµνδgµν =
1

2

√
−ggµνδgµν . (2.16)

Lembrando que,

δ(δµν ) = gµρδgνρ + gνρδg
µρ = 0

gµρδgνρ = −gνρδgµρ, (2.17)

podemos reescrever (2.16) como,

δ(
√
−g) = −1

2

√
−ggµνδgµν . (2.18)

• III

Variando o termo definido em (2.8), temos

δRµν = ∂αδΓ
α
µν − ∂νδΓαµα + δΓααγΓ

γ
µν + ΓααγδΓ

γ
µν − δΓανγΓγµα − ΓανγδΓ

γ
µα. (2.19)

Sabendo que δΓσκλ é um tensor (MCMAHON; ALSING, 2005), podemos utilizar a

derivada covariante munida da manipulação de alguns ı́ndices e rearranjar o termo acima,

como segue,

δRµν = ∇α

(
δΓαµν

)
−∇ν

(
δΓαµα

)
. (2.20)

Dado que a métrica comuta com a derivada covariante e que temos alguns ı́ndices

mudos, reescrevemos o III termo:

√
−ggµνδRµν =

√
−g
[
∇α

(
gµνδΓαµν

)
−∇ν

(
gµνδΓαµα

)]
=
√
−g
[
∇α

(
gµνδΓαµν

)
−∇α

(
gµαδΓνµν

)]
. (2.21)
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Definindo,

V α = gµνδΓαµν − gµαδΓνµν , (2.22)

(2.21) é reescrito como o divergente de um campo vetorial,

√
−g∇αV

α. (2.23)

Desse modo, usando-se o teorema da divergência, podemos fazer da integral de um infini-

tesimal quadri-volume do ET uma integral de superf́ıcie, cuja integração de seu elemento

de hiper-superf́ıcie d
Ω

a fronteira é nulo.

Portanto, ∫
d

Ω

√
−g V α = 0 −→

√
−ggµνδRµν = 0. (2.24)

Usando os resultados encontrados em (2.18) e (2.24), reescreve-se (2.12):

δS =
1

2χ

∫
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν + Λgµν

)
δgµν = 0. (2.25)

Supondo que a lagrangeana Lm dependa da métrica e de suas derivadas de 1◦ ordem,

façamos sua variação de forma expĺıcita, como segue:

δS = δ

∫
d4x
√
−gL =

∫
d4x δ

(√
−gL

)
=

∫
d4x

[
∂

∂gµν
(√
−gL

)
δgµν +

∂

∂αgµν
(√
−gL

)
δ∂αg

µν

]
, (2.26)

onde denotamos, ∂α = ∂/∂xα.

Observando que,

∂αg
µν
(√
−gL

)
δgµν = ∂α

[
∂αg

µν
(√
−gL

)
δgµν

]
− ∂α

[
∂αg

µν
(√
−gL

)]
δgµν , (2.27)

notando que o primeiro termo dessa equação anula-se ao usarmos o teorema da divergência

na integração, assim como em (2.24), reescrevemos (2.26) como

δS =

∫ { ∂

∂gµν
(√
−gL

)
− ∂α

[
∂αg

µν
(√
−gL

)]}
δgµνd4x. (2.28)
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Dessa forma, é definido

Tµν =
2√
−g

{ ∂

∂gµν
(√
−gL

)
− ∂α

[
∂αg

µν
(√
−gL

)]}
= − 2√

−g
δ (
√
−gL)

δgµν
, (2.29)

como sendo o tensor de energia-momento de um fluido perfeito (LANDAU; LIFSHITZ,

1980).

Portanto, com a variação do termo de fonte (2.26), obtemos,

1

2

∫
d4x
√
−g Tµνδgµν . (2.30)

Finalmente, combinando (2.25) e (2.30), estabelecemos a forma final para variação de

(2.10):

δS =

∫
d4x

(
Rµν −

1

2
Rgµν + Λgµν − χTµν

)
δgµν = 0, (2.31)

notando que a constante χ = 8πG/c4, é obtida através da aproximação no limite de

campo fraco (SABBATA; GASPERINI, 1985), com G e c, respectivamente a constante

gravitacional newtoniana e velocidade da luz, aqui tomado c = 1.

Somado a Λ, as equações de campo de Einstein são, portanto,

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πGTµν . (2.32)

Em suma, a equação qual acabamos de apresentar, compõe um conjunto não-linear

em gµν com 10 equações diferenciais parciais, que retêm e permite-nos saber como o ET

experiencia a alteração de sua estrutura geométrica com a presença da matéria; isso,

pois, através do conhecimento prévio do tensor de energia-momento em um sistema f́ısico,

podemos obter sua respectiva métrica. Conclúımos então que, passa a ser descrito por

seu primeiro termo, chamado de tensor de Einstein (Gµν), a gravidade como sendo a

curvatura da métrica no ET, enquanto o lado direito Tµν é associado à distribuição de

matéria-energia contida nos limites estabelecidos ao campo.

Merecendo por fim, narrarmos uma conhecida frase de John Archibald Wheeler (1911

- 2008): “O espaço-tempo diz à matéria como se mover; matéria diz ao espaço-tempo

como se curvar”.
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2.4 Testes Observacionais

Não somente a RG quanto qualquer outra teoria no geral, passa a ter validade e

aceitação no meio cient́ıfico após haver comprovação experimental dentre suas previsões.

Dessa forma, a RG teve de suportar uma série de previsões até então firmar-se como a

atual teoria padrão da gravitação.

Essa, uma necessidade que foi superada através de observáveis com grande exatidão,

os quais ainda são discutidos na atual literatura (CUZINATTO, 2014), e que iremos

evidenciar ao leitor a seguir. Destaquemos que, como nossa intenção está em apenas

narrar alguns dos principais sucessos da teoria, não tomaremos abrangência a questões

teórico-matemáticas envolvidas a tais, portanto, para além das equações dispostas sem

rigor de detalhes, indicamos a leitura dos trabalhos originais citados no decorrer.

2.4.1 O Periélio de Mercúrio

Baseado na teoria de Newton e assumindo as perturbações dos planetas conhecidos até

então, o astrônomo francês Alexis Bouvard (1767 - 1843), em 1821 publicou vários dados

astronômicos sobre a órbita de Urano. Entretanto, nos anos seguintes as observações

mostraram desvios substanciais aos dados anteriores, o que levou Bouvard a sugerir que

a órbita de Urano estava sendo perturbada gravitacionalmente por outro corpo ainda

desconhecido. A partir dessa ideia, importantes trabalhos5 foram desenvolvidos até que

tal questão chegasse as mãos do astrônomo Johann Gottfried Galle (1812 - 1910), do

observatório de Berlim. Em 23 de setembro de 1846, Galle descobriu a existência do

oitavo planeta do sistema solar, Netuno. Essa descoberta canonizou a teoria de Newton

na época.

Entretanto, embora a potente credibilização da teoria com tal sucesso, havia um pe-

queno, mas mensurável fator de inconsistência da mesma para com a descrição do periélio

de Mercúrio. Esta, tratava-se de um avanço anômalo de 45± 5”/século6, o qual a teoria

não previa para o planeta.

Somente depois de várias tentativas sem sucesso e mais de meio século de sua desco-

berta, um pequeno termo corretivo,

∆φ =
6πGM

c2a (1− e2)
= 43”, (2.33)

derivado de aproximações via RG, que previa como a curvatura do espaço-tempo influ-

encia o ângulo apsidal, traria solução a essa questão (EINSTEIN, 1915b). Isto permitiu

5Trabalhos referente a teoria perturbativa newtoniana.
6Valor decorrente aos dados observacionais astronômicos da época; atualmente estimado ∼ 42, 7”.
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posteriormente a Einstein, dizer que a RG explicava quantitativamente a rotação secular

da órbita de Mercúrio, descoberta por Le Verrier, sem necessidade de qualquer hipótese

especial.

2.4.2 Deflexão da Luz

Podemos ver escrito no mesmo trabalho referido acima, a seguinte frase; Essa teoria,

no entanto, produz uma influência do campo gravitacional em um raio de luz um pouco

diferente daquele dado em meu trabalho anterior [...], parte em que Einstein brevemente

corrige sua inicial previsão teórica de 0, 85”, que um raio de luz deve sofrer deflexão ao

passar próximo ao Sol, para

∆φ =
4GM

c2d
= 1, 7”, (2.34)

sendo M e d, a massa solar e distância entre o Sol e a linha (raio de luz) que sofre a

curvatura, respectivamente.

Forçada ao atraso mediante a Primeira Guerra Mundial, a primeira previsão da RG

veio a ser confirmada experimentalmente apenas quatro anos após sua publicação, por

meio de duas expedições inglesas chefiadas e enviadas respectivamente por, Andrew Crom-

melin à Sobral no Brasil e Arthur Eddington à ilha de Pŕıncipe na África; tendo em vista

medir a suposta deflexão de 1, 7” de um raio de luz tangente ao sol durante um eclipse

total.

Esse feito seria fact́ıvel pela comparação entre as chapas fotografadas durante o eclipse

mostrando as estrelas ao redor do Sol, e depois sem ele, a fim de se verificar algum desloca-

mento angular nas medidas. Como conhecido fato histórico, posteriormente durante uma

reunião com a Royal e Astronomical Society, no dia 6 de novembro de 1919, o astrônomo

Sir Frank Watson Dyson (1868 - 1939) confirmou a previsão da RG (PAIS, 1982).

Servindo de base para os astrônomos observarem objetos mais distantes no Universo,

atualmente o fenômeno de desvio gravitacional da luz é visto junto a galáticas7 concen-

trações de massa, as quais permite-nos o funcional efeito descrito acima, que diante a

similaridade da resultante ampliação da luz, com a vista em uma lente ocular, foi nome-

ado de Lentes Gravitacionais.

2.4.3 Ondas Gravitacionais

Com a RG, a noção de vácuo como sendo um grande espaço vazio onde os fenômenos

ocorrem, morreu, dando lugar ao já citado ET. Através dessa nova concepção, Einstein

7Referir-se aa galáxias e seus aglomerados.
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desenvolveu vários trabalhos teóricos, um deles em 1916 propôs como resultado de suas

equações, linearizadas em um adequado sistema de coordenadas, uma solução do tipo-onda

(EINSTEIN, 1916b) descrita pelo lado direito da Eq.(2.35) logo abaixo, a qual pode-se

inferir a ausência do termo que representa a matéria e energia (Tµν) na solução,

� γ
′

µν = 2χTµν −→ (sema fonte) −→
∂2γ

′
µν

∂x2
α

= 0. (2.35)

Durante um longo peŕıodo, a existência de tais ondas ficou apenas às margens de

discussões teóricas, algo de se esperar, já que a amplitude t́ıpica dessas ondas é de ∼
10−21m. No entanto, após 1960, a comunidade cient́ıfica aderiu esforços em busca da

posśıvel detecção dessas pequenas oscilações no tecido do ET. Empenho que ficará mais

claro ao citarmos dois dos maiores exemplos de interferometria a Laser conhecidos, o

LIGO (Laser Interferometer for Gravitational waves Observatory) e o Virgo (ACERNESE,

2006).

Em fevereiro de 2016, dentre os vários triunfos da RG e um século após sua previ-

são, o experimento LIGO permitiu que fosse estabelecido mais um ao detectar as Ondas

Gravitacionais8 geradas pela fusão de dois buracos negros (ABBOTT, 2016b). Fato este

que permitiu a abertura de uma nova era para as observações e pesquisas astronômicas,

como exemplo a análise relativa à discrepâncias sobre o ı́ndice de frenagem de pulsa-

res (ARAÚJO J. C. N. DE; COELHO, 2016), dentre outras, sendo hoje popularmente

conhecida como a astronomia multimensageira9.

Depois do evento inaugural GW150914, além de outras detecções de coalescência bi-

nária entre buracos negros (ABBOTT, 2016a; ABBOTT, 2017a), a teoria de Einstein

abriu as portas para que tivéssemos outros dois importantes marcos históricos, primeiro o

então GW170817 (ABBOTT, 2017b) sendo a primeira detecção de Ondas Gravitacionais

provindas da fusão de um par de estrelas de nêutrons, onde ainda tivemos a oportunidade

de registrar a sua contrapartida no espectro eletromagnético. Em segundo, a partir de

um esforço global, destacamos que recentemente em 2019, observamos a primeira foto

de um buraco negro (AKIYAMA, 2019), o qual foi previsto em 1916 pela solução de

Schwarzschild (SCHWARZSCHILD, 1916b; SCHWARZSCHILD, 1916a).

8Denotadas pela sigla em inglês GW de Gravitational Waves.
9Refere-se à coleta de dados a partir do espectro eletromagnético somado ao das ondas gravitacionais.



3 Cosmologia Clássica

Cabe-nos ao ińıcio deste caṕıtulo relatar que será apresentado no que segue, uma breve

revisão dos principais constituintes da dinâmica do MCP. Nesse sentido, lembrando que as

EsC da RG regem tal dinâmica, é prévia e necessária a adoção de alguns requisitos básicos

(os quais fazem parte dos pilares do modelo cosmológico) para que possamos compreender

junto do atual momento cósmico sua decorrente evolução.

3.1 O Prinćıpio Cosmológico

Uma hipótese necessária meio a seu caráter simplificador, é o chamado Prinćıpio Cos-

mológico. Este, é apoiado no fato de que o Universo em larga escala (distâncias > 100Mpc)

apresenta-se com um ńıvel razoável de homogeneidade mediante as observações cataloga-

das sobre a distribuição e contagem de galáxias, e elevada isotropia evidenciada aciden-

talmente por Penzias e Wilson na RCFM em 1965. Ambos os fatos narrados, podem ser

vistos logo abaixo nas Figs. (3.1-3.2), respectivamente.

FIGURA 3.1 – Estrutura em larga escala formada pelo mapeamento-distribuição de ∼
141mil galáxias (PEACOCK, 2001), demonstrando a homogeneidade cósmica.

Corroborando com as observadas caracteŕısticas expansivas/inflacionárias de homo-

geneidade e isotropia, ao tomarmos as proporções envolvidas, devemos coerentemente
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assumir que as variações (velocidades) das discretas estruturas (galáxias e aglomerados)

f́ısicas presentes no Universo, devem ser proporcionais ao próprio fator de expansão. Ne-

cessidade essa, que passa a ser permitida através do postulado de Weyl1, o qual dita

que cada particular estrutura mova-se ao longo de uma geodésica temporal, as quais se

interceptam num único ponto singular do passado.

FIGURA 3.2 – A RCFM (AKRAMI, 2016) vista em imagem do satélite Planck, trata-se
do remanescente da era do desacoplamento entre a radiação e matéria, a qual apresenta
flutuações da ordem de 10−5K.

Concluindo, o prinćıpio cosmológico (homogeneidade, isotropia e postulado de Weyl),

vem a propiciar uma inteliǵıvel abordagem dinâmica ao tratar o Universo em seu todo de

forma simples.

3.2 Métrica de FRW

Tendo em vista a definição da métrica que deve representar o Universo ante à justifi-

cada adesão do prinćıpio o qual acabamos de discutir, a opção mais geral que satisfaça as

condições de um universo em expansão, homogêneo e isotrópico, é descrita pela métrica

de FRW2. Consistindo-se de uma geometria esférica maximamente simétrica, agregada a

um fator de escala e coordenada temporal, ficando representado no seguinte elemento de

linha:

ds2 = dt2 − a(t)2

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
, (3.1)

1Postulado que torna pasśıvel as galáxias serem tratadas como um sistema de coordenadas e o final
conceito de referencial comóvel.

2Homenagem aos trabalhos do cosmólogo russo, A. Friedmann, o f́ısico norte-americano, H.P. Robert-
son e o matemático britânico, A.G. Walker.
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tomando como assinatura métrica (+,−,−,−), sendo a(t) o fator de escala e k a curva-

tura da hiper-superf́ıcie do ET, a qual pode assumir três diferentes formas geométricas

para o Universo, sendo essas a geometria hiperbólica (aberto), plana e esférica (fechado),

respectivamente representadas por k = −1, 0 e 1. Posto isso, expomos o seguinte tensor

métrico que refere-se a (3.1):

gµν =


1 0 0 0

0 −a2/ (1− kr2) 0 0

0 0 −a2r2 0

0 0 0 −a2r2 sin2 θ

 . (3.2)

Por conta das simetrias na presente métrica, estão associados os seguintes Śımbolos

de Christoffel não nulos,

Γ0
ij = − ȧ

a
gij, (3.3)

Γi0j =
ȧ

a
δij, (3.4)

Γijk =
1

2
gil (∂kglj + ∂jglk − ∂lgjk) , (3.5)

sendo ∂k,j,l =
∂

∂xi,j,l
, as derivadas parciais com relação à métrica e os sub́ındices ij,

associados as coordenadas espaciais r, θ e φ.

Para os componentes do tensor de Ricci,

R00 = −3

(
ä

a

)
, (3.6)

Rij = −
(
ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+ 2

k

a2

)
gij, (3.7)

e o escalar de curvatura,

−6

(
ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2

)
. (3.8)

O conteúdo f́ısico do Universo é representado pelo tensor de energia-momento de um

fluido perfeito, conforme previsto pelo postulado de Weyl em acordo com o prinćıpio
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cosmológico,

T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (3.9)

correspondendo uµu
µ = 1 a quadri-velocidade normalizada que satisfaz um fluido cosmo-

lógico comóvel, o qual fica representado através de suas respectivas densidade de energia

e pressão, ρ e p. Com isso, a forma matricial do tensor energia-momento fica sendo dada

por

T µν =


ρ 0 0 0

0 −p 0 0

0 0 −p 0

0 0 0 −p

 , (3.10)

ressaltando que veremos mais adiante uma importante relação dada exclusivamente por

esse termo, condicionando a conservação de matéria e energia.

3.3 Dinâmica no Modelo Padrão

Usando a Eq.(2.32), tomada à métrica (3.1) junto do tensor de energia-momento (3.9),

podemos obter as seguintes equações que descrevem a dinâmica de evolução do Universo

no modelo ΛCDM,

H2 =
8πG

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
, (3.11)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
, (3.12)

com H =
ȧ

a
, definido como parâmetro de Hubble, às duas expressões acima são chamadas

de Equações de Friedmann (EsF), valendo-se que aderimos à c = 1.

Assumindo Λ = 0 nas Eq. (3.11-3.12), podemos encontrar um importante, e que será

analisado futuramente, parâmetro que relaciona a taxa de variação da expansão do Uni-

verso,

q(t) = − äa
ȧ2
, (3.13)

chamado de parâmetro de desaceleração, nome atribúıdo ao fato de que inicialmente, antes
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da descoberta da expansão acelerada, a comunidade cient́ıfica acreditava que do Universo

a expansão seria freada (ä < 0) frente a gravidade, sempre atrativa. Como já sabemos,

isso não é verdade e viria a causar um grande conflito decorrente da violação da condição

de energia forte no modelo inicial.

Adiante, tomando a derivada covariante sobre (3.9),

∇νT
µν = ∂νT

µν + ΓµλνT
λν + ΓνλνT

µλ,

com µ = 0, representando a coordenada temporal, temos

∂νT
0ν + Γ0

λνT
λν + ΓνλνT

0λ = 0. (3.14)

Levando-se em conta a métrica (3.1) e o tensor de energia-momento (3.9), expandindo

os somatórios sobre os ı́ndices mudos (ν e λ), temos que

∂0T
00 + Γ0

11T
11 + Γ0

22T
22 + Γ0

33T
33 + Γ1

01T
00 + Γ2

02T
00 + Γ3

03T
00 = 0

∂ρ

∂t
+ 3

ȧ

a
(ρ+ p) = 0

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0, (3.15)

representando a Eq.(3.15), a lei de conservação de energia (DODELSON, 2003).

Posto isso, sabendo que um fluido perfeito pode ser completamente descrito por sua

densidade e pressão através da seguinte EdE, p = wρ, sendo w o ı́ndice barotrópico, po-

demos resolver (3.15), conhecida como a equação da continuidade, conduzindo o seguinte

cálculo:

ρ̇ + 3H (1 + w) ρ = 0
ρ̇

ρ
= −3

ȧ

a
(1 + w), (3.16)

que pode ser reescrita como as derivadas totais de ρ e a,

d ln(ρ) = −3(1 + w)d ln(a), (3.17)

permitindo-nos integrar ambos os lados,∫ ρ

ρ0

d ln(ρ) = −
∫ a

a0

3(1 + w) d ln(a), (3.18)
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resultando na seguinte expressão, que estabelece como a densidade de energia varia para

as diferentes eras do Universo em função do fator de escala e consequentemente do tempo

ρ = ρ0

(
a

a0

)−3(1+w)

, (3.19)

onde ρ0 e a0, são respectivamente a densidade de energia e o fator de escala hoje3.

Diante isso, levando-se em conta que para cada fase que o Universo esteja ele possui

uma EdE bem definida representando seus respectivos componentes dominantes a dinâ-

mica, fazendo uso do resultado (3.19), veremos no caṕıtulo a seguir como tal parâmetro

comporta-se em três distintos e importantes peŕıodos cósmicos.

Voltando às EsF, desprezando Λ podemos reescrever a (3.11), que relaciona o cres-

cimento do fator de escala à curvatura do ET e densidade total de energia, da seguinte

conveniente forma:

Ω− 1 ≡ 8πG

3H2
ρ− 1 =

k

a2H2
, (3.20)

tendo como produto de k = 0,

ρc = 3H2/8πG = 1, 88× 10−29h2g cm−3 (3.21)

a densidade cŕıtica4, com h ≡ H0/ (100 km/s/Mpc); ainda dessa relação, o parâmetro

de densidade Ω = ρ/ρc, sendo ρ = (ρm + ρr + ρΛ), as densidades de matéria, radiação

e energia escura, respectivamente. O que agora nos permite dizer que o parâmetro de

densidade Ω estabelece uma relação indireta entre a geometria do ET (dada por k) as-

sociada ao Universo, para com a abundância do constituinte cósmico total, demonstrada

pela relação:

ρ > ρc −→ k = +1, Ω > 1 (Esférico)

ρ = ρc −→ k = 0, Ω = 1 (Plano)

ρ < ρc −→ k = −1, Ω < 1 (Hiperbólico).

(3.22)

Observando que o parâmetro de densidade definido na Eq.(3.20), também pode ser

decomposto como,

ΩΛ =
Λ

3H2
, Ωk = − k

a2H2
, Ωm =

ρm
ρc
, Ωr =

ρr
ρc
, (3.23)

3Definido nesta seção o sub́ındice 0, como parâmetro no atual momento.
4Densidade de energia total necessária para que o Universo seja plano.
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indicando respectivamente os sub́ındices Λ, k, m e r, as componentes de EΛ, curvatura,

matéria e radiação. Utilizando a Eq.(3.11) e a relação entre o red-shift e o fator de escala

a(t) =
1

1 + z
, (3.24)

podemos escrever,

H2(z) = H2
0

[
ΩΛ + Ωk(1 + z)2 + Ωm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4

]
, (3.25)

que levada ao tempo atual (z = 0), fornece

1 = ΩΛ + Ωk + Ωm + Ωr. (3.26)

Por fim, visto que os atuais observáveis nos indicam um universo plano k = 0, de

acordo com MCP, aproximadamente 4, 9% do conteúdo que permeia o cosmos é conhe-

cido. Estabelecendo-se para os parâmetros de densidade os seguintes valores de: matéria

bariônica ΩMb
' 0, 049, matéria escura ΩME

' 0, 266, radiação Ωr ' 5 × 10−5 e energia

escura ΩΛ ' 0, 685.



4 Estágios de Evolução do Universo

Destinando fundamentar o atual contexto vivenciado na cosmologia ao leitor, tendo

visto no caṕıtulo anterior a estrutura dinâmica contida no MCP, iremos agora traçar o

perfil dos principais processos dentre as distintas fases que o Universo passou durante sua

evolução, direcionando tal análise a uma visão cŕıtica sobre mecanismos fundamentais

(indispensáveis) do modelo como a ME e EΛ.

4.1 Universo Primordial

Predito pelas observações cosmológicas, dentre elas, a velocidade de recessão das ga-

láxias, a RCFM e a abundância dos elementos qúımicos leves (DODELSON, 2003), na

chamada era de Planck, o ińıcio do Universo (0s < t ≤ 10−44s) é descrito por uma singula-

ridade; “ponto”problemático visto que sua existência supõe uma interrupção das predições

teóricas (nesse instante, as conhecidas leis da f́ısica não são aplicáveis) ao tornar infinitas

as grandezas como densidade e temperatura. No entanto, apesar das especulações decor-

rentes das altas energias envolvidas serem inacesśıveis a experimentação humana, além de

acreditar-se amplamente que nesse momento as forças fundamentais estejam unificadas,

acredita-se que quando nessa efêmera, densa e quente fase cósmica, o regime de energia

do Universo tenha excedido 1019GeV , tal cenário possivelmente tenha sido dominado por

efeitos quânticos1 da gravidade, os quais permitiram a subsequente fase cosmológica.

Embora contraintuitivamente intitulado, a era da Grande Unificação (10−44s < t ≤
10−36s) decorre inicialmente do desacoplamento da gravidade das outras forças a medida

em que a densidade e temperatura (T ∼ 1032K −→ T ∼ 1028K) do Universo diminuem,

ou seja, tal peŕıodo é marcado pela unificação das outras três interações. No entanto,

notemos que apesar de experimentos2 sugerirem que a interação nuclear forte, em altos

regimes de energia, venha a se unir a interação eletrofraca formando uma única interação,

até o momento não temos uma teoria satisfatória para descrever tal cenário. Ainda vale-se

ressaltar que, além das caracteŕısticas de temperatura e energia (T ∼ 1028K e 1015GeV )

1Embora haja a carência de uma satisfatória teoria quântica gravitacional.
2Experimentos confirmam que em certos ńıveis de energia a interação eletromagnética e nuclear fraca

se unificam em uma única interação eletrofraca.
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necessárias para a bariogênese nesse peŕıodo, em virtude de ser razoável admitir que o

Universo tenha começado em uma fase simétrica de matéria e antimatéria, existem outros

três comportamentos/requisitos básicos que uma teoria deve prever para ser efetiva nesse

cenário. Chamada de quebra de simetria, essas três condições resumem-se na violação do

número bariônico, simetrias C e afastamento momentâneo do equiĺıbrio térmico.

Haja vista que os outros processos tenham se concretizado, o seguinte momento ex-

perienciado pelo Universo é chamado de Inflação (10−36s < t ≤ 10−32s)(GUTH, 1981).

Nome atribúıdo em referência a um intervalo de tempo extremamente curto, no qual o

Universo se resfriou rapidamente após expandir-se de forma abrupta e colossal. Peŕıodo

esse que comporta3 tanto a bariogênese (onde ocorreu a quebra de simetria), quanto a

dissociação da interação eletroforte nas interações eletrofraca e forte, permitidas pelo novo

regime de energia.

Após a inflação compreendida por seus respectivos processos, o Universo passou por

uma nova fase de reaquecimento (alguns modelos consideram como a marca do ińıcio da

época eletrofraca) estabelecida pela enorme energia potencial liberada através do campo

inflacionário decaindo em outras part́ıculas. Como resultado desse aquecimento, o alto

ńıvel de energia relativo aos fótons é o suficiente para impedir a formação de qualquer

átomo, assim o Universo passa a ser constitúıdo por uma mistura densa e quente de quarks,

anti-quarks e glúons, definindo-se a era da Radiação (10−32s < t ≤ 300.000 anos). Diante

ao exposto, para compreendermos a descrição dinâmica desse peŕıodo conhecido como

relativ́ıstico, é necessário encontrar primeiramente, como já dito no caṕıtulo anterior, o

parâmetro da EdE que relaciona pressão e densidade descrita através da simples e linear

equação p = wρ. Assim, visto que o elemento dominante a tal fase seja representado por

um gás de fótons (os quais possuem momento embora não tenham massa) obedecendo à

lei dos gases perfeitos (RYDEN, 2003)

p =
ρ

µ
k

B
T, (4.1)

onde ρ, µ, k
B

e T a densidade de energia, massa média das part́ıculas de gás, a cons-

tante de Boltzmann e temperatura, respectivamente. Recordando que a temperatura é

proporcional a raiz da velocidade quadrática média das part́ıculas da seguinte forma,

3k
B
T = µ〈v2〉, (4.2)

conclui-se que o parâmetro do fluido que compete a era da radiação é dado por w = 1/3.

Dessa forma, substituindo o valor encontrado de w na Eq.(3.19) e assumindo o atual fator

de escala normalizado a0 = 1, temos a seguinte expressão que relaciona a densidade de

3Notemos que diferentes modelos divergem tais previsões.
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energia e o fator de escala,

ρ = ρ0ra(t)−4, (4.3)

a qual nos permite através da solução da Eq.(3.11), ver que a(t) ∝ (t)1/2 nesse peŕıodo.

Durante a decorrente fase de resfriamento do Universo, as interações fundamentais

puderam ser divididas nas quais o modelo padrão da F́ısica de Part́ıculas comporta,

formando-se assim uma sopa de núcleons, fótons, neutrinos, elétrons e pósitrons.

Conforme sua temperatura continuou a diminuir, passaram-se mais três importantes

eventos de sua evolução, o primeiro ocorreu quando sua temperatura chegou a aproxi-

madamente 109K e elétrons e pósitrons aniquilam-se4, em segundo temos o peŕıodo da

nucleosśıntese primordial dos elementos constituintes do cosmo, e em terceiro, já no final

da era da radiação quando atingiram-se ńıveis de temperatura onde os fótons não mais

impedem a formação dos átomos, chegamos a um processo chamado de recombinação,

sendo esse o momento onde foi posśıvel que os prótons, nêutrons e elétrons combinassem-

se formando os primeiros núcleos atômicos. Esse processo pertence à era da Matéria

(300.000 anos < t ≤ tempo da aceleração) e tornou o Universo transparente, liberando a

RCFM, permitindo adiante as condições necessárias para a formação das estrelas, sistemas

planetários, galáxias e as grandes estruturas dentre bilhões de anos de evolução.

A essa fase, conhecida como peŕıodo não-relativ́ıstico, o parâmetro da EdE que define

esse peŕıodo pode ser encontrado por meio das Eqs.(4.1-4.2), verificando que,

w ≈ 〈v
2〉

3
� 1, (4.4)

resultado que se traduz por w = 0, como parâmetro da EdE que comporta a fase dominada

pela matéria (também conhecido como o parâmetro da poeira). Algo razoável uma vez

que tomado as escalas envolvidas, seus elementos são não interagentes, ou seja, sua pressão

resultante é nula.

Em processo análogo ao anterior, tomado w = 0, podemos encontrar que

ρ = ρ0ma(t)−3, (4.5)

solução que faz concordância sobre a descrição do peŕıodo cósmico referente a radiação,

haja vista que o red-shift causado pela expansão estabelece uma ligação intŕınseca entre o

fator de escala e fótons que a compõem, somando-se um termo∝ a−1 em (4.5). Novamente,

como resultado da solução (4.5) e Eq.(3.11) encontra-se que a(t) ∝ t2/3.

4Permanecendo uma população residual de elétrons.
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Por fim, para podermos abarcar significativamente o conhecimento e compreensão dos

principais processos e fases evolutivas do Universo, incluindo a atual fase acelerada, iremos

explanar com maiores detalhes dois pontos que embasam profundamente o MCP, sendo

que ambos representam mecanismos fundamentais em sua perspectiva evolutiva.

Nesse sentido, para iniciarmos nossa discussão a respeito da matéria escura , expo-

nhamos que a cosmologia tem ganhado notoriedade nas últimas décadas, um exemplo é

dado pelo Prêmio Nobel de F́ısica em 2019 dividido por três nomes, sendo que um deles,

James Peebles, foi agraciado por suas contribuições ao modelo padrão as quais vieram

a permitir uma grande evolução e desenvolvimento na área. Entretanto, mesmo com o

alvorecer e destaque a pesquisa, ainda existem questões fundamentais que permanecem

um mistério a ser desvendado, uma delas a qual abordaremos agora, a ME.

Sutilmente intitulada devido a sua única forma de interação conhecida com a matéria

bariônica ser a gravitacional, a ME (segundo o modelo ΛCDM) apesar de cinco vezes

maior em quantidade do que a conhecida e viśıvel Mb, foge totalmente ao espectro ele-

tromagnético. Uma das suspeitas iniciais de sua existência, cabe ao astrônomo Holandês,

Jan H. Oort (OORT, 1922), famoso pela região cometária que circunda o sistema solar ter

seu nome, Oort supôs que não havia a matéria necessária em nossa galáxia para descrever

as velocidades radiais estelares.

Algo que firmou-se pelos seguintes trabalhos de Fritz Zwicky, observando ao utilizar

o teorema do virial a injustificada coesão na dinâmica vista no aglomerado de Coma

(ZWICKY, 1933), e mais tarde pela astrônoma Vera C. Rubin, responsável pelos estudos

iniciais sobre curvas de rotação de galáxias, que verificaram a incompatibilidade entre

valores, vistos e previstos, das velocidades orbitais de estrelas ao redor de seus centros ga-

láticos (RUBIN, 1977). Diante disto, a perspectiva sobre a forma e implicações desse novo

tipo exótico de matéria foi ganhando relevância, passando do ńıvel galático ao Universo

em sua totalidade, ou seja, tomando significado na cosmologia.

Para concebermos essa frente, cabe a nós relatarmos que embora hoje o modelo ΛCDM

(e consequentemente a teoria do Big Bang) esteja ajustado aos dados observacionais,

denota-se que não fora sempre assim, haja vista que nos anos 80, Alan Guth teve de pro-

por o Universo Inflacionário (GUTH, 1981) como medida para corrigir um dos primeiros

percalços do modelo, o Problema do Horizonte.

Essa conhecida questão surge como fruto da incoerência inicial de um dos grandes

pilares do MCP, a RCFM (PENZIAS; WILSON, 1965), que em decorrência de seu espectro

de corpo negro, com respectiva temperatura T ∼ 2.7K, demonstrar sobre flutuações um

elevado grau de uniformidade (na ordem de 10−5), o que faz desacordo ao se levar em
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conta que a inicial dimensão prevista para região causalmente conectada do Universo, não

era capaz de explicar o equiĺıbrio térmico ante a fase de desacoplamento representada pela

RCFM.

Diante do exposto, sem intento em discutir o modelo inflacionário5, é justo por, que

a RCFM (como acabamos de ver) possui forte influência sobre qualquer modelo cosmo-

lógico, inclusive o padrão, algo que ficará mais claro se lembrarmos que embora o termo

destacado acima, também conhecido como anisotropias do espectro da RCFM (ADE,

2016), seja pequeno, trata-se de uma peça fundamentalmente atrelada a suposta ME e

evolução do Universo no modelo ΛCDM. Relação justificada, ao passo que, como o ajuste

dos parâmetros (PERKINS, 2008) cosmológicos (densidades de ME, Mb e outros) é feito

ao adequar-se seus valores a provinda curva do espectro de potências, tais anisotropias,

aqui, refletem a abundância de ME a qual permite oportunamente ao modelo descrever a

expansão/inflação do Universo, junto do colapso necessário (pós-recombinação) dos halos

(poços de potencial) de ME responsáveis pela formação em tempo das estruturas iniciais

conhecidas (galáxias, aglomerados...).

No entanto, apesar desse quadro demonstrar que algo realmente está faltando, tanto o

hábil mecanismo, quanto as indiretas observações, nada dizem a respeito da real natureza

(composição) de tal novo elemento.

De qualquer forma, um suposto modelo de part́ıculas que venha a respaldar esse quesito

deve ser consonante com as expectativas do MCP, ou seja, ter coerência com a evolução

do Universo. Mantendo isso em mente, citaremos de forma breve a seguir, dois modelos

e suas respectivas candidatas a part́ıculas:

I- Em primeiro, temos a ME quente, cuja part́ıcula associada são os conhecidos neu-

trinos, possuindo massas . 1eV e interação fraca como caracteŕısticas. Inicialmente esse

modelo pareceu ser uma boa proposta, mas a posteriori verificou-se que haviam proble-

mas quanto ao seu caráter relativ́ıstico e seu desacoplamento ao plasma primordial, o que

resultou em um errôneo cenário para a formação das estruturas no Universo, conhecido

como top-down (BLUMENTHAL G. R.; FABER; REES, 1984).

II- Como segundo, temos a atualmente mais aceita, ME fria, fundamentada com os

chamados WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles, em Português, Part́ıculas mas-

sivas que interagem fracamente), part́ıculas massivas e não-relativ́ısticas que interagem

fracamente, permitindo o cenário hierárquico temporal de transição das fases de domı́nio

entre matéria-radiação, correto/desejado para formação das estruturas.

Além desses, pode-se encontrar na literatura outros candidatos, por exemplo, os áxions,

gravitinos e fotinos, part́ıculas que assim como os WIMPs, geralmente estão associadas a

5Proposta teórica que surgiu a fim de responder alguns dos problemas (Horizonte, Planaridade e
Monopolos Magnéticos) iniciais mantidos meio a incoerências entre o MCP e a RCFM.
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teorias que estendem6 (WESS; BAGGER, 1992) o modelo padrão da F́ısica de Part́ıculas.

Todavia, apesar do modelo de ME fria levar em conta o ajuste das caracteŕısticas necessá-

rias para evolução do Universo, no que tange a observação direta das part́ıculas propostas

por ele, até o dado momento a maioria dos esforços experimentais têm evidenciado a sua

inexistência (AKERIB, 2014; ACKERMANN, 2015).

4.2 Universo Tardio

Com propósito de discutirmos as caracteŕısticas tardias do Universo, um passo im-

portante é definir uma expressão que relaciona a luminosidade dos objetos astrof́ısicos à

sua respectiva distância. Seja L a taxa de energia irradiada (pelo objeto) por unidade

de tempo, e l a energia por unidade de área recebida por um detector (luminosidade

aparente), em um universo estático essa expressão poderia ser dada como, (L/4πl)1/2;

entretanto, essa não é a real distância para o nosso caso, diferindo-se pela necessidade

de ser levado em conta o desvio para o vermelho (red-shift), posto que nosso Universo

encontra-se em expansão (HUBBLE, 1929).

Não muito diferente da espera para o conhecimento de que o Universo não era está-

tico, somente na década de 90 nos foi apresentado que além de expandir-se, ele também

acelerava. Fato decorrente da divergência entre os valores, estimados e obtidos, por dois

importantes trabalhos, os quais analisaram vários dados observacionais relativos a me-

didas sobre distâncias através da luminosidade de SNIa (RIESS, 1998; PERLMUTTER,

1999).

Como sabemos, as SN Ia são provindas de anãs brancas que ultrapassam o limite de

Chandrasekhar (CHANDRASEKHAR, 1935), associadas a uma rápida fase de ignição do

carbono que resulta em uma espećıfica curva de luz. Estas caracteŕısticas fazem desse

fenômeno um preciso e confiável indicador de distâncias para o Universo, tanto que, após

a comunidade cient́ıfica tomar conhecimento e analisar as evidências que apontavam para

um universo em EA, posteriormente de modo a respaldar tal desacordo, seria fomentado

um modelo cosmológico assumindo a existência de um constituinte extra a densidade de

matéria do Universo.

Desse modo, perante o novo cenário onde o Universo acelera temos duas opções, a

primeira compete em assumir que a RG é válida, tornando-se necessário aderir um meca-

nismo que esteja causando tal aceleração; essa a mesma tomada na perspectiva do modelo

ΛCDM onde, devido fato da causal-aceleração não poder ser explicada pela interação entre

6Teorias de supersimetria.
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os componentes materiais gravitantes, a adoção de tal mecanismo faz presente a efetivação

de um componente exótico munido de pressão negativa permeando todo o Universo em

questão.

A energia escura , como acabamos de indicar, trata-se de uma substância hipoté-

tica que toma a vastidão do cosmos; há na literatura, diversos candidatos pasśıveis a

representá-la, o mais conhecido e parte do MCP, é intitulado de constante cosmológica

e é carregada pela letra grega Λ nas EsC da RG. Sua primeira aparição foi em 1917 no

trabalho de Einstein, porém na época sua proposta tinha como intuito manter estático o

Universo, uma vez que o consideravam em contração conforme acima mencionado.

Atualmente no MCP, a constante passou a ser interpretada fisicamente como relaci-

onada a densidade de energia quântica do vácuo, 〈ρvác〉, a qual é responsável pela atual

fase que o Universo experiencia, chamada de EA.

Notemos que quando assumimos Λ = 0 para a Eq.(3.12), conhecida como equação da

aceleração,

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) , (4.6)

a única maneira de obtermos a atual EA é com

ρ+ 3p < 0, (4.7)

ou seja, w < −1/3. Este um ponto crucial, meio a implicante violação das condições de

energia, para adesão da EΛ no modelo representada pelo parâmetro da EdE w = −1.

Apesar das implicações problemáticas que ainda trataremos no decorrer deste caṕıtulo,

tal atribuição/encargo a esse ente exótico, vem por meio da união de duas simples cons-

tatações; a primeira resulta da substituição de w = −1 na equação da continuidade,

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0 (4.8)

ρ̇Λ = 0,

onde inferimos que ρΛ = ρΛ0 = constante (ou também usando a Eq.(3.19)); em segundo,

pode-se concluir que um tensor de energia-momento (da Eq. 2.32) composto por um termo

de vácuo T µν = ρΛg
µν , é equivalente ao mesmo sobre o efeito da constante cosmológica

Λ.

Portanto, assumido a EdE do tipo ρΛ = −pΛ, levando-se em conta o sinal negativo

frente ao termo de pressão, adquire-se o efeito repulsivo gravitacionalmente esperado.

Dos trabalhos citados acima, o desenvolvido por Perlmutter apontou uma divisão entre a

densidade de matéria (ME e Mb) igual a Ωm ∼ 0, 28, e energia escura, ΩΛ ∼ 0, 72. Desde
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então, essas medidas foram e continuam sendo aperfeiçoadas por diferentes métodos, ainda

assim a maioria deles concordam numa dada faixa de valores.

Neste ponto, é adequado não deixarmos de tratar um resultado obtido durante o

processo de firmação a essa estrutura teórica. Sendo assim, considerando a EΛ um termo

de fonte do campo gravitacional e assumido um universo de FRW plano, podemos fazer

uso das soluções via EsC da RG, e obter o atual valor ρΛ, como sendo

ρΛ =
H2

0

8πG
∼ 10−29g/cm3, (4.9)

onde H0, o parâmetro de Hubble no tempo atual.

Com efeito, ao confrontarmos esse valor com o obtido pela teoria da F́ısica de Part́ıcu-

las (WEINBERG, 1989),(ZELDOVICH, 1967), ρvác ∼ 1092g/cm3 (CARROLL; PRESS;

TURNER, 1992), encontramos uma tamanha diferença que diŕıamos ser de proporções

cósmicas. Um contraste bem conhecido dado por uma diferença de magnitude, entre

ambas as estimativas, na ordem de ∼ 10120.

Por fim, resumimos esse embaraçoso desńıvel teórico, salientando que apesar de suas

várias concordâncias observacionais, ao aderirmos o MCP, automaticamente somos impe-

lidos a admitir que o Universo é composto ∼ 95% de entes os quais não podemos ver nada

além de suas correções gravitacionais, permanecendo eles assim, sob um setor escuro.

A segunda opção que temos, refere-se em assumir que a RG não pode ser encarregada

de responder questões ligadas às grandes escalas cosmológicas, esta abre viés ao propósito

central de nosso trabalho, o qual abordaremos nos próximos caṕıtulos.



5 Teoria de Gravidade f (R,Lm)

Diante do quebra-cabeças relacionado à gravidade, resulta-se um novo ramo da f́ısica

chamado, teorias alternativas de gravidade. Essa área é compreendida por teorias que

buscam por meio de modificações simples, porém aqui fundamentais a ńıvel lagrangeano,

na ação de campo1 e suas respectivas equações, dar solução aos atuais problemas da

gravitação de forma mais natural, ao simplesmente somar termos corretivos a própria

geometria e/ou matéria conhecida do Universo. Também é notável que decorrente a nova

base conceitual proporcionada por essas teorias, é permitido a formação de uma estrutura

inédita para cada modelo com sua respectiva função a ser estabelecida.

Vale ressaltar que, uma das motivações centrais para que se adote generalizar/modificar

a lagrangeana, está aliada ao pasśıvel sentido f́ısico atribúıdo a natureza da efetiva nova

ação de campo. Dito isto, além de sua potencial forma de AGM, algo que não é admisśıvel

via teoria padrão, tornar posśıvel a solução dos atuais conflitos cosmológicos, seu caráter

simples pode ajudar a revelar partes ı́ntimas e ainda desconhecidas da natureza.

Ocupando o cerne de nosso trabalho, a teoria f(R,Lm) (HARKO; LOBO, 2010), apre-

sentada primeiramente em 2010, como resultado de uma ampla generalização da ação de

Einstein-Hilbert, tendo em vista que mediante a sua essência2, cada singular configura-

ção funcional de f(R,Lm) dispõe tanto de posśıveis e espećıficas estruturas gravitacionais

compostas por termos responsáveis pela curvatura e matéria, quanto por um acoplamento

entre ambas a partir de uma única função.

Sendo assim, expressamos a ação que a corresponde:

S
f(R,Lm)

=

∫
d4x
√
−gf(R,Lm), (5.1)

em que g é o determinante da métrica e f(R,Lm) uma função arbitrária do escalar de

Ricci R e da densidade lagrangeana de matéria Lm.

1Refere-se a ação composta por ambos os termos que representam curvatura e matéria.
2Generalidade.
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Define-se como tensor de energia-momento, dado pela Eq.(2.29), assumindo que a

densidade lagrangeana de matéria depende somente dos componentes do tensor métrico

gµν , e não de seus derivados, obtemos

Tµν = gµνLm − 2
∂Lm
∂gµν

. (5.2)

Aplicando o prinćıpio variacional à Eq. (5.1), obtemos (HARKO; LOBO, 2010),

δS
f(R,Lm)

=

∫ [
f
R

(R,Lm)δR + f
Lm

(R,Lm)
δLm
δgµν

δgµν − 1

2
gµνf(R,Lm)δgµν

]√
−gd4x, (5.3)

onde denotamos f
R
≡ ∂f(R,Lm)/∂R e f

Lm
≡ ∂f(R,Lm)/∂Lm.

Variando-se o escalar de Ricci, temos que,

δR = δ (gµνRµν)

= Rµνδg
µν + gµνδRµν

= Rµνδg
µν + gµν

(
∇λδΓ

λ
µν −∇νδΓ

λ
µλ

)
(5.4)

Levando-se em conta o cálculo disposto dentre às Eqs.(2.13) e (2.20) e que a variação

da conexão é dada como

δΓλµν =
1

2
gλα (∇µδgµα +∇νδgαν −∇αδgµν) , (5.5)

obtemos,

δR = Rµνδg
µν + gµν∇µ∇µδgµν −∇µ∇νδg

µν . (5.6)
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Dessa forma, podemos reescrever (5.3) como

δS
f(R,Lm)

=

∫ [
f
R

(R,Lm)Rµνδg
µν + f

R
(R,Lm)gµν∇µ∇µδgµν − f

R
(R,Lm)∇µ∇νδg

µν

+ f
Lm

(R,Lm)
δLm
δgµν

− 1

2
gµνf(R,Lm)δgµν

]√
−gd4x. (5.7)

Após a integração parcial do segundo e terceiro termos da equação acima, usando a

definição de (5.2), obtemos às EsC para a teoria de gravidade f(R,Lm) como:

f
R

(R,Lm)Rµν+(gµν∇µ∇µ−∇µ∇ν)fR(R,Lm)−1

2

[
f(R,Lm)−f

Lm
(R,Lm)Lm

]
gµν =

1

2
f
Lm

(R,Lm)Tµν .

(5.8)

Contraindo (5.8) com gµν , obtemos a seguinte relação entre R, Lm e T = T µµ o traço

do tensor de energia-momento,

f
R

(R,Lm)R + 3�f
R

(R,Lm)− 2
[
f(R,Lm)− f

Lm
(R,Lm)Lm

]
=

1

2
f
Lm

(R,Lm)T. (5.9)

Isolado o termo �f
R
≡ ∇µ∇µf

R
(R,Lm), presente a (5.9) e substituindo em (5.8),

resulta em

f
R

(R,Lm)

(
Rµν −

1

3
Rgµν

)
+

1

6

[
f(R,Lm)− f

Lm
(R,Lm)Lm

]
gµν

=
1

2
f
Lm

(R,Lm)

(
Tµν −

1

3
Tgµν

)
+∇µ∇νfR(R,Lm), (5.10)

valendo notar que, além dos termos extras que aparecem em tais equações, comparadas

com (2.32), poderem fazer o papel do setor escuro do Universo, caso f(R,Lm) = R/2χ+

Lm, recupera-se a RG.
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Tomando a derivada covariante em (5.8), usando (�∇ν − ∇ν�)F = Rµν ∇µF ,

∇µG
µν = 0 (KOIVISTO, 2006), e a definição (5.2), obtemos

∇µTµν = ∇µ ln
[
f
Lm

(R,Lm)
]

(gµνLm − Tµν)

= 2∇µ ln
[
f
Lm

(R,Lm)
] ∂Lm
∂gµν

. (5.11)

Em (HARKO; LOBO, 2010), os autores desenvolveram um modelo assumindo f(R,Lm)

= Λ exp (R/2Λ + Lm/Λ) como forma para ação de campo, no entanto, várias formas fun-

cionais e aplicações são vistas na literatura. Em (BERTOLAMI, 2007), é proposta uma

das formas iniciais desse tipo de acoplamento antes da generalização em (HARKO; LOBO,

2010). Podemos encontrar a análise de viáveis candidatos a EΛ sobre a teoria f(R,Lm)

via sistemas dinâmicos (AZEVEDO; PARAMOS, 2016), assim como objetivas explanações

sobre a viabilidade de modelos cosmológicos dentre suas condições de energia (WANG,

2010) e termodinâmica (POURHASSAN; RUDRA, 2020).

Outros trabalhos como (HARKO T.; LOBO; SUSHKOV, 2013) e (MONTELONGO;

LOBO, 2011), dedicaram-se em demonstrar a posśıvel não violação das condições de ener-

gia, enquanto em (ORFEU, 2018), adotaram a teoria sobre o formalismo de Newman-

Penrose e de perturbações explorando suas implicações acerca do contexto das ondas

gravitacionais; também pode-se verificar ante a um recente trabalho (CARVALHO, 2020)

sua aplicação sobre a estruturação e consequências relativas ao equiĺıbrio hidrostático de

estrelas de nêutrons, o qual permitiu serem estabelecidos limites superiores de massa para

pulsares massivos (LINARES; SHAHBAZ; CASARES, 2018) não previstos pela teoria

padrão, assim como “anuncia” o recente e intrigante evento detectado pelo LIGO e Virgo

GW190814, onde foi evidenciado um objeto compacto de 2.6M�, o que indica massa supe-

rior ao limite (via RG) estabelecido para uma estrela de nêutrons, porém uma quantidade

pequena vista em relação a um buraco negro (ABBOTT, 2020).

Após a introdução ao formalismo base da teoria f(R,Lm), veremos no seguinte caṕıtulo

seu uso na construção de um modelo cosmológico, até então inédito sobre tal forma.



6 Modelo de FRW na Teoria f (R,Lm)

Na sequência, iremos apresentar o desenvolvimento de nosso modelo cosmológico pro-

posto, estruturado sobre a teoria discutida no caṕıtulo anterior aderindo à métrica de

FRW. Para obtermos as soluções de nosso modelo, devemos estabelecer inicialmente as

equações de campo, as quais em decorrência dos cálculos extensos, doravante usaremos a

seguinte notação (suprimindo a notação (R,Lm), que se representa através do escalar de

Ricci e lagrangeana de matéria respectivamente), reescrevemos a Eq.(5.8):

Gµν = T̂µν , (6.1)

onde

T̂µν = − 1

2f
R

[
gµν
(
LmfLm

+Rf
R
− f

)
− f

Lm
Tµν + 2 (gµν�−∇µ∇ν) fR

]
, (6.2)

define o tensor de energia-momento efetivo.

6.1 Equações de Campo

A prinćıpio, como condição inicial delimitaremos o desenvolvimento das EsC na teoria

de gravidade f(R,Lm) sobre um universo dotado da métrica (3.1), plana (k = 0), sem a

forma espećıfica de f(R,Lm).

Tomando a coordenada temporal (µν = 00) sobre (6.1):

G00 = T̂00, (6.3)

a qual, por conseguinte, usando os termos derivados da métrica citada acima, reescreve-se
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como,

3

(
ȧ

a

)2

= − 1

2f
R

[
LmfLm

−f− 6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
f
R
−ρf

Lm
+ 2 (g00�−∇0∇0fR)

]
, (6.4)

restando os dois últimos termos à direita da igualdade, que serão evolúıdos de forma

separada/respectivamente iniciado do seguinte cálculo:

•

gµν�fR = gµν (gρα∇ρ∇αfR)

= gµν
(
gρα∂ρ∂αfR − gραΓλρα∂λfR

)
, (6.5)

separando as coordenadas entre temporal e espaciais,

g00∂0∂0fR + gij∂i∂jfR − g00Γλ00∂λfR − gijΓλij∂λfR , (6.6)

levando-se em conta a diagonalidade de nossa métrica, i 6= j = 0,

g00∂0∂0fR + gii∂i∂ifR − g00Γλ00∂λfR − giiΓλii∂λfR , (6.7)

sendo expandidos os somatórios presentes em ii, verificando-se nulas as conexões do III

termo e, ∂λfR = 01, obtemos como solução de (6.5)

gµν�fR = gµν
[
g00∂0∂0fR −

(
g11Γ0

11∂0fR + g22Γ0
22∂0fR + g33Γ0

33∂0fR
)]

= gµν
(
∂0∂0fR + 3

ȧ

a
∂0fR

)
, (6.8)

tendo como resultado para µν = 00,

g00�fR = g00

(
∂0∂0fR + 3

ȧ

a
∂0fR

)
= ∂0∂0fR + 3

ȧ

a
∂0fR . (6.9)

1Consequente as condições de homogeneidade e isotropia postulados através do prinćıpio cosmológico
junto a métrica de FRW, temos a não dependência sobre variações das coordenadas espaciais.
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•

−∇µ∇νfR = −
(
∂µ∂νfR − Γλµν∂λfR

)
, (6.10)

expandindo o somatório no último termo acima,

−∂µ∂νfR + Γ0
µν∂0fR + Γ1

µν∂1fR + Γ2
µν∂2fR + Γ3

µν∂3fR , (6.11)

onde analogamente ao passo (6.9), temos que os três últimos termos dessa equação são

nulos, e assim,

−∇µ∇νfR = −∂µ∂νfR + Γ0
µν∂0fR , (6.12)

para µν = 00,

−∇0∇0fR = −∂0∂0fR + Γ0
00∂0fR

= −∂0∂0fR , (6.13)

uma vez que a conexão Γ0
00 = 0.

Junto dos resultados (6.9) e (6.13), podemos reescrever a Eq.(6.4), como:

3

(
ȧ

a

)2

= − 1

2f
R

[
LmfLm

− f − 6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
f
R
− ρf

Lm
+ 6

ȧ

a
ḟ
R

]
, (6.14)

onde ḟ = df/dt, denota derivada temporal.

Previamente, para calcularmos as componentes espaciais das EsC

Gij = T̂ij, (6.15)

como feito para a Eq.(6.4), devemos derivar seus respectivos termos dados pelas relações

(6.8) e (6.12); dessa forma,

g11�fR = −a2

(
∂0∂0fR + 3

ȧ

a
∂0fR

)
. (6.16)

g22�fR = −a2r2

(
∂0∂0fR + 3

ȧ

a
∂0fR

)
. (6.17)

g33�fR = −a2r2 sin2 θ

(
∂0∂0fR + 3

ȧ

a
∂0fR

)
. (6.18)
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−∇1∇1fR = aȧ ∂0fR . (6.19)

−∇2∇2fR = aȧr2 ∂0fR . (6.20)

−∇3∇3fR = aȧr2 sin2 θ ∂0fR . (6.21)

Com isso, chegamos as seguintes EsC para as componentes µν = 11, 22 e 33, respecti-

vamente:

−a2

(
2
ä

a
+
ȧ2

a

)
=

a2

2f
R

[
(Lm+p)f

Lm
−f−6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
f
R

+2

(
f̈
R

+ 2
ȧ

a
ḟ
R

)]
. (6.22)

−a2r2

(
2
ä

a
+
ȧ2

a

)
=
a2r2

2f
R

[
(Lm+p)f

Lm
−f−6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
f
R

+2

(
f̈
R

+ 2
ȧ

a
ḟ
R

)]
. (6.23)

−a2r2sin2θ

(
2
ä

a
+
ȧ2

a

)
=
a2r2sin2θ

2f
R

[
(Lm+p)f

Lm
−f−6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
f
R

+2

(
f̈
R

+ 2
ȧ

a
ḟ
R

)]
. (6.24)

6.2 Equações de Friedmann

Com a finalidade de obter as soluções para o nosso modelo cosmológico, doravante

assumindo a forma funcional que admite o AGM f(R,Lm) = R/2χ + (1 + σR)Lm, com

χ = 8πG, exporemos as EsF.

Assim sendo, através da Eq.(6.14), obtemos

H2 =
8πG

3
ρ− 16πGσ

[
L̇m

ȧ

a
− Lm

ä

a
+

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
ρ

]
, (6.25)

correspondendo essa, a 1a equação de Friedmann de nosso modelo em f(R,Lm).
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Dada a forma das equações (6.22), (6.23) e (6.24), dispomos da seguinte generalização

das componentes espaciais Gij:

gij

(
2
ä

a
+
ȧ2

a2

)
=8πGTij+16πGσgij

[
Lm

(
ȧ

a

)2

−L̈m−2L̇m
ȧ

a
+(Lm+3p)

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)]
, (6.26)

a qual pode ser reescrita através da contração com gij,

2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

= −8πGp+16πGσ

[
Lm

(
ȧ

a

)2

−L̈m−2L̇m
ȧ

a
+ (Lm + 3p)

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)]
. (6.27)

Em seguida, fazendo a subtração entre as equações (6.27) e (6.25), obtemos

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) + 8πGσ

[
2Lm

(
ȧ

a

)2

−L̈m−L̇m
ȧ

a
+(ρ+ 3p)

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)]
, (6.28)

essa, a 2a equação de Friedmann do modelo; vale notar que em ambas às EsF (6.25 -6.28),

ao tomar-se σ = 0 recuperamos a solução padrão com a RG.

6.3 Solução para os Parâmetros do Modelo

Frente ao seguinte passo, expomos ao leitor que diferentemente das teorias de gravidade

com acoplamento mı́nimo, onde devido ao termo de fonte (matéria/energia) em sua ação

apresentar uma degenerescência não explicita a estrutura de Lm, teorias que possuem o

AGM permitem uma descrição caracteŕıstica de sua lagrangeana de matéria, a partir da

qual pode-se tomar uma essencial e nova acepção inerente a natureza-efetiva do respectivo

fator associado.

Vários trabalhos, aqui já citados, demonstram que essa opção é uma poderosa ferra-

menta para se estudar a dinâmica do Universo. Contudo, notando que dentre significativas

discussões sobre diferentes formas lagrangeanas e acoplamentos vistos na literatura (FA-

RAONI, 2009), (BERTOLAMI; LOBO; PÁRAMOS, 2008), (HARKO; MORAES, 2020),

desde recentes trabalhos (CARVALHO, 2017), (VELTEN; CARAMÊS, 2017), até con-

ceituados referenciais (SCHUTZ, 1970), possuem como direção natural para descrição de

suas lagrangeanas de matéria, Lm = −p.
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Sendo essa a nossa mesma direção, buscando fundar um modelo que desempenhe de

forma eficiente o atual cenário da EA sem a necessidade de aderir a um fluido exótico,

como a EΛ (p = −ρ), nesta seção iremos utilizar às EsF do modelo, de modo a obter suas

soluções e analisar seus relativos resultados/previsões.

Deste modo, assumindo a lagrangeana de matéria como2 Lm = −p, sobre um universo

dominado por matéria em razão de assegurar que, caso nosso modelo descreva de forma

coerente o atual cenário cosmológico tomando-se Lm = −p = 0, apropriadamente a EA

será proveniente dos termos extras da teoria (em nosso caso, constitúıdos através do

AGM), podemos reescrever as Eqs.(6.25 - 6.28), respectivamente como:

H2 =
8πG

3
ρ− 16πGσ

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
ρ. (6.29)

ä

a
= −4πG

3
ρ+ 8πGσ

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
ρ. (6.30)

No decorrer do seguinte cálculo para o fator de escala a(t), deixemos claro que nossa

intenção, do ińıcio ao final, estará em manter a dependência em σ sobre nossas soluções.

Isto posto, para obtermos a solução do fator de escala no tempo, devemos primeira-

mente encontrar uma solução para ρ(t) contida nas EsF. Diante disso, faremos uso do

seguinte resultado fornecido pela equação da conservação de matéria/energia do modelo.

Visto o resultado de (3.15), sabendo que a derivada covariante do tensor de energia-

momento, na teoria de gravidade f(R,Lm), é dada por (5.11), temos para o lado esquerdo

da igualdade,

ρ̇+ 3
ȧ

a
(1 + ω) ρ = 2∇ν ln

[
f
Lm

] ∂Lm
∂gµν

, (6.31)

sendo que, para calcularmos o lado direito da equação acima, tendo-se em mente que

devemos encontrar uma relação para equação da continuidade em nosso modelo que per-

mita a análise, direta e particular, relativa a cada heterogênea fase que o universo evolveu,

façamos o seguinte desenvolvimento.

2Vale ressaltar que deve-se ter cautela ao tomar Lm = ±p, sendo que essa variação de sinal é geralmente
associada a uma respectiva mudança de assinatura métrica (com algumas exceções).
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Em razão das grandezas de densidade e pressão serem totalmente intercambiáveis, a

menos de uma constante (ω), podemos reescrever nossa forma lagrangeana como,

Lm = −p = ω (−ρ),

permiti-nos calcular

∂Lm
∂gµν

=
∂(−p)
∂gµν

=
∂ ω(−ρ)

∂gµν
, (6.32)

dado que ω é uma constante, a mesma pode sair da derivada parcial, e então

∂Lm
∂gµν

= ω
∂(−ρ)

∂gµν
. (6.33)

Feito o passo anterior, em vista de obter uma nova relação para (6.33), igualando as

equações (3.9 - 5.2), temos que

(ρ+ p)uµuν − pgµν = gµνLm − 2
∂Lm
∂gµν

, (6.34)

onde, isolando o termo que contem a derivada parcial do tensor métrico, encontramos

∂Lm
∂gµν

= −1

2
[(ρ+ p)uµuν − pgµν − gµνLm] , (6.35)

e assim, devidamente tomando-se Lm = −ρ,

∂(−ρ)

∂gµν
= −1

2
[(ρ+ p)uµuν − pgµν + ρgµν ] , (6.36)

resultado que, através de sua substituição na Eq.(6.33), reproduz

ω
∂(−ρ)

∂gµν
= −1

2
ω [(ρ+ p)uµuν − pgµν + ρgµν ] . (6.37)
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Dessa forma, voltando ao lado direito da Eq.(6.31) com f
Lm

= 1 + σR,

2∇ν ln
[
f
Lm

] ∂Lm
∂gµν

= 2∇ν ln [1 + σR]
∂Lm
∂gµν

= 2

(
σ

1 + σR

)
∇νR

∂Lm
∂gµν

, (6.38)

e, substituindo o resultado presente na Eq.(6.37),

2∇ν ln
[
f
Lm

] ∂Lm
∂gµν

= 2

(
σ

1 + σR

)
∇νR

∂Lm
∂gµν

= −
(

ω σ

1 + σR

)
∇νR [(ρ+ p)uµuν − pgµν + ρgµν ] . (6.39)

Por conseguinte, como feito para o lado esquerdo da Eq.(3.15), tomando-se µ = 0

sobre (6.39),

2∇ν ln
[
f
Lm

] ∂Lm
∂g0ν

= −
(

ω σ

1 + σR

)
∇νR

[
(ρ+ p)u0uν − pg0ν + ρg0ν

]
, (6.40)

levando-se em conta a diagonalidade da métrica de FRW,

2∇0 ln
[
f
Lm

] ∂Lm
∂g00

= −
(

ω σ

1 + σR

)
∂0R

[
(ρ+ p)u0u0 − pg00 + ρg00

]
= −2

(
ω σ

1 + σR

)
Ṙ [ρ] . (6.41)

Por fim, para um universo dominado por matéria (ω = 0), dispomos da seguinte

solução para a equação da continuidade do modelo:

ρ̇+ 3
ȧ

a
ρ = 0, (6.42)

valendo-se notar que o resultado encontrado acima evidência a conservação de maté-

ria/energia no modelo, tratando-se diretamente da mesma solução obtida através da RG

para com a descrição da era da matéria.
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Dada a relação (6.42), lembrando que temos em vista uma solução para ρ(t), podemos

extrair as seguintes duas igualdades:

ȧ

a
= −1

3

ρ̇

ρ
, (6.43)

ä

a
= −1

3

ρ̈

ρ
+

4

9

(
ρ̇

ρ

)2

, (6.44)

e reescrever as equações (6.29 - 6.30), como

1

9

(
ρ̇

ρ

)2

=
8πG

3
ρ− 16πGσ

[
5

9

(
ρ̇

ρ

)2

− 1

3

ρ̈

ρ

]
ρ, (6.45)

−1

3

ρ̈

ρ
+

4

9

(
ρ̇

ρ

)2

= −4πG

3
ρ+ 8πGσ

[
5

9

(
ρ̇

ρ

)2

− 1

3

ρ̈

ρ

]
ρ. (6.46)

Manipulando as equações (6.45) e (6.46), encontramos que

ρ̈

ρ
− 3

2

(
ρ̇

ρ

)2

= 0, (6.47)

possuindo como solução,

ρ(t) = ϕ

(
1

t+ C

)2

, (6.48)

sendo ϕ e C, constantes. Note que a solução obtida para o comportamento de evolução

temporal de ρ em nosso modelo, além de estabelecer evidente consonância com o resultado

fornecido pela RG no MCP (RYDEN, 2003), haja vista à relativa proporcionalidade de

H(t) ∝ ρ(t), também promove uma densidade finita no momento do Big Bang, algo não

visto no MCP, por meio do ajuste de C.
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Encontrado ρ(t), adiante para obtermos a solução do fator de escala, primeiro soma-

remos as Eqs.(6.29 - 6.30), como segue:

ä

a
+

(
ȧ

a

)2

=
4πG

3
ρ− 8πGσ

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2
]
ρ

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2
]

(1 + 8πGσρ) =
4πG

3
ρ

ä

a
+

(
ȧ

a

)2

=
4πG

3
ρ

(
1

1 + 8πGσ ρ

)
, (6.49)

onde, por simplicidade, assumindo C = 0 sobre o resultado (6.48) para a densidade de

matéria, podemos reescrevê-la da seguinte forma,

äa+ ȧ2 − σ(t)a2 = 0, (6.50)

sendo σ(t) =
4πGϕ

3

(
1

t2 + 8πGϕσ

)
.

6.3.1 Fator de Escala

Nesta seção são obtidos os resultados finais dos parâmetros cosmológicos derivados

pelo modelo aqui proposto, objetivando analisar sua viabilidade f́ısica por meio da com-

paração/concordância com os parâmetros preditos pelo MCP.

Fazendo a seguinte mudança de variável a = υ1/2, podemos reescrever a Eq.(6.50)

como

ϋ − 2σ(t)υ = 0, (6.51)

que, sob a condição inicial a(0) = 0, tem como solução para o fator de escala

a(t) = ζ

√
F [α] (Gϕσ)−1/2 t, (6.52)
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com ζ, uma constante, α = 1/4, F [n] = 2F1

[
n− δ, n+ δ,

(
n+

5

4

)
,− t2

8πGϕσ

]
, δ =(

1

16
+

2πGϕ

3

)1/2

, sendo representado por

2F1 [a, b, c, d] =
∞∑
n=0

(a)n (b)n
(d)n

(c)n

n!
, (6.53)

uma função hipergeométrica3, onde os termos destacados acima evoluem conforme o Śım-

bolo de Pochhammer (SEABORN, 1991),

(s)n = s(s+ 1)(s+ 2)...(s+ n− 1); (s)0 = 1. (6.54)

Ante a solução (6.52) expomos na Fig.(6.1) o comportamento exibido pelo fator de

escala em função do tempo, onde, exceto pela curva em preto representando o resultado

via RG (σ = 0 sobre às EsF) em todas as figuras, a prinćıpio analisamos a viabilidade do

modelo diante a modificação de ϕ, sendo destacado três relevantes valores com o propósito

de exibir a principal influência de tal parâmetro sobre os resultados.

Posto isto, dado que a variação com relação ao parâmetro σ e a definição de ζ = 7π/5

estão ligados unicamente ao ajuste para a descrição inicial adequada da era da matéria

(ou seja, a ∝ t2/3) nas presentes soluções, podemos ver através da curva em verde que

resultados impostos por valores de ϕ ≤ 0, 24, não apontam para um cenário coerente com

a EA. Fato relativo ao evidenciar que, assim como a curva em preto (solução via RG), tal

solução demonstra um comportamento aproximadamente linear para o parâmetro, onde

coerentemente é esperado que o mesmo evolva de forma proporcional e respectiva a, ȧ > 0

e ä < 0, ȧ > 0 e ä > 0, para sinalizar4 um posśıvel cenário de EA.

No entanto, referente as soluções estabelecidas através de ϕ = 1, 5 e 8π2, respectiva-

mente representadas pelas curvas em vermelho e azul, tendo em mente as alegações an-

teriores, pode-se verificar um comportamento aceitável uma vez observado que em certos

peŕıodos de tempo ä manifesta uma variação de forma positiva, notavelmente observado

em tais curvas.

Analisados os parâmetros acima na Fig.(6.1), mediante o comportamento da solução

discutida sobre a configuração de ϕ = 8π2 e σ = 2, 5 × 10−4, e outras razões que serão

elencadas nas seguintes seções, devemos nos concentrar sobre soluções em torno de tais

valores.

Sendo assim, mais abaixo na Fig.(6.2), fixando-se o parâmetro ϕ = 8π2, nota-se que

3Conhecida como série hipergeométrica gaussiana.
4Destaquemos como caracteŕıstica essencial a evidenciar esse momento cósmico (EA), a transição de

ä < 0 −→ ä > 0, uma vez que tal mudança sugere uma taxa de variação positiva para a aceleração.
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dentre às três curvas definidas por nosso modelo, embora todas estejam indicando de

forma razoável uma solução que represente um cenário acelerado, especificamente devemos

ressaltar dois pontos; o primeiro trata-se da área delimitada entre as curvas em azul e

vermelho (2, 5× 10−4 ≤ σ ≤ 3, 5× 10−4) a qual apresenta um melhor ajuste em vista do

inicial comportamento predito pelo MCP de a ∝ t2/3 para a era da matéria; em segundo,

pode-se verificar que através da variação de σ para valores maiores, nitidamente se vê

uma atenuação sobre a conduta de ȧ, algo que devidamente analisaremos mais a fundo

através de seus respectivos resultados sobre H(t) e q(t) mais a frente.
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FIGURA 6.1 – Evolução temporal do Fator de Escala.
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FIGURA 6.2 – Evolução temporal do Fator de Escala com ϕ = 8π2.

6.3.2 Parâmetro de Hubble

Depois de termos reproduzido a equação que define o fator de escala, obtemos a solução

para o parâmetro de Hubble da seguinte forma:

H(t) =
1

2t
+

t

18σ

(
F [β]

F [α]

)
, (6.55)

com β = 5/4, lembrando que H =
ȧ

a
.

Por meio do resultado (6.55), portando relativo consenso com o já evidenciado sobre

a(t), devemos acentuar que, apesar da solução resultante de ϕ = 1, 5 na Fig.(6.1) demons-

trar uma sutil variação positiva sobre ä, a partir da análise retirada da Fig.(6.3), tanto

esta quanto a curva delineada com ϕ = 0, 24, representam soluções fisicamente destoan-

tes do contexto esperado. Conclusão essa tendo em vista que H(t) −→ 0 em ambas as

soluções, onde, como previsto pelo MCP5 H ∝ t−1, espera-se que o mesmo exiba uma

evolução de forma constante de modo a justificar uma solução do tipo exponencial sobre

a(t) e consequentemente sugerir um processo de aceleração.

Todavia, verifica-se em ambas às Figs.(6.3 - 6.4) que para o valor de ϕ = 8π2 o

comportamento desenvolvido por H(t) segue em consonância com tais previsões, haja

5Consonante com nosso modelo através da solução obtida para densidade de matéria Eq.(6.48).
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vista que o mesmo aproxima-se do presente momento cósmico configurando um aspecto

platô H(t0) −→ constante, apontando então como esperado, para um cenário de EA.

Por fim, até o dado momento em análise, concluiu-se que valores de ϕ < π2 decisiva-

mente estabelecem soluções onde H(t) ∼ 0.
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FIGURA 6.3 – Parâmetro de Hubble como função do tempo.
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FIGURA 6.4 – Parâmetro de Hubble como função do tempo com ϕ = 8π2.
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6.3.3 Parâmetro de Desaceleração

Sendo a principal caracteŕıstica investigada no presente trabalho, o parâmetro de de-

saceleração q(t), junto de H(t) como já vimos, é responsável por descrever/classificar se o

Universo está em processo de aceleração (q < 0) ou desaceleração (q > 0). Neste diapasão,

o mesmo é representado por nosso modelo como

q(t) =
(9σF [α])2−(6t)2σF [α]F [β]+(t2F [β])

2
+3t4 (9−4πGϕ)F [α]F [γ]/10πGϕ

(9σF [α]+t2F [β])2 , (6.56)

sendo γ = 9/4, e q(t) = − äa
ȧ2

.

Mediante a Eq.(6.56), corroborando com os resultados analisados anteriormente, é

posśıvel verificar na Fig.(6.5) que, ainda que suceda uma variação sobre q(t), valores de

ϕ < 0, 24 não permitem seguramente uma solução acelerada; destacando-se que para

ϕ ∼ 0, 24 dispomos de uma solução que representa um universo com aceleração aproxi-

madamente nula.

Ainda sobre tais soluções, demonstrado através da curva em vermelho onde q(t) ∼
−0, 6, nossa investigação permitiu estabelecer que valores de 0, 24 ≤ ϕ < 8π2, apesar de

“atestarem” um universo acelerado (q < 0), não estabelecem o comportamento desejado

em vista do resultado fornecido pelo MCP, afirmação a qual é feita em virtude de que

q(t) =
1

2

∑
Ωi (1 + 3ωi) = Ωr +

1

2
Ωm +

1 + 3ωΛ

2
ΩΛ, (6.57)

com Ωr0 ∼ 10−4 (podendo ser desprezado), e ωΛ = −1,

q(t) =
1

2
Ωm − ΩΛ, (6.58)

obtém-se, esperada e notavelmente, como consequência por meio da expansão, uma evo-

lução assintótica do parâmetro q(t) −→ −1, resultado equivalente ao obtido através do

modelo de universo de Sitter (SITTER, 1916) (recordando que a solução para esse modelo

não possui matéria).

Contudo, a respectiva análise possibilitou o importante e apropriado ajuste do parâ-

metro ϕ do modelo, esse precisando o valor de 8π2 como limite inferior aliado a sua efetiva

competência junto ao valor esperado do parâmetro q(t).

Em seguida, na Fig.(6.6) temos manifestado através de pequenas flexões entre as cur-

vas, claramente a direta influência do parâmetro responsável pelo AGM no modelo, onde,

portanto, decorrente a variação de σ a valores mais elevados é observado uma moderação

ante à taxa de variação de q(t), valendo ainda se destacar o relativo equiĺıbrio vigente
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entre tais variações presentes tanto nesta figura, quanto nas soluções para a(t) expostas

na Fig.(6.2). Sendo assim, entendemos que σ demonstra estar intrinsecamente relacionado

a uma forma de jerk (j(t)), ou seja, o AGM além de permitir q < 0 no modelo, provê um

mecanismo com relação a sua variação.

Dada sua relevância na cosmologia, exponhamos que o nomeado como par de state-

finder, esse composto por j(t) e s(t)6, trata-se de um importante diagnóstico que pode

diferenciar alternativos modelos cosmológicos propostos para ME e EΛ, destaquemos como

exemplo, o Phantom (ω < −1) e o Quintessência7 (−1 < ω ≤ −1/3); modelos dos quais

o último, visto em (JESUS, 2008), é discutido frente a usuais cenários aliados ao aco-

plamento sobre uma perspectiva interacional do setor escuro (ME ←→ EΛ), objetivando

investigar suas implicações e fundamentalidade.

Ademais, verificando-se em ambas figuras abaixo que q(t) permanece estabelecido

entre uma faixa limitante de 1 ≤ q ≤ −1, relação que assente a descrição dos peŕıodos

dominados pela radiação (q = 1), matéria (q = 1/2) e aceleração (0 < q ≤ −1) do

Universo, assim como previsto no MCP, note-se que as curvas, referentes as Figs.(6.2 -

6.4 - 6.6), além de demonstrarem que o Universo adentra em uma fase de aceleração,

revelam-se coerentes com o cenário total estimado, uma vez que outorgam uma transição

do regime desacelerado, composto pelas eras mencionadas anteriormente, incluindo-se o

atual momento cósmico definido como (q0).

Diante isso, vale trazer ao leitor que embora ainda haja notáveis especulações e pes-

quisas no contexto acadêmico/cient́ıfico e experimental que elencam a estimativa de q0

(LAHAV; LIDDLE, 2019), (ADE, 2016), atualmente pode-se encontrar diversos trabalhos

os quais relacionam e indicam como medida de tal parâmetro, q0 ∼ −0, 53 (RYDEN,

2003), descrição esse que é identificada na Fig.(6.6) através de um ćırculo sobre suas

respectivas curvas.

6Snap, uma combinação linear entre j(t) e q(t).
7Já referenciado no caṕıtulo introdutório.
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FIGURA 6.5 – Comportamento do parâmetro de Desaceleração.
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FIGURA 6.6 – Comportamento do parâmetro de Desaceleração com ϕ = 8π2.
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6.3.4 Restrições sobre o AGM no Modelo

Tratados os resultados acima, sabendo que uma forma segura e fundamental para se

restringir parâmetros livres em modelos cosmológicos, no geral, é feita através do confronto

com medidas observacionais, com o intuito de limitar a variação do parâmetro responsável

pelo AGM σ, nesta seção, por meio da relação entre o fator de escala e o parâmetro de

red-shift (3.24), buscaremos uma solução para o parâmetro de Hubble de nosso modelo

como função de z, ou seja, H(z).

Por conseguinte, em razão da relativa complexidade vista sobre nossa solução para o

fator de escala, como alternativa em uma primeira aproximação a fim de obter o tempo

como uma função de z, façamos sobre a(t) a seguinte expansão em série de Taylor,

a(t) = ζ

√
(Gϕσ)−1/2 t+

ζ t5/2

36σ

√
(Gϕσ)−1/2 +O[t]7/2...., (6.59)

onde, ao tomarmos até o termo de segunda ordem presente na expansão, dispomos da

relação,

1

1 + z
= ζ

√
(Gϕσ)−1/2 t

t(z) =
(Gϕσ)1/2

(1 + z)2 ζ2
. (6.60)

Constitúıdo o passo anterior, podemos através da substituição de t −→ t(z) dada pela

nova relação vista logo acima, reescrever a Eq.(6.55) que defini o parâmetro de Hubble

em nosso modelo, como

H(z) =
ζ2(1 + z)2

2 (Gϕσ)1/2

{
1 +

Gϕ

9 [ζ(1 + z)]4
F [β]

F [α]

}
, (6.61)

lembrando que as funções F [α] e F [β] estão expostas na Seção.(6.3.1), com α = 1/4 e

β = 5/4.

Junto da Eq.(6.61), fazendo uso dos valores de ζ = 7π/5 e ϕ = 8π2 definidos sobre as

discussões pertencentes a seção anterior, e assumindo como referência três distintos valores

estimados de H0 da recente literatura, sendo esses H0 = 67, 4 ± 0, 5 (AGHANIM, 2020),

H0 = 70, 3+5,3
−5,0 (HOTOKEZAKA, 2019) e H0 = 74, 03 ± 1, 42 (RIESS, 2019), podemos

observar na Fig.(6.7) o comportamento relativo ao parâmetro H(z), o qual, tomando

z = 0, permitiu-nos definir com razoabilidade os três seguintes valores para o parâmetro

dirigente do AGM, σ = 2, 8× 10−4, 2, 6× 10−4 e 2, 4× 10−4, de forma mútua a ordem de

H0 apresentado inicialmente.
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FIGURA 6.7 – Comportamento do parâmetro de Hubble como função do red-shift

Contudo, após cumprir-se a análise sobre as previsões dos parâmetros cosmológicos

a(t), H(t) e q(t) de nosso modelo, foi posśıvel verificar que a adequação dos parâmetros

livres com os valores de ζ = 7π/5 e 2, 4 × 10−4 ≤ σ ≤ 2, 8 × 10−4, em vista da conforme

evolução do fator de escala e parâmetro de Hubble H(z), e ϕ = 8π2 consequente ao

comportamento assintótico do parâmetro de desaceleração, estabelecem resultados capazes

de avir às previsões feitas através do MCP de forma apropriada.

Obtido e visto os resultados do modelo cosmológico em f(R,Lm) neste caṕıtulo,

mantendo-se em mente que nossa forma lagrangeana (Lm) tomada em um respectivo

universo dominado por matéria (p = 0) assegura-nos de que o efeito de aceleração do

Universo possui como natureza os termos extras proporcionados pela teoria, no seguinte

caṕıtulo, que passa a dispor, faremos as considerações e conclusões finais do mesmo.



7 Conclusões

Frisou-se no Caṕıtulo 1 que, embora o MCP reúna grandes avanços e estabeleça concili-

ação entre previsões e observáveis decorrentes ao concomitante e cont́ınuo esforço cient́ıfico

e tecnológico, atualmente o mesmo é dotado de grandes questões ainda em aberto.

Tendo em vista uma alternativa para responder esses impasses, as teorias alternativas

da gravidade vêm tomando crescimento no meio acadêmico; nesta dissertação de mestrado

fizemos o uso da teoria f(R,Lm) (HARKO; LOBO, 2010), um formalismo que torna pos-

śıvel teorias de gravidade com acoplamentos não-mı́nimo entre geometria e matéria, para

estabelecer um novo modelo cosmológico a fim de tratar o atual contexto problemático.

No Caṕıtulo 2, fizemos uma breve revisão sobre as principais caracteŕısticas e con-

ceitos pertinentes ao desenvolvimento da RG. No Caṕıtulo 3, explanamos a Cosmologia

Clássica, buscando as principais caracteŕısticas concernentes ao desenvolvimento de nosso

trabalho, abordando assim as bases conceituais da dinâmica do MCP, junto de seus pilares

fundamentais abarcando as necessárias noções sobre a descrição dos diferentes peŕıodos

do Universo. Por conseguinte, fomentado pelo passo anterior, no Caṕıtulo 4, sintetizamos

as heterogêneas fases cósmicas dirigindo-se a analisar não somente essa composição como

um todo, mas sim explorando criticamente pontos estruturais de sua dinâmica, como a

ME e EΛ.

No Caṕıtulo 5, apresentamos a edificação matemática da teoria de gravidade f(R,Lm),

a qual foi efetivada na sequência com o Caṕıtulo 6, onde inicialmente aderindo-se a métrica

de FRW plana sem uma definição espećıfica para forma de f(R,Lm) junto da Eq.(5.8)

nos permitiu encontrar as EsC de nosso modelo, vistas em (6.14), (6.22) e (6.24).

Definido na Seção 6.2, através das Eqs.(6.25 - 6.28), as EsF sobre a forma espećıfica

de f(R,Lm) para o modelo, pode-se na Seção 6.3 assumindo um universo dominado por

matéria chegar às EsF (6.29 - 6.30) em sua forma final, as quais juntas da equação da

conservação de T µν possibilitou encontrar a solução para ρ(t) descrita pela Eq.(6.48). Na

seguinte subseção 6.3.1, obtivemos a Eq.(6.52) como solução para o fator de escala, que

consequentemente tornou posśıvel as soluções para os parâmetros de Hubble (6.55), visto

na subseção 6.3.2 e desaceleração (6.56) do Universo na subseção 6.3.3.



CAPÍTULO 7. CONCLUSÕES 70

Junto desses resultados analisamos a viabilidade/consistência de nosso modelo para

descrição da atual fase de EA do Universo, através das figuras vistas no caṕıtulo anterior

e que serão conclusas a seguir.

Inicialmente compulsando o parâmetro ϕ, defrontamos sua influência expondo sua

variação através das Figs.(6.1-6.3-6.5), onde nos foi permitido a prinćıpio verificar que

valores de ϕ . 0, 24, além de exibir um comportamento aproximadamente linear desa-

gradável para a evolução do fator de escala, tais soluções expressamente não dispõem da

previsão esperada para o valor de q < 0; notando-se ainda por meio do comportamento

de H(t) que soluções estabelecidas dentre valores π2 < ϕ < 8π2, levam-nos a um cenário

inadequado frente às previsões do MCP, dado que as mesmas apresentam H(t) −→ 0,

como já discutido na respectiva seção. Portanto, como efeito de tal investigação, obteve-

se um limite inferior para o parâmetro ϕ ligado a efetividade do modelo em permitir ou

não, uma solução acelerada para o Universo.

Na Fig.(6.2), foi posśıvel inferir que o ajuste dos parâmetros ζ = 7π/5, ϕ = 8π2

e 2, 5 × 10−4 ≤ σ ≤ 3, 5 × 10−4, espaço limitado pelo delineamento das curvas em

azul e vermelho, permitem uma solução adequada para a evolução do fator de escala,

já que o mesmo deve apresentar tanto um comportamento inicial de a(t) ∝ t2/3, quanto

uma concomitante evolução ∝ ȧ > 0 e ä < 0, seguido de ȧ > 0 e ä > 0 para indicar

uma posśıvel EA; junto da Fig.(6.6) pudemos verificar que o ajuste estabelecido sobre o

parâmetro σ está diretamente relacionado, de forma reguladora, com a taxa de variação

de q(t).

Sobre a análise da Fig.(6.4), que evidencia o comportamento do parâmetro de Hubble

como uma função do tempo, foram vistas dentre todas as soluções impostas por ϕ = 8π2

resultados favoráveis entre o esperado e previsto, corroborando com as observações feitas

através de a(t) e q(t), nas figuras (6.2-6.6).

Na subseção (6.3.4), objetivando restringir o parâmetro responsável pelo AGM do

modelo, com moderada aproximação, pode-se por meio da solução encontrada para H(z)

descrito pela Eq.(6.61) e a identificação de conceituadas estimativas para H0, definir o

limite de 2, 4× 10−4 ≤ σ ≤ 2, 8× 10−4 mais apropriado para o parâmetro.

Consequente a cŕıtica investigação dos resultados, compete-nos explanar ao leitor que

integralmente as previsões de nosso modelo apontam uma notável seguridade, haja vista

que todas1 as soluções estabelecidas por ele, além de demonstrarem um adequado com-

portamento (acima narrado) para o fator de escala e o parâmetro de Hubble, tais soluções

estão atreladas a outras duas importantes caracteŕısticas. A primeira delas trata-se do

limite superior e inferior2 definido pela solução do parâmetro de desaceleração, o qual

1Soluções através da definição dos parâmetros ζ = 7π/5, ϕ = 8π2 e 2, 4× 10−4 ≤ σ ≤ 2, 8× 10−4.
2Definido como ϕ = 8π2, levando-se em conta que mesmo se tal valor for excedido, q(t) permanece

limitado a −1.
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radica do regime desacelerado que compõem a era da radiação, com q(t) = 1, e matéria

representada por q(t) = 0, 5, seguidos do atual momento cósmico (acelerado) indicado

por q0(t) ∼ −0, 53 e assintótica evolução de q = −1, demonstrando, portanto, relevante

afinação com as previsões do atual MCP. Em segundo temos que foi posśıvel de forma

relativa restringir o parâmetro de AGM no modelo por meio de estimativas de H0 através

de dados observacionais de H(z).

Em śıntese final nesta dissertação de mestrado, é razoável destacar que, após feito

o desenvolvimento estrutural do modelo e vistos suas respectivas soluções através das

figuras contidas no caṕıtulo anterior, ao considerarmos os limites estabelecidos para ζ, ϕ

e σ, com relativa ponderação verificamos que suas previsões são fisicamente viáveis sobre

os atuais processos ligados a EA do Universo. Contudo, feito tais considerações, cabe-nos

lembrar que apesar de o MCP prever com boa concordância os observáveis, sua estrutura

possui a necessária adesão de ∼ 68, 5% do que constitui o cosmos, ser formado por um

ente exótico o qual até o momento não possui verificação direta.

Ocorrência que passa a ser desnecessária através do modelo aqui originado, decorrente

a distinta base teórica entre ambos, sendo o MCP estruturado sobre a RG, enquanto

o nosso fundamentado sobre a teoria de gravidade f(R,Lm) (HARKO; LOBO, 2010),

que junto de sua qualidade em tornar posśıvel formas mais gerais para a estrutura da

teoria de gravitação, aqui foi empregada sob uma forma de acoplamento não-mı́nimo entre

geometria e matéria, que se mostrou capaz de reproduzir de forma coerente os resultados

do MCP sem a necessidade3 de incorporar-se a EΛ; esse, o ponto de maior relevância e

tensionado por nosso modelo.

Todavia, feita a presente análise onde buscamos tornar compat́ıveis os resultados (pa-

râmetros) de nosso modelo para com os preditos através do MCP, foi posśıvel apenas

estabelecer parcialmente a competência de nosso modelo alternativo à gravitação, tendo

em vista que devemos aprofundar nossa proposta gravitacional para outras vertentes, como

o estudo de curvas de rotação de galáxias, testes de supernovas e oscilações acústicas de

bárions tendo como objetivo verificar a consistência que outorga tal modelo.

3Haja vista que nosso modelo foi capaz de estabelecer o atual cenário cosmológico com apenas uma
equação de estado, w = 0.
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Orientador: Prof. Dr. Pedro Henrique Ribeiro da Silva Moraes. Defesa em 16/07/2020. Publicada em 2020.
11. RESUMO:

Em virtude do comportamento contraintuitivo da gravidade, que como força atrativa deveria frear a expansão
do Universo, ao tomarmos como referência o atual Modelo Cosmológico Padrão, nos deparamos com a necessária
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posśıvel restrição dos parâmetros ζ, ϕ e σ (e sem a necessidade de assumir o “setor escuro”), nota-se uma
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