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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de trés corpos em um sistema do tipo (AAB),
sendo dois bésons pesados idénticos (AA) e uma terceira particula leve (B), analisa-
mos a possibilidade da existéncia do efeito Efimov para diferentes valores de relagao de
massa A = mp/m, no limite unitdrio de dois corpos usando a aproximacao de Born-
Oppenheimer. Verificamos o fator de escala discreto relacionado ao efeito Efimov, que
ocorre em sistemas de trés corpos proximo ao limite unitario; no qual o valor absoluto do
comprimento de espalhamento se aproxima do infinito. Temos R como sendo a distancia
relativa entre os bosons pesados e r a distancia entre o béson leve e centro de massa dos
boésons pesados, a interagao entre os bosons pesados e o boson leve conduz ao potencial efe-
tivo entre os bésons pesados proporcionais a 1/R? na aproximagao de Born-Oppenheimer.
Estudamos a solucao do formalismo considerando mp < m 4 para varios valores da razao
mp/ma entre os bésons. O numero de estados ligados cresce na medida que a energia
de ligagao entre duas particulas (leve-pesada) vai para zero. Diminuindo a diferenga de
massa entre os bosons encontramos um nimero menor de estados ligados de trés corpos.
Além do sistema ligado (AAB) de trés corpos, também consideramos o espalhamento de
A pelo estado ligado de (AB). Verificamos a fisica de Efimov na regiao de espalhamento,
considerando o sistema AAB de trés bdsons na razao mpg < m4, proximo ao limite uni-
tario. Para o espectro de estados ligados, demonstrou-se que dois niveis sao relacionados
por um fator de escala exponencial dado por exp (27/sg), onde sy é uma constante que
varia com a propor¢ao de massa. Mostramos que o fator de escala discreto identificado
no espectro de Efimov do estado ligado também pode ser identificado na colisao de baixa
energia de uma particula pesada A contra um sistema AB. Ao considerarmos o momento
relativo da energia k, uma sequéncia de pdlos surgiu no observével kcot 6§ na onda S,
onde §f% é a parte real da mudanga de fase da onda S. A sequéncia de polos, com a posicao
de momento dada por k = k,(n = 1,2,...), dependera da razao de massa mp/m,, bem
como na energia do estado ligado do sistema leve-pesado. O fator de escala discreto pode
ser identificado pela sequéncia de minimos na secao de choque, que sao dadas por k,. A
relacao entre energias de espalhamento consecutivas desta sequéncia foi verificada como
proxima da propor¢ao ja obtida no espectro de estado ligado de Efimov, a medida que

nos aproximamos do limite 1/asp = 0.



Abstract

In this work we study the problem of three bodies in a system of type (AAB), two
identical heavy bosons (AA) and a third light particle (B), analyzing the possibility of the
existence of the Efimov effect for different values of mass ratio A = mp/m4 in the unity
boundary of two bodies using the Born-Oppenheimer approximation. We verified the
discrete scale factor related to the Efimov effect, which occurs in three-body systems near
the unit limit; in which the absolute value of the scattering length approaches infinity.
We have R as the relative distance between the heavy bosons and r the distance between
the light boson and the center of mass of the heavy bosons, the interaction between the
heavy bosons and the light boson leads to the effective potential between the proportional
heavy bosons to 1/R? in the Born-Oppenheimer approximation. We study the solution of
formalism by considering mp < my4 for several values of the ratio mp/m, between the
bosons. The number of bound states grows as the binding energy between two particles
(light-heavy) goes to zero. By decreasing the mass difference between the bosons we
find a smaller number of connected states of three bodies. In addition to the three-body
bonded system (AAB), we also consider the scattering of A by the bound state of (AB).
We verified the physics of Efimov in the region of scattering, considering the system AAB
of three bosons in the ratio mp < m4, near the unit boundary. For the bound state
spectrum, two levels have been shown to be related by an exponential scale factor given
by exp (27/s¢), where sq is a constant that varies with the mass ratio. We show that the
discrete scale factor identified in the bound state Effimov spectrum can also be identified
in the low energy collision of a heavy particle A against a system AB. When we consider
the relative momentum of energy k, a sequence of poles will arise in the observable k cot g
in the S wave, where §f! is the real part of the phase shift of the S wave. The sequence
of poles, with the momentum position given by k = k,(n = 1,2,...), will depend on the
mass ratio mp/my, as well as on the energy of the connected state of the light-heavy
system. The discrete scaling factor can be identified by the sequence of minima in the
shock section, which are given by k,. The ratio of consecutive scattering energies of this
sequence was verified to be close to the ratio already obtained in the bound state spectrum

of Efimov, as we approach the threshold 1/asp = 0.



FIGURA 1.1 -

FIGURA 1.2 -

FIGURA 1.3 -

FIGURA 2.1 -

Lista de Figuras

O espectro Efimov em um sistema de trés corpos. No lado negativo de
a, onde o estado de dois corpos fracamente ligado nao existe, os estados
ligados de trés corpos nascem diretamente do continuo de trés corpos
(regiao azul superior) como |a| aumenta. Infinitos nimeros desses estados
se acumulam em a = co. No lado positivo de 1/a onde existe um estado
de dois corpos com fraca ligacao, os estados do trimero Efimov fundem-se

no continuo do dimero-atomo como um decréscimo. . . . . . . . . . ..

Adaptada da figura 4 (BHADURI et al., 2011). Os circulos sélidos sado pon-
tos de dados experimentais 5 a 10 nK para a recombinagao de trés corpos
observada: Cs+ Cs+ Cs — Cga+ Cs. O comprimento de espalhamento

¢ medido em unidades do raio de Bohrag. . . . . . . . . . . . . . ...

Tlustracao de uma ressonancia de Feshbach. O comprimento de espalha-
mento a da onda s é plotado como uma funcao do campo magnético B.
A regiao verde ao redor do centro de ressonancia indica a faixa univer-
sal que pode ser usada para estudar a fisica de Efimov. A largura deste

intervalo depende das propriedades particulares da ressonancia. . . . . .

Cendrio de Efimov: A energia de trés corpos é ilustrada em funcdo do
inverso do comprimento de espalhamento de dois corpos 1/a. Existem
trés diferentes regides: A regido onde se encontra presente trés atomos
livres E > 0 (Cinza), a regidao que apresenta o sistema de dois dtomos
ligados e um livre, 4tomo-dimero, para a > 0 e h?/(ma®) < E < 0
(Azul), e a regido de trés atomos ligados (Verde). Os estados de Efimov
sao ilustrados pelas curvas sélidas verdes. Eles surgem no limiar entre as
regides de trés atomos livres a < 0 e a regiao dos estados de trés atomos
ligados, e conectam com a regido atomo-dimero para a > 0. As setas
indicam onde os estados de Efimov se conectam as regioes de trés atomos
livres e a regiao atomo-dimero, nestas regioes encontramos os fenémenos

de ressonancia, ver (FERLAINO; GRIMM, 2010) . . . . . . . . . .. ...



LISTA DE FIGURAS X

FIGURA 2.2 -

FIGURA 2.3 -

FIGURA 4.1 -
FIGURA 4.2 -

FIGURA 4.3 -

FIGURA 4.4 -

FIGURA 4.5 -

FIGURA 4.6 -

FIGURA 4.7 -

FIGURA 4.8 -

Os trés conjuntos de coordenadas de Jacobi descrevem as posicoes rela-

tivas de trés particulas idénticas. . . . . . . . ... ..o 38

O potencial efetivo €(R) entre as duas particulas de massa pesada que
surge na aproximacao adiabatica devido a interagao com a particula de
massa leve. Para R < Ry, o potencial interatomico é irrelevante para
o efeito Efimov. O comprimento de espalhamento a é marcado no eixo
horizontal. Como a — oo, a ligacao de dois corpos k:g val para zero, e
¢(R) — R™2 para todo R > Ry. As quatro regides do potencial ¢(R) sdo

discutidas no texto. . . . . . . ... .. 43

Sistema de trés corpos com duas massas pesadas m4 € mp e uma leve mg. 63

Sistema de trés corpos formado por duas particulas pesadas idénticas com
massa m 4, e uma particula leve com massa mp. Estamos considerando

a faixa de validade de Born-Oppenheimer onde mp/ma4 < 1. . . . . . . 68

O potencial efetivo em fungao da distancia entre as particulas pesadas

para diferentes valores de massa m/M, em unidades de (A = |E2|=1). . 69

A funcao de onda na Eq.(4.23) como uma fungao do tamanho relativo,
r/R, e a direcdo, cos(f,r), entre as duas coordenadas relativas, r e R,
ver Fig.(4.2). As coordenadas superior e inferior sdo, respectivamente,
resultados para b = 1 e 4. A constante na frente da Eq.(4.25) e fixado

4 2
como —EBAA — 72

h2
Resultados para a funcdo de onda da particula leve para angulos /2

(angulos entre r e R) e h = |E3| = 1 para ¢(r,1) em funcdo de r. . . . . 73

Resultados para a funcdo de onda da particula leve para angulos /2
(angulos entre r e R) e i = |Ea| = 1. Resultados para ¢ (r, R) em funcao
de r para m/M=0.05. . . . . . ... 73

Resultados para a fungao de onda da particula leve para angulos /2
(angulos entre r e R) e h = | E3| = 1. Resultados para (1, R) em funcao
de R. . . . . e 74

Resultados para a funcdo de onda da particula leve para angulos /2
(angulos entre r e R) e i = |Ea| = 1. Resultados para ¢ (r, R) em funcao
de R para m/M=0.05. . . . . . . . . ... 74



LISTA DE FIGURAS xi

FIGURA 4.9 — Razao €qpropimado(s)/€exato(s) como fungao da coordenada adimensional
s. As curvas tracejada e sélida (azul) apresentam resultados para |R| —
0 em primeira e segunda ordem respectivamente, as curvas tracejada e
sélida (vermelha) apresentam resultados para |R| — oo em primeira e

segunda ordem respectivamente. . . . . . . . ... ... 7

FIGURA 4.10 —Potencial adiab&tico |egssintotico(R)/F2| em fun¢ao da coordenada adi-
mensional s(R). A linha azul sélida é a solucao numérica da Eq.(4.18) e
a linha vermelha tracejada é a expressao assintética da Eq.(4.37) respec-

tivamente. . . . . . . L 78

FIGURA 4.11 —Nas figura (a-d) a funcao de onda Y(x); potencial efetivo BO somado ao
potencial gaussiano Vp(x); energia de trés corpos E3 em vermelho, para
diferentes valores de v fixando m/M=0.05 e p=1.0. Agora para as figuras
de (e-f) temos m/M=0.20e p=1.0 . . . . . . .. .. ... ... .. 83

FIGURA 4.12 -0 potencial de Born-Oppenheimer (azul claro) e potencial dipolo-dipolo
Up(em verde) e potenciais totais (azul escuro). As linhas horizontais sao
o limiar de dois corpos Es = (ag/ 2Q? 17)E2. As figuras (a-c) os potenciais
sao plotados como funcoes de x e calculados para xg = 4.0 e relagdo de
massa mp/my = 0.05. As figuras (d-f) os potenciais sdo plotados como

fungoes de z e calculados para xg = 5.0 e relagao de massa mp/m4 = 0.20. 86

FIGURA 4.13 —Potencial efetivo BO somado ao potencial dipolo U(z); Potencial efetivo
BO somado ao potencial gaussiano V' (x); energia de trés corpos F3 em
vermelho, para diferentes valores de v e A fixando m/M=0.05, p=1.0 e

calculados para g =4.0. . . . . . . . . ..o 88

FIGURA 4.14 —Potencial efetivo BO somado ao potencial dipolo U(x); Potencial efetivo
BO somado ao potencial gaussiano V' (x); energia de trés corpos F3 em
vermelho, para diferentes valores de v e A fixando m/M=0.20 e p=4.0 e

calculados para g =5.0. . . . . . . . . ..o 89

FIGURA 5.1 — Mostramos a secao de choque transversal da onda S como uma funcao
da energia de colisao F/, em unidades de energia do estado ligado de trés
corpos Bs, para intervalo zero (linhas pontilhadas azuis) e intervalo finito

gaussiano (linhas pontilhadas vermelhas). . . . . . . . . ... .. ... 97



LISTA DE FIGURAS xii

FIGURA 5.2 — Resultados obtidos para ¢ (em unidades arbitrérias) como uma funcao
da energia de colisao (em unidades de Bs), para trés valores da ener-
gia de ligacdo AB, Bap/Bs = 0.01 (linhas azul-sélidas), 0.03 (linhas
pontilhadas-vermelhas) e 0.05 (linhas pretas tracejadas), dadas em oito
painéis. Cada painel é para um determinado valor fixo da relagdo de

massa A = mp/my (indicado dentro dos painéis). . . . . . . .. . .. 98

FIGURA 5.3 — Para m4/mp = 100, temos um gréfico de escala (para as massas a titulo
de ilustracao foi adota mjy a massa do bdéson de maior massa, e my, o
béson de menor massa) para as relagoes entre duas posigoes de energia
consecutivas dadas pelos pélos da funcao de dispersao k cot 6y, onde k? =
(ma/h?)E). Os polos sdo identificados em Ep = E, (ou k = kj,, no
espaco de tempo), com as proporcoes dadas por \/m = kn1/kn,

que sdo plotados versus 1/(k,a). Nesse caso, com m4 = 100mp, a? ~

h%/(2mpBag) e 1/(kna) ~ fﬁ%ﬁ. No painel superior, para uma melhor
visualizagao e comparagao dos resultados adiabaticos com os dados pelo
célculo de Faddeev, ky,a é multiplicado por 10 (para evitar a sobreposi¢ao

com os resultados exatos mostrados no painel inferior). . . . . . . . .. 99

FIGURA 5.4 — As relagoes entre as energias de espalhamento correspondentes as posigoes
dos zeros para a se¢ao transversal sdo mostradas com pontos azuis (para
as massas a titulo de ilustracao foi adota mg a massa do béson de maior
massa, € m, o béson de menor massa), no mesmo grafico ja verificado

para o espectro de Efimov, quando se varia a razao de massa. . . . . . . 100

FIGURA 5.5 — O mesmo que na Fig.(5.2), mas alterando a escala do eixo x para logio(Ex/Bs).
Como mostrado, os minimos para ¢ ficaram igualmente espacados para
Bap/Bs = 0.01, tal que Aflog;(Ex/Bs)] =~ 0,6. A partir dessa obser-
vagdo, podemos deduzir que E{/Bs = (1/2)3%2/ onde J =0, 1, 2, 3
Nés também podemos substituir o enredo acima por outro dado em In
ao invés de logg, tal que In(E}/Bs) = (3+2J) xIn(0,5). . . . . .. .. 101

FIGURA B.1 —Sistema de coordenadas para um sistema de trés corpos. A esquerda
(a) temos o esquema da posi¢ao das trés particulas (A, B e C) com
relacao ao centro de massa do sistema de trés corpos no espaco das
configuragoes. Do lado direito o esquema dos momentos relativos de

Jacobi das trés particulas. . . . . ... ... 118

FIGURA B.2 —Relagao das novas coordenadas com as coordenadas do laboratério

para um sistema composto por uma particula o e me,. . . . . . .. 121



Lista de Abreviaturas e Siglas

BO  Born-Oppenheimer
BEC Condensados de Bose-Einstein

matriz de dois corpos

P momento da particula

r espaco da particula

H hamiltoniano

Hy energia cinética das particulas
\% energia potencial das particulas
1 matriz identidade

PV I problema de valor inicial



Lista de Simbolos

massa da particula A

massa da particula B

massa da particula C

massa da particula pesada

massa da particula leve

indices das massas no sistema a3~y
potencial efetivo

carga modificada

interacao entre as particulas pesadas

raio de Bohr

coordenada adimensional para o sistema de trés corpos
massa reduzida do sistema AB

massa reduzida do sistema ABC

massa reduzida do sistema AA

massa reduzida do sistema BAA
momento de dipolo da particula 1
momento de dipolo da particula 2

Delta de Kronecker no instante 7 e j
numero de estados ligados

comprimento de espalhamento de dois corpos AB
espectro de estados ligados de trés corpos

parametro de eneria de trés corpos



Sumario

1 INTRODUGAO . v v vt v ittt e e e e e e e e e e e e e e e 18
1.1 Efeito Efimov no sistemas de trés corpos . . .. .. ... ... ... 18
1.2 Objetivo . . . . . . . . . 22
1.3 Motivagao do Trabalho . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 23

1.3.1  Efeito Efimov. Por que é importante? Para quais sistemas? . . . . . . 24
1.3.2  Efeito Efimov em gases ultra frios. . . . . . .. .. .. ... ... ... 25
1.4 Organizacao do trabalho . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 27

2 O EsTADO LIGADO DE TRES BOSONS - EFEITO EFIMOV . ... 30

2.1 As equagoes de Faddeev . . . . . ... ..o 30
2.2 O Efeito Efimov . . . . . .. . .. ... 34
2.2.1  Descricao do Efeito Efimov . . . . . . . ..o 34
2.2.2 A universalidade em sistemas de trés bosons idénticos . . . . . . . .. 36
2.2.3  Espectro de Efimov e o potencial radial . . . . . . ... ... ... .. 41
224 O modelo de trés corpos . . . . . ... 43

3 DINAMICA DE DOIS E TRES CORPOS . « v v v v v v v e e e oo 45
3.1 Modelo de alcance zero e renormalizagao. . . . . . .. ... .. ... 45
3.1.1  Matriz-T de dois corpos. . . . . . . . . ... . ... ... 47
3.2 Notagao e dinamica de trés corpos. . . . . . . . ... ... ... ... 48
3.2.1  Matriz-T de trés corpos. . . . . . . . . . 49
3.3 Equacgoes de estado ligado de trés corpos . . . . .. ... ... ... 51
3.3.1  Renormalizagao do operador de transicao de 3 corpos. . . . . . . . .. 52

3.3.2  Equacoes integrais de estado ligado de trés corpos. . . . . . . . . . .. 53



SUMARIO xvi

3.4 Formalismo de Faddeev para as equacoes de trés corpos. . . . .. 57
3.4.1  Estado ligado de trés corpos . . . . . . . ... 57
3.4.2  Espalhamento particula-dimero . . . . . . .. .. ... ... ... .. 58

3.4.3  Interacoes de alcance zero e alcance finito com os nicleos correspon-

dentes . . . . . L 59

4 ESTADOS LIGADOS PARA O PROBLEMA DE TRES CORPOS . ... 62
4.1 Formalismo para Aproximacao Adiabatica para o estado ligado . 63
4.1.1  Célculo para o potencial efetivo €(R). . . . . . . . . . ... ... ... 65
4.1.2  Formalismo para o sistema de trés corpos do tipo AAB . . . . .. .. 68
4.2 Estados ligados para o problema de trés corpos. . . . . . . . .. .. 70
4.2.1  Funcao de onda para o particula leve . . . . . .. ... ... .. ... 70
4.2.2  Funcao de onda para as particulas pesadas . . . . . .. ... ... .. 74
4.3 Resultados para um potencial de alcance finito. . . . . . . . . . .. 80
4.3.1  Potencial gaussiano entre os bésons de maior massa . . . . . . . . .. 81
4.3.2  Potencial dipolo-dipolo entre os bésons de maior massa . . . . . . . . 84

4.4 Resultados para potencial gaussiano e potencial dipolo-dipolo

5.1 Formalismo para aproximacao adiabatica para o sistema de es-

palhamento . . . . . ... 92

6 CONSIDERACOES FINAIS . .. .. ... i 102
REFERENCIAS + o v v oot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 105
APENDICE A — TEORIA DE ESPALHAMENTO . . . « v v v v v oo . .. 108
A.1 A equacgao de Lippmann-Schwinger . . . . . . . .. ... ... .... 108
A.2 Expansao em ondas parciais. . . . . . .. ... ... ... ... ... 111
A.2.1  Pdlos na matriz T(E) e estados ligados . . . . . ... ... ... ... 111

A.3 Espalhamento por um potencial delta de Dirac . . . ... ... .. 113

A.4 Matriz de transicao T(E) para o problema de dois corpos . . . . . 114



SUMARIO xvii

A.4.1 O Potencial delta de Dirac . . . . . . . . . . . ... 117

APENDICE B — COORDENADAS E MOMENTOS RELATIVOS DE JACOBI 118

B.1 O problema classico de trés corpos . . . . .. .. ... ........ 118
B.2 Momentos relativos de Jacobi . . . . .. ... ... ... 120
APENDICE C — FORMALISMO PARA AS SOLUCOES NUMERICOS . . 124
C.1 Solucao numérica da equacao do estado ligado de trés corpos
idénticos (AAA) . . . . . 124
C.2 Solugao numérica da equagao do estado ligado de trés corpos
distintos (ABC) . . . . . ... 126
C.3 O método de Runge-Kutta de quarta ordem . . . . . . . . .. . .. 129

C.3.1 Sistemas de equagoes diferenciais . . . . . . .. ... ... ... 130



1 Introducao

1.1 Efeito Efimov no sistemas de trés corpos

As décadas de 60 e 70 assistiram ao desenvolvimento de um formalismo rigoroso para
sistemas de trés corpos nao relativisticos considerando interagoes arbitrarias para o sis-
tema de dois corpos. As técnicas computacionais entao existentes para resolver problemas
de estado ligado de trés corpos com interacoes mais complicadas entre as particulas cons-
tituintes. Métodos de aproximagao foram desenvolvidos de modo a permitir céalculos
detalhados para uma ampla gama de problemas de espalhamento de trés corpos. Esses

problemas podem ser divididos em duas classes amplas.

Primeiro, ha problemas que dependem das propriedades gerais dos trés corpos. Uma
reacao envolvendo trés particulas é o exemplo nao trivial mais simples de um processo em
varias direcoes, mas ainda ha modelos para reacoes nucleares que sao baseados principal-

mente na intuicao e preceitos obtidos a partir do estudo de sistemas de dois corpos.

Para ilustrar essa abordagem, esse trabalho comega com uma discussao sobre as ca-
racteristicas gerais dos estados de trés corpos que nao tém caso analogo de dois corpos; as
equagoes de Faddeev e o efeito Efimov sao considerados. No entanto, para atomos neutros

ultra-frios com intensidades de interacao ajustaveis, esses inconvenientes estao ausentes.

A segunda classe de problemas envolve o estudo detalhado do sistema de trés corpos, a
fim de obter informagoes bésicas sobre as interagoes das particulas constituintes. Existem
varios sistemas interessantes, mas neste trabalho nés lidamos apenas com as propriedades

e interacoes dos sistemas de trés particulas.

Considerando trés bésons idénticos que ocupam um estado S com momento angular
[ = 0, Efimov previu em 1970 que o espectro obtido no limite unitario, no caso em que
a energia de dois corpos tende a zero, ou que o comprimento de espalhamento vai para o
infinito, obedece a uma lei de escala geométrica (EFIMOV, 1970), de tal forma que a razao
entre os autovalores de energias de trés corpos sucessivos do sistema é uma constante. Essa
escala resulta em uma acumulacao de estados de energias proximas a zero. A quantidade

de estados ligados de trés corpos € infinita quando o dimero de ligacao é zero, entretanto
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este nimero é diminuido quando a interacao se torna mais atrativa.

O efeito Efimov é um dos mais contraintuitivos fenomenos de poucos corpos no mundo
quantico, onde o sistema de trés corpos pode estar ligado mesmo quando o subsistema de
dois corpos passa nao estar ligado sem a presenca da terceira particula. Mais contrain-
tuitivamente, o efeito Efimov é exibido como um ntimero infinito de estados ligados de
trés corpos mesmo quando nao existe nenhum estado ligado de dois corpos. Qualquer
variacao nas interacoes de dois corpos saindo do limite unitario resultara apenas em uma

diminuicao dos estados ligados de trés corpos para um nimero finito.

Os estudos sobre a fisica de Efimov podem ser rastreados até o trabalho seminal
do fisico nuclear Vitaly Efimov (EFIMOV, 1970) na década de 1970. Usando o modelo
potencial de alcance zero (DEMKOV; OSTROVSKII, 2013), ele resolveu a equagao de Faddeev
(FADDEEV et al., 1965) em coordenadas hiperesféricas analiticamente, e encontrou uma
interacao de trés corpos efetiva de longo alcance que pode suportar um ntmero infinito
de estados ligados quando os subsistemas de dois corpos tém estados ligados de energia

Zero.

No contexto da fisica nuclear, a observacao experimental do efeito Efimov nao tinha
como ser confirmada, uma vez que as interacoes entre as particulas elementares sao fixas
por natureza e uma coincidéncia de energia de ligacao zero é bastante improvavel. No en-
tanto, procurou-se efeitos indiretos considerando sistemas com energia de ligacao proximo

de zero.

A energia de ligagao para duas particulas Fjy, esta ligada as suas propriedades de es-
palhamento de baixa energia quando Es é muito menor que a escala de energia natural de
uma interagao, 1/uarg onde py é a massa reduzida de dois corpos para Ej e 7o é caracte-
ristica da interacao de curto alcance. Em particular, Es esta relacionado ao comprimento
de espalhamento a da onda S e da energia Ey = h?/2usa?, onde a é definido como o
comprimento de expalhamento através do deslocamento da fase de espalhamento (k)

CcOoImo

tan d(k)
— (1.1)

a = — lim

k—0

onde k = \/2us E//h? é o nimero da onda incidente, F é a energia de dispersao assintdtica
e e € a massa reduzida de dois corpos. Fisicamente, o comprimento de espalhamento
¢ uma medida melhor para o efeito Efimov do que Es, porque o estudo mais detalhado
mostra que o efeito Efimov pode ser considerado como consequéncia das correlacoes de

longo alcance entre os pares quando |a| é grande.

O comprimento de espalhamento muda de —oco para +oo quando um estado de dois
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corpos muda de estado virtual para fracamente ligado. Os estados ligados Efimov forma-
dos quando a ¢é negativo sdo chamados estados "borromeanos ”(JENSEN et al., 2004), e sdo
de particular interesse devido ao fato de que nenhum dos subsistemas de dois corpos é ser

ligado.

Com |a| aumentando para infinito, no limite o niimero de estados ligados de trés corpos

cresce para infinito, sendo que E, obedecem uma série geométrica:

E, = Ege /% (n=0,1,2...) (1.2)

onde a energia do estado fundamental F, depende dos detalhes das interacoes de trés
corpos a curta distancia, e so € uma constante universal determinada apenas pela simetria
de particulas idénticas e a razao de massa das trés particulas. Para bdsons idénticos,
sp ~ 1.00624. O valor maximo de n é determinado por |a| e o alcance da interacao ry,

sendo dado por

so, |al
maz ~ —In— 1.
n {77 n 1 (1.3)

To

A Figura 1.1 mostra um esboco do espectro de estado ligado a Efimov de trés corpos. A
esquerda da figura, quando a < 0, os estados Efimov de trés corpos emergem do continuo
de trés corpos quando 1/a se aproxima de zero. E interessante notar que esses estados
Efimov de trés corpos irao se quebrar quando qualquer uma das particulas for removida do
sistema. As particulas em tais estados sao altamente correlacionadas (JENSEN et al., 2004).
Na parte direita da figura, os estados de Efimov desaparecem no continuo de separacao

de dois corpos, a medida que 1/a aumenta ainda mais.

H4& outro fenomeno contraintuitivo de trés corpos que tem estreita relagao com o efeito
Efimov, que é chamado de colapso Thomas (THOMAS, 1935). Comparado ao efeito Efimov,
onde |a| é levado ao limite do infinito enquanto 74 é fixo, o colapso Thomas se manifesta
por tomar o limite oposto: para o comprimento de espalhamento fixo a, quando ry diminui
a escala do espectro de energia de trés corpos como na Eq.(1.2), exceto que o valor de n

toma 0,-1,-2,... e Ey torna-se o limite superior das energias do estado ligado.

Assim, no limite rg — 0, um sistema de trés corpos com energias de ligacao de dois
corpos finita, nao tem um limite inferior na energia de trés corpos. Uma vez que quanto
mais baixo o valor da energia, menor o tamanho do estado ligado, se espera que o sistema
de trés corpos que busca o estado de limite mais baixo colapse para o centro, dando origem

ao colapso de Thomas.
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2<0 LRI >0 1/a

FIGURA 1.1 — O espectro Efimov em um sistema de trés corpos. No lado negativo de a,
onde o estado de dois corpos fracamente ligado nao existe, os estados ligados de trés corpos
nascem diretamente do continuo de trés corpos (regiao azul superior) como |a| aumenta. Infinitos
numeros desses estados se acumulam em a = co. No lado positivo de 1/a onde existe um estado
de dois corpos com fraca ligacao, os estados do trimero Efimov fundem-se no continuo do dimero-
atomo como um decréscimo.

Curiosamente, na mecanica classica, o colapso de um orbital ocorre no caso de duas
particulas interagindo através de um potencial atrativo 1/r? quando a forga de interagio
¢ mais forte do que o potencial centrifugo, onde r é a distancia entre as partes. De
fato, como sera discutido no préximo capitulo, o efeito Efimov e o colapso de Thomas
compartilham a mesma origem fisica: a interagao "efetiva’de trés corpos se comporta de
maneira atrativa como 1/R? onde R ¢ hiper raio que representa o tamanho total de um

sistema de trés corpos.

A estranheza do efeito Efimov também se eleva da maneira como nosso mundo é orga-
nizado pela natureza. Para trés bdsons idénticos, o efeito Efimov sé ocorre na dimensao
espacial D dentro de 2,3<D<3,8 (NIELSEN et al., 2001). Para sistemas com massas dife-
rentes, os limites inferior e superior para a mudanca de requisitos dimensionais, mas D=3

¢ o unico numero inteiro para o efeito Efimov (NIELSEN et al., 2001).

Uma prova rigorosa das predigoes de Efimov foi feita em 1972 (AMADO; NOBLE, 1972)
e mais recentemente, uma solugao analitica para trés bdsons idénticos que satisfazem o
espectro de Efimov foi obtida (GOGOLIN et al., 2008). Para verificar manifestagoes de sua
teoria, Efimov examinou o ntcleo de tritio e C'? (o ultimo como um estado ligado de trés
particulas alfa ). No entanto, para sistemas nucleares, a interacao entre dois nicleons nao
pode ser ajustada para produzir um estado ligado de energia zero de dois corpos, ainda, o

potencial de Coulomb para prétons restringe o niimero de candidatos a serem analisados.

As propriedades de um sistema quantico estao intimamente ligadas a dimensao em



CAPITULO 1. INTRODUCAO 22

que o sistema é estudado. Em 1975 foi observado que para um sistema de trés corpos
de massas iguais, o efeito Efimov nao ocorre em duas dimensoes (TJON, 1975), o mesmo
foi encontrado para um sistema de massas diferentes também em duas dimensoes (LIM;
SHIMER, 1980). Para melhor ilustrar as diferencas que surgem em sistemas quanticos
tratados em duas e trés dimensoes, podemos observar a energia cinética das particulas

escritas em coordenadas polares e esféricas.

Em duas dimensoes observamos que o autovalor do operador barreira centrifuga ¢é
negativo para um sistema com momento angular nulo, enquanto que em trés dimensoes
os autovalores deste mesmo operador sao sempre positivos ou nulo; isto significa que pelo
menos uma pequena quantidade de energia é necessaria para ligar um sistema em 3D,
enquanto que em 2D apenas um infinitesimal de energia é suficiente para produzir um
estado ligado para a onda-S (NIELSEN et al., 1997).

A observagao experimental do efeito Efimov foi primeiro feita por (KRAEMER et al.,
2006) com um géds diluido opticamente aprisionado de dtomos de Césio 33Cs a 10 nK.
Em temperaturas tao baixas, o movimento térmico nao mascara efeitos quanticos, essa
observagao motivou o interesse da comunidade cientifica para investigar fenomenos em
sistemas de poucos corpos préoximo do limite unitdrio. Para a observacao experimental foi
essencial o uso de técnicas de "ressonancia de Feshbach”, com as quais podem ser ajustadas
as interagoes de dois corpos. Sob tais condigoes, as perdas de recombinacao aumentam

acentuadamente devido a formagcao de trimeros Efimov.

O efeito Efimov surge do comportamento de grande distancia (assintético) da inte-
racao do inverso do quadrado. O espectro resultante de tal potencial é bem conhecido,
e suas implicagdes para a fisica Efimov sdo discutidas em (BRAATEN; HAMMER, 2006).
Entendemos um sistema de poucos corpos quando tratamos um problema levando-se em
consideracao todas as interagoes entre as particulas, ou seja, olhamos individualmente

para cada constituinte do sistema.

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é verificar o fator de escala discreto relacionado ao efeito
Efimov, que ocorre em sistemas de trés corpos préoximo ao limite unitario; no qual o valor
absoluto do comprimento de espalhamento se aproxima do infinito. Vamos verificar o
comportamento do potencial efetivo com a adicao de um potencial adicional entre duas
particulas pesadas idénticas interagindo com uma particula leve em um sistema de trés
corpos do tipo AAB composto por dois bosons pesados idénticos AA e um béson leve B.

Além do sistema ligado (AAB) de trés corpos, vamos também considerar o espalhamento

de A pelo estado ligado de (AB).
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1.3 Motivacao do Trabalho

Comegando com o trabalho pioneiro de (KRAEMER et al., 2006) com atomos de Cs
ultra-frios em 2006, varios experimentos confirmaram as previsoes de Efimov medindo
as perdas de atomos por recombinacao de trés corpos através da reacdo A+ A+ A —
Ay 4+ A. O experimento com os dtomos heteronucleares foi feito por (BARONTINI et al.,
2009). Todos estes experimentos requerem temperatura muito baixa kgT < h?/Ma?* para
um comprimento de espalhamento muito grande para evitar a quebra de estados ligados
de dois corpos. Por exemplo, para atomos Césio, foi necessiario uma temperatura de

T = 10nK para eliminar amplamente os efeitos térmicos.

Os atomos em um gas tendem a formar dimeros de energia mais baixa diretamente
para o comprimento de espalhamento a > 0. A formacao de dimero é possivel se um
terceiro atomo estiver proximo a uma distancia da ordem a. Este problema foi estudado
em um gas de atomos idénticos com densidade numérica n, enquanto se observa perdas

atomicas em condensados de Bose-Einstein.

Deixe o niimero de recombinacoes de trés corpos por unidade de volume por unidade
de tempo ser denotado por v,.., que é proporcional a n?(ov)(na®). Aqui n%(ov) é a
probabilidade de dois dtomos estarem no volume de interagao (ov), onde o é a segdo
transversal de espalhamento elastico e v é a velocidade relativa entre os dois atomos. A
probabilidade de encontrar um terceiro 4tomo dentro de uma distancia a é na®. Porque

2

v =hk/m >~ h/(ma), e 0 x a*, nés obtemos

Vpee = C(a)nB(%a4) (1.4)

onde m é a massa de cada atomo e C(a) é uma constante adimensional. A variagdo
de C(a) com o comprimento de espalhamento a exibe a emergéncia de um trimero de
Efimov (negativo a) e sua posterior dissolugao para dimero mais atomo (positivo a), veja
a Fig.(2.1). Ele foi calculado a partir de teoria. O comprimento de recombinacao (a
cordenada da Fig.1), é definido como p3(2v/3C/(a))*/*a, onde o fator numérico é incluido
para levar em conta a massa reduzida do trimero, e o fato de que trés atomos sao perdidos

para cada trimero.

A maior penetracao da barreira permite que o sistema relaxe para um estado de dimero
profundamente ligado (a partir do potencial interatémico), com o excesso de energia sendo
levado pelo terceiro dtomo. O pico ps no lado negativo estd em a = —850ag, onde ag é
o raio de Bohr. O proximo pico deve estar no valor de um que é 22,7 vezes maior, isto
é, a = —19,295ay, que esta fora da faixa de observacao experimental. No entanto, estes

multiplos picos foram observados em experimentos posteriores. Apesar de multiplos picos
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FIGURA 1.2 — Adaptada da figura 4 (BHADURI et al., 2011). Os circulos sélidos sao pontos de
dados experimentais 5 a 10 nK para a recombinacao de trés corpos observada: C's+ Cs+Cs —
Cso + Cs. O comprimento de espalhamento é medido em unidades do raio de Bohr ag.

de ressonancia nao terem sido vistos no experimento de (KRAEMER et al., 2006).

1.3.1 Efeito Efimov. Por que é importante? Para quais siste-

mas?

A fisica de Efimov nao é apenas notavel por suas propriedades distintivas, é também
parte do que é muitas vezes referido como a universalidade da fisica de baixas energias.
Quando um sistema fisico com interagao de curto alcance tem uma energia suficientemente
baixa, sua funcao de onda sofre mudangas em muitos detalhes devidos as interagoes micros-
copicas que se tornam irrelevantes, e a maioria de suas propriedades pode ser efetivamente
descrita por alguns parametros. A fisica é universal, pois pode ser aplicado a muitos sis-
temas diferentes, independentemente de seus detalhes microscépicos. A fisica Efimov é
um exemplo de tal situagao, pois envolve estados em que as particulas, em média, possui

separacoes maiores do que o intervalo de suas interagoes.

Por exemplo, a invariancia de escala discreta dos estados Efimov é uma caracteristica
universal que depende apenas de algumas propriedades gerais, como as massas das par-
ticulas e as estatisticas quanticas. Como resultado dessa universalidade, a fisica Efimov
aplica-se a praticamente qualquer campo da fisica quantica, seja fisica atomica e molecular
(BRAATEN; HAMMER, 2007), fisica nuclear (JENSEN et al., 2004) ou mesmo fisica de alta
energia (HAMMER; PLATTER, 2010).

A universalidade da fisica Efimov nao significa que ela ocorra em qualquer sistema.
Isso significa que qualquer sistema que atenda as condi¢oes para seu aparecimento exibe
0S mesmos recursos universais. Estas condigoes acabam por ser bastante restritivas, razao

pela qual demorou cerca de quarenta anos desde a previsao tedrica original do efeito
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Efimov para obter confirmagoes experimentais convincentes. De um modo geral, o efeito
Efimov requer interacoes de curto alcance. Tais interagoes sao raras, porque requerem um
estado ligado ou virtual para existir acidentalmente logo abaixo do limiar do espalhamento

de duas particulas.

Essa situacao acaba sendo comum na fisica nuclear, mas a maioria das particulas
nucleares obedece a estatistica de Fermi, e a exclusao de Pauli entre os férmions supera a
atracao de Efimov na maioria dos casos, impedindo o efeito Efimov de ocorrer. Por outro
lado, particulas ou excitacoes bosonicas sao comuns em varios campos da fisica, mas sua

interacao raramente é ressonante.

No entanto, hé agora um nimero significativo de sistemas fisicos nos quais a fisica de
Efimov foi observada, ou espera-se que seja observada. Em particular, com o avanco das
técnicas de ressonancias de Feshbach controlaveis em gases atomicos ultra-frios, tornou-se
possivel cumprir as condicoes para o ocorréncia da fisica Efimov, e estuda-la extensiva-

mente.

1.3.2 Efeito Efimov em gases ultra frios.

O desenvolvimento de técnicas experimentais para o resfriamento de atomos no re-
gime nano-Kelvin (PETHICK; SMITH, 2002) nao sé levou a realizagdo de condensados de
Bose-Einstein (BEC) e os gases degenerados de Fermi, mas também gerou a grande opor-
tunidade para os estudos de varios fendmenos quanticos de poucos e muitos corpos. Em
estudos de fisica de muitos corpos, por exemplo, a coeréncia da onda de matéria para um

BEC pode ser usada para construir interferometros para medicoes de alta precisao.

Para os gases degenerados de Fermi, muito esfor¢o tem sido feito para a compreensao
da superfluidez. Moléculas diatomicas fracamente ligadas também foram observadas, e
sua dinamica foi investigada. Nestes estudos, os sistemas que interagem fortemente sao
especialmente interessantes, uma vez que os sistemas estao longe do regime perturbativo

e novos comportamentos fisicos sao esperados.

Em gases ultrafrios, as interagdes sao caracterizadas pelo comprimento de espalha-
mento a de dois corpos. Com o rapido desenvolvimento nos iltimos anos, os experimen-
tais sao capazes de ajustar o comprimento de espalhamento através de uma enorme gama
de valores através do uso de ressonancias de Feshbach. O sistema atomico pode ser fa-
cilmente mudado do regime de interacao fraca (|a|] — 0) para o regime de interagao forte
(la| = o0).

Em gases ultra frios, as energias de colisao sdo extremamente baixas (tipicamente na
faixa pico-eV), de forma que as interagdes sao dominadas pelo espalhamento da onda

S para | = 0, e as ondas parciais mais altas podem ser desprezadas. Neste caso, o
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comprimento de expalhamento a da onda S caracteriza totalmente a interacao de dois
corpos. No regime de interacao onde |a| é grande, a energia de ligacao é pequena, ou
inexistente (virtual ou ressonate). A fisica Efimov entra em jogo e pode ter um efeito

significativo em estudos experimentais, especialmente em sistemas de bdsons.

O fenomeno de ressonancia, conhecido como "ressonancia de Feshbach”, fornece aos
experimentais a possibilidade tnica de controlar a interagao de dois corpos por meio de
um campo magnético externo. As ressonancias de Feshbach foram previstas para gases
ultra frios no inicio da década de 1990 e foram observadas pela primeira vez em 1998.
Desde entao, eles se tornaram uma ferramenta essencial para muitas aplicagoes na fisica
de atomos ultrafrios. Gracgas a uma ressonancia de Feshbach, os experimentalistas nao
estao restritos a um tnico valor do comprimento de espalhamento, como estao na fisica

nuclear onde sao dados pela natureza.

Em gases ultrafrios, o mecanismo das ressonancia de Feshbach funciona para ajustar
com precisao as interacoes de dois corpos nos regimes desejados. A origem fisica de uma
ressonancia de Feshbach é o acoplamento do estado de espalhamento atomico a um es-
tado molecular ligado quando ambos os estados se tornam degenerados. A dependéncia do
campo magnético B e, portanto, a sintonizacao, resulta dos diferentes momentos magné-
ticos dos dois estados e leva a um comportamento tipico, como mostrado na Figura.(2.2)

e descrito pela expressao

1 1 i ] 1

0
(B-By)/A

FIGURA 1.3 — Ilustracao de uma ressonancia de Feshbach. O comprimento de espalhamento a
da onda s é plotado como uma funcao do campo magnético B. A regiao verde ao redor do centro
de ressonéncia indica a faixa universal que pode ser usada para estudar a fisica de Efimov. A
largura deste intervalo depende das propriedades particulares da ressonancia.

a(B) = ay, (;:gﬂ) (1.5)

Aqui By e A denotam a posicao de ressonancia e largura, respectivamente, e a;, ¢

o chamado comprimento de espalhamento de fundo. Perto do centro de ressonancia, o
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comprimento de espalhamento inverso 1/a usado no cenério de Efimov Figura.(2.1) é sim-
plesmente proporcional a desintegracao magnética B— By. Os parametros das ressonancias
de Feshbach podem variar fortemente, em particular dependendo das propriedades das es-
pécies atomicas. Ressonancias foram encontradas em diferentes sistemas com o parametro

de largura A variando entre alguns miligauss a centenas de gauss.

Da Fig(1.3) que ilustra uma realizacdo experimental do cendrio de Efimov préximo
a uma ressonancia de Feshbach, duas condi¢oes precisam ser satisfeitas. Obviamente, o
comprimento do espalhamento deve ser grande comparado a faixa de interagao caracte-
ristica. Para atomos neutros, o iltimo é determinado pela interacao de van der Waals e é
tipicamente encontrado entre 30aq (para atomos de Litio) e 100a, (dtomos de Césio), onde
ag € o raio de Bohr. A segunda condicao é mais sutil e estd intrinsecamente relacionada

3 fisica de uma ressonancia de Feshbach.

Perto do centro da ressonancia, existe uma certa faixa onde o problema de interacao
de dois estados diferentes, (estado de espalhamento e estado molecular ligado) simplifica
e a situagao pode ser tratada como um potencial de interacao molecular tinica com um
estado ligado muito proximo do limite. Nesta faixa "universal”; a fisica é descrita por um
parametro tnico. O estado de dimero fracamente ligado para a > 0 com uma energia de

—h?/(ma?) é um exemplo muito importante para essa universalidade.

Algumas ressonancias tendem a ter um alcance universal proximo da largura A. Para
outras ressonancias, no entanto, o alcance universal se estende apenas sobre uma fragao
muito pequena da largura de ressonancia. Ressonancias amplas com |A| > 1 gauss sao
geralmente ressonancias do primeiro tipo e, portanto, as mais adequadas para sondar a

fisica de Efimov.

1.4 Organizacao do trabalho

O trabalho consiste no estudo de sistemas de trés corpos proximos ao regime universal
no qual, as propriedades discutidas dos sistemas quanticos sao independentes do modelo
usado para descrever a interacao entre duas particulas, isto é; o sistema fracamente li-
gado é muito maior que o tamanho da interacao. Uma maneira natural de estudar tais
propriedades ¢ descrever a interacao do par pesado com os potenciais delta de Dirac, uma
vez que a condicao para universalidade, onde a é o comprimento de espalhamento e ry a

alcance do potencial.

Neste trabalho vamos estudar um problema de trés corpos via aproximacao de Born-
Oppenheimer (BO) para um sistema constituido de duas particulas pesadas idénticas e
uma leve. A aproximacao de BO é usualmente aplicada em sistemas moleculares. Nesta

aproximacao as particulas pesadas movem-se muito lentamente comparadas ao movimento
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da particula leve, assim, a aproximacao deve funcionar ja que a energia cinética das
particulas pesadas serd bem menor que a energia cinética da particula leve (FONSECA et

al., 1979a) para aplicagoes da aproximagao de BO).

Considerando uma interagao de contato pontual tipo delta de Dirac (constante no
espago dos momentos) entre a particula leve e a pesada, e considerando um potecnail de
interacao entre as particulas pesadas, serd verificado que temos um aparente adensamento

de niveis de energias, pois a razao entre 2 niveis diminui na medida que mg < m4.

Para a fisica nuclear de poucos corpos, trabalharemos com a fisica de Efimov utilizada
no estudo de sistemas de trés bdsons idénticos e a estenderemos para sistemas de tres
corpos tendo um desses massa diferente. O formalismo que descreve esses sistemas nos

permite entender a formacao de trimeros fracamente ligados.

O formalismo de nosso trabalho consiste na introducao de escalas fisicas nas equagoes
de Faddeev para um potencial de alcance finito. O fato de resolvermos as equacoes de
Faddeev usando um potencial separavel como o tipo -9, que consiste numa forma especial
de interacao nao local bastante utilizada em problemas de trés corpos, pode nos levar
a equagao do estado ligado do sistema. Esse método resulta em uma forma simples da
equagao integral de Faddeev que leva ao efeito Efimov. Através da equagao integral
obtida para o estado ligado, é possivel calcular as energias de ligacao de trés corpos e

posteriormente podemos analisar o espectro de energia.

De posse do sistema de trés corpos do tipo AAB temos em muitos trabalhos realizados
como em (SHALCHI et al., 2018) onde foi usado a aproximagao adiabatica para duas parti-
culas pesadas e uma leve, fora considerado que o comportamento assintotico do potencial
efetivo entre as particulas pesadas nao era afetado, ou seja o potencial de interacao entre
as particulas era zero. Nossa principal motivagao no capitulo 4 é considerar um potencial
interacao adicional entre as duas pesadas. Outra motivacao importante no capitulo 5 foi
verificar e exiténcia do fator de escala no caso de espalhamento de uma particula pesada

pelo estado ligado das outras duas.

A organizacao do trabalho é seguida pela derivacao das equacOes que descrevem a
dinamica de sistemas de dois e trés corpos interagindo através de potenciais de variagao
diferente de zero. Observe que o problema consiste basicamente na solucao de um pro-
blema de autovalores e autovetores, onde a energia e a funcao de onda do sistema de trés
corpos devem ser determinadas. No entanto, a complexidade do problema de trés corpos,
que nao tem uma solucao fechada, mesmo no nivel cldssico, leva o problema a ser descrito

para um elaborado conjunto de equagoes integrais homogéneas acopladas.

No capitulo 2 serd introduzido as propriedades gerais dos sistemas de poucos corpos,
as equagoes de Faddeev dos estados de trés particulas. E feita a derivacao das equagoes

de Faddeev inserindo escalas de energia para um potencial separavel de curto alcance do
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tipo delta de Dirac. E feita a demostracao analitica do Efeito Efimov.

No capitulo 3 sera introduzido o formalismo a partir das funcoes espectadoras para se
fazer a dinamica de dois e trés corpos. Mostrando o modelo de alcance zero e renormali-
zagao, notacao e dinamica de trés corpos, as equagoes de estado ligado de trés corpos e o

formalismo de Faddeev para as equagoes de estado ligado e espalhamento de trés corpos.

No capitulo 4 serao feitos os calculos para o efeito Efimov na aproximagao de Born-
Oppenheimer, onde serao mostrados as equacoes para a aproximacao adiabatica e as
equagoes dos estados ligados. Serao mostrados os resultados para a interacao entre as
particulas pesadas devido a particula leve; ao potencial efetivo serd acrescido um potencial

de interacao gaussiano e um potencial dipolo entre as particulas pesadas.

No capitulo 5 serao mostrados os resultados para o surgimento de um fator de escala
discreto de Efimov considerando-se o espalhamento particula-dimero proximo ao limite

unitario para sistemas de trés bésons com grande diferenca em massa.

As conclusoes e perspectivas sao discutidas no Capitulo 6.



2 O Estado Ligado de trés bosons -
Efeito Efimov

2.1 As equacoes de Faddeev

A maior parte do progresso durante as ultimas décadas no problema dos trés corpos
vem do trabalho de (FADDEEV et al., 1965), que derivou um conjunto de equagoes integrais
para o espalhamento de trés particulas que, ao contrario das equagoes de Lippmann-
Schwinger possuem solugoes tinicas. Para dar uma idéia da estrutura geral das equagoes de

trés particulas, daremos um esbog¢o muito breve e simplificado da abordagem de Faddeev.

As equacoes de Faddeev sao frequentemente usadas em formalismos nao-pertubativos
da mecanica quantica do problema de trés corpos. Diferentemente do problema de trés
corpos na mecanica classica, o problema quantico de trés corpos é uniformente solivel.
Em geral as equagoes de Faddeev precisam como entrada um potencial que descreve a

interacao entre duas particulas individuais.

Na fisica nuclear a interacao nucleon-nucleon, a energia de ligacao tem sido estudada
pela andlise das reagdes (n,2n) e (p,2p) nos alvos do deutério usando as equagoes de
Faddeev como em (PHILLIPS, 1977). A interacao nucleon-nucleon é expandida como uma
série de potenciais separdveis como em (SOUZA et al., 2016). A interacdo de Coulomb
entre dois prétons é um problema especial na medida em que sua expansao em potenciais
separaveis nao converge, mas isso é feito combinado as solu¢oes de Faddeev com solucoes

de Coulomb de longo alcance em vez de ondas planas.

Potenciais separaveis sao aproximacoes nao-locais para um sistema. Os potenciais lo-
cais comuns podem ser expressos como somas de potenciais separaveis. Nao ¢ esperado que
a interacao fisica nucleon-nucleon, que envolve a troca de mésons, seja local ou separavel.
Comecamos por recordar algumas das ideias bésicas usadas na teoria de espalhamento de
duas particulas. O operador hamiltoniano, H, é dividido em duas partes, energia cinética
e potencial Hy e V. Nés introduzimos os autoestados de Hy que também sao autoestados

do momento relativo:



CAPITULO 2. O ESTADO LIGADO DE TRES BOSONS - EFEITO EFIMOV 31

P
H =F =—
olp) = Ep[p) = 5 —-Ip)
onde m é a massa reduzida para o sistema de duas particulas. A funcao de onda plana

correspondente no espago dos momentos é representada

1

— (ip.r)

onde a normalizacao é tal que

(plp)=8P-p) e (r)r')=58(r—r)

Considere um processo de dispersao que envolve uma transicao de um estado inicial
com momento p para um estado final com momento p’. A amplitude de probabilidade
para o transi¢ao é dada pela matriz S, que pode ser obtida encontrando-se a sobreposicao

de dois estados de espalhamento independentes do tempo

(p|SIp) = (& [ (2.1)

Onde o estados @D;(,H e 1/)](),_) correspondem ao estados dependentes do tempo em um
determinado tempo de interagao. Primeiramente, ¢§+) corresponde ao estado atual que
evoluiria do estado inicial com o momento p e, portanto, sua forma assintdtica consiste em
uma onda plana e uma onda esférica de saida. Segundo, @DI(J,_) corresponde ao estado atual
que evoluiria para o estado final com o momento p’ e, portanto, sua forma assintotica

consiste de uma onda plana e uma onda esférica de entrada.

Para a generalizagao do problema de espalhamento de trés particulas. A discussao é
simplificada, mas dd uma ideia da estrutura geral das equagoes de espalhamento de trés
particulas introduzidas por Faddeev e ampliadas por Sandhas. Considere um sistema de

trés particulas com hamiltoniano

3
H = H,+ E Va (2.2)
a=1
onde H, é o operador de energia cinética para as trés particulas no centro de massa e V,,
representa a interagao entre particulas; V7, por exemplo, é o potencial entre as particulas

2 e 3. Introduzimos autoestados de Hy que também sao autoestados de momento:
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P> q
Ho|py, d0) = EpglPor d) = 2”‘; +ﬁ Po> o) (2.3)

onde nods exploramos o fato de que o momento das particulas pode ser descrito por qualquer
dos pares (p,,q,) com o = 1,2 ou 3. Por exemplo, p; é o momento relativo de

particulas 2 e 3 e q; 0 momento da particula 1 em relagao ao par 2-3.

Além disso, m; é a massa reduzida para o subsistema 2-3 e y; é a massa reduzida para
o movimento relativo da particula 1 em relacao ao par 2-3. Note também que Vi, é um
operador de energia potencial no espaco de trés particulas. Estamos relacionado com o

operador de energia potencial Vi no espago 2-3 por

(PL, diVilpray) = 6%(a) — ay)(p,|Valpy)

A principal diferenca entre os problemas de dispersao de duas e trés particulas é que
neste ultimo existem varios canais distintos que correspondem a autoestados de varios
hamiltonianos assintéticos para os quais um ou mais dos termos de interacao desaparecem.

Existem quatro classes de canais que podem ser rotulados pelo indice 0, 1, 2 ou 3.

O canal (0) corresponde ao movimento livre de todas as trés particulas e é descrito pelos
autoestados de momento |p,,q,) dado pela equagao (2.14). O canal (1) correspondente
ao movimento livre da particula 1 e um estado ligado ¢,, das particulas 2 e 3 com energia

de ligacao e,. E descrito pelo auto-estado de Hy + Vi, ou seja,
[Hl + ‘/1]|(I)1nq> = Elnq|q)1nq> (24)
onde a energia é dada por

Eing = ¢1/2111 — €, (2.5)

Defini¢oes semelhantes sao validas para os sistemas (2) e (3) que correspondem ao
movimento livre das particulas 2 e 3, respectivamente. Em analogia com a equacao para

sistemas de 2 corpos, introduzimos os operadores de espalhamento dos canais

Qo(s) = 1= G(s)(Vi+ Va+ Vs) (2.6)
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Qals) =1-G(s) ) Vs (2.7)

B#a

onde o = 1,2 ou 3. O operador G(s) = [H — s]7!, é o operador de Green para o hamilto-

niano total. Desde
[H — s]Qo(s) = [Ho—s] e [H—s]Qu(s)=[Ho+ Vs —s]

O estado de espalhamento do canal

“Ijsci)> = Qo(Epq £i€)|p, q) (2.8)
e
UGn) = Qa(Bang £ €)| Pang) (2.9)

com a = 1,2 ou 3, sdo autoestados de H. A matriz S para uma transicao é a sobreposicao

entre os estados de espalhamento apropriados do canal.

Como no caso de duas particulas, podemos construir equagoes integrais do tipo Lippmann-
Schwinger para descrever os estados de espalhamento. No entanto, no caso de trés par-
ticulas, existem varios estados de espalhamento que podem ter a mesma energia, mas
correspondem a canais diferentes. As equagoes integrais do tipo Lippmann-Schwinger,

que tratam cada canal separadamente, tém solugoes nao exclusivas.

Considerando a idéntidade

onde Gy(s) = [Hy — 5|71, da equagdo (2.6) nés encontramos

Qo(s) =1 —Go(s) (Vi + Vo + V5)Q0(s) (2.11)

e substituindo na equagao (2.8) nds obtemos a equagao de Lippmann-Schwingner para
Uiy

(W) = [P, @) — Go(Epg +i€) (Vi + Va + Vo) |WiH) (2.12)
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2.2 O Efeito Efimov

2.2.1 Descricao do Efeito Efimov

O comportamento dos sistemas de trés bésons muda notavelmente de duas para trés
dimensoes, uma vez que a dinamica e as propriedades dos sistemas quanticos mudam dras-
ticamente quando o sistema é restrito a diferentes dimensoes. Dois exemplos importantes
que ilustram a influéncia da dimensao espacial no setor de trés corpos sao o efeito Efimov
(EFIMOV, 1970) e o colapso de Thomas (THOMAS, 1935). Os estados de Efimov, que
foram previstos e observados para trés bésons idénticos em sistemas 3D (KRAEMER et al.,
2006), estao ausentes em 2D mesmo no cendrio mais favoravel de sistemas desequilibrados
em massa (ADHIKARI et al., 1988).

Da mesma forma, Thomas descobriu em 1935 que a energia de um sistema de trés
bésons idénticos submetidos a interagoes curtos alcance em 3D cresce sem limites (co-
lapsos) quando o intervalo da interagao se aproxima de zero (1o — 0). No entanto, este
efeito nao foi observado em sistemas 2D ainda. E mostrado na referéncia (ADHIKARI et al.,
1988) que tanto o colapso de Thomas quanto o efeito de Efimov estdo matematicamente
relacionados a mesma anomalia no kernel das equacoes de trés corpos e ocorrem sempre

que |a|/rg — oo.

Por exemplo, comegando com valores finitos e nao nulos de |a| and 7y, o finito e o
espectro de trés corpos bem comportado entrard em colapso quando ry — 0. Por outro
lado, infinitamente muitos estados fracamente ligados aparecerao para |a| — 0o. Observe

que a condi¢do |a|/ry — oo é cumprida em ambos os casos.

Um dos trabalhos fundamentais que aborda as correlagoes existentes entre sistemas de
poucos nucleons é o trabalho de Thomas (THOMAS, 1935). Thomas verificou que a energia
do tritio tende para infinito quando o alcance da interagao de dois corpos (néutron-préton)
tende a zero com uma energia de ligacao de dois corpos fixa. Atualmente esse efeito é
chamado de colapso Thomas e esta intimamente ligado ao acimulo de estados de trés
corpos quando a energia de ligacao de dois corpos é zero, conhecido como efeito Efimov
(EFIMOV, 1970).

O aparecimento de uma infinidade de estados ligados entre duas particulas que nao
se vinculariam pela simples interacao com uma terceira particula, adicionada ao sistema
inicial, é denominado efeito Efimov. Esses estados quanticos chamados de Efimov sao
constituidos por trés corpos fracamente ligados e aparecem no limite em que as energias
dos subsistemas de dois corpos na onda S tendem a zero. Esse efeito para um sistema
de bdsons interagentes com um potencial de curto alcance, mas pode ser evidenciado em

sistemas de particulas nao idénticas.
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FIGURA 2.1 — Cenério de Efimov: A energia de trés corpos é ilustrada em funcao do inverso
do comprimento de espalhamento de dois corpos 1/a. Existem trés diferentes regices: A regiao
onde se encontra presente trés dtomos livres E > 0 (Cinza), a regidao que apresenta o sistema
de dois dtomos ligados e um livre, 4tomo-dimero, para a > 0 e h?/(ma?) < E < 0 (Azul), e a
regiao de trés atomos ligados (Verde). Os estados de Efimov sao ilustrados pelas curvas sélidas
verdes. Eles surgem no limiar entre as regides de trés dtomos livres a < 0 e a regiao dos estados
de trés atomos ligados, e conectam com a regiao atomo-dimero para a > 0. As setas indicam
onde os estados de Efimov se conectam as regioes de trés atomos livres e a regiao atomo-dimero,
nestas regides encontramos os fenomenos de ressonancia, ver (FERLAINO; GRIMM, 2010)

Esses estados de trés corpos sao fracamente ligados com momento angular nulo,
caracterizam-se principalmente por possuirem um comprimento de espalhamento de dois
corpos, a, que se estende muito além do alcance efetivo do potencial, rq. Desta ma-
neira, a conexao entre o efeito Efimov e o colapso Thomas pode ser feita imediatamente
observando-se que em ambos os casos é necessario que a relacao - > 1 seja satisfeita

(FREDERICO et al., 1999), justificando a utilizacao de potenciais do tipo delta de Dirac

para a descricao de propriedades desses sistemas.

A diferencga é que no colapso Thomas o alcance da interacao tende a zero e no efeito
Efimov o comprimento de espalhamento tende a infinito. Vale ressaltar que esses efeitos
acontecem somente em trés dimensoes, sendo que para o efeito Efimov ocorrer é necessario
que ao menos dois dos subsistemas de dois corpos tenham um comprimento de espalha-
mento infinito (NTELSEN et al., 2001).

A interacao de contato, ou alcance-zero, é o limite de potenciais de curto alcance e os
observaveis dos sistemas fisicos nos quais as particulas apresentam este tipo de interagao
dependem principalmente das escalas fisicas que determinam os comportamentos assinto-
ticos da funcao de onda. Nesta situacao, aparecem no sistema de trés corpos correlagoes
entre os observaveis que independem do modelo do potencial e, portanto, apresentam uma
universalidade nas predi¢oes quando as escalas fisicas de dois e trés corpos sao mantidas

fixas.
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O efeito Efimov foi previsto em 1970 por Vitaly Efimov e embora ja tenha sido esta-
belecido teoricamente ha bastante tempo, somente foi observado experimentalmente em
2006, com experimentos utilizando dtomos ultrafrios (KRAEMER et al., 2006). O efeito Efi-
mov somente existe em um espago com dimensoes entre 2 e 4 ou, mais precisamente, entre
2.3 e 3.8 (NIELSEN et al., 2001), logo a tnica dimenséo inteira na qual os efeitos ocorrem é
D=3. Além disso, para obtermos o efeito Efimov ao menos dois dos subsistemas de dois

corpos devem ter um comprimento de espalhamento infinito.

Efimov percebeu que quando a — 400 ou da mesma maneira Fy — 0 temos o apare-
cimento de infinitos estados ligados de trés corpos com energia E¥(n = 0,1, ...,00). Esses
estados ligados resultam do aparecimento de um potencial efetivo proporcional a 1/p?
(FONSECA et al., 1979b), onde p? é o hiper-raio do sistema de trés corpos definido pela
soma do quadrado das distancias entre os bésons. No limite em que Ey = 0, as razoes
das energias de ligacao e dos hiper-raios quadraticos médios dos sucessivos estados de trés

corpos satisfazem as seguintes constantes universais:

E?()n—i-l) 1

By 2w %Y (2.13)

() 1
A 227

(2.14)

onde n = 0 indica o estado fundamental e p é o hiper-raio, p? = r%, + ri;, + r2; com

|r12| = |1 — r2|. Estas constantes ndo dependem da forma do potencial de curto alcance.

2.2.2 A universalidade em sistemas de trés bosons idénticos

A situac@o mais simples para a qual a fisica Efimov ocorre, é quando trés bésons idén-
ticos interagem através de um potencial de curto alcance como podemos ver em (NAIDON;
ENDO, 2017). Consideramos particulas bosonicas idénticas de massa m, com sem grau
interno de liberdade, interagindo através de interagoes de curto alcance de dois corpos
(e possivelmente de trés corpos). Aqui, interagdes de curto alcance significam que os
potenciais de interagdo decaem mais rapido que 1/r®, onde r é a separagio entre duas

particulas.

Nesta situagao, existe uma separacao ¢, chamada de intervalo do interacao, além do
qual o movimento relativo de duas particulas é quase livre. E nesta regiao assintoticamente
livre onde a energia das particulas é puramente cinética que o efeito Efimov tem suas raizes,

e é por isso que é universal. Embora o movimento relativo de duas particulas esteja livre
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nesta regiao, cada onda parcial angular da func¢do de onda ¢ (r) descrevendo o movimento
relativo de dois corpos tem uma mudanca de fase §; em relacao a funcao de onda nao
interagente, como um resultado das particulas interagindo em uma separa¢ao mais curta.

Nomeadamente, na expansao de onda parcial de 1 (r),

fz

() =(r0,6) =Y P,(cos6) (2.15)

onde P, sdo os polinomios de Legendre, a componente de onda parcial f;(r) tem a forma,

complicado, para r < c¢ (interagao)

filr) =9 . o (2.16)
o sin(kr — 15 +6;), para r>>c (regido livre)

onde k é o nimero de onda relativo entre as duas particulas. Na auséncia de interagao,
a mudanga de fase 0, = 0 (ndo ocorre espalhamento). Pelo contrério, a interacao quanto

mais forte pode induzir ¢ §; = 7/2 (modulo 7).

A fisica de Efimov surge quando a interacao de dois corpos é quase ressonante na onda
parcial da onda S (I = 0), o que significa que o deslocamento de fase §y da onda S esta

préximo de 7/2 (médulo 7).

Derivacao da interacao Efimov: Para trés bésons localizados em 7'y, 7o e T3, pode-se
eliminar o centro de massa, e o sistema pode ser descrito por dois vetores, chamados

coordenadas de Jacobi:

iy = Tj = Ti (2.17)

L2 (., X+

onde (i, j,k) devem ser escolhidos entre (1,2,3). Existem, portanto, trés conjuntos de

coordenadas Jacobi possiveis, mostrados na figura (2.2), que sao relacionados como segue:

i, V3
T3 = 27‘12+ 5 P23 (2.19)
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. V3. 1,
P231 = —77“12 - 5,012,3 (2-20)

1—» \/g—»

T31 = T2 T 512 (2.21)

. V3, 1,
P31,2 = 77‘12 5P (2.22)

Escolhendo um conjunto de coordenadas de Jacobi, a funcao de onda de trés corpos
independente do tempo satisfaz a equagao de Schrodinger livre com energia total £ =
R2k? /2m

(-V2, — v§12 — k¥ =0 (2.23)

Por causa da simetria da troca bosonica, a funcao de onda ¥ pode ser decomposta da

seguinte forma:

U = x (T2, p12,3) + X (Ta3, pasa) + X (751, P51.2) (2.24)

onde a fungao W(conhecida como componente de Faddeev (FEDOROV; JENSEN, 1993))

satisfaz a equacao:

?12 ///L \/r?:
‘/,/// 7.513,2 .
O |- /s

2 P12;3

¢ ¢

FIGURA 2.2 — Os trés conjuntos de coordenadas de Jacobi descrevem as posicoes relativas de

trés particulas idénticas.

e depois de alguma manipulagoes para a funcao ¥ usando as coordenadas de Jacobi,

pode ser cosultada em (NAIDON; ENDO, 2017), logo para a equagao (2.24) encontramos

( _ 0_22 - k2) Xo(r,p) =0 (2.25)
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e a condicao limite para r — 0, pode-se finalmente realizar uma transformacao das coor-
denadas (r, p) para as coordenadas polares (R, ) conhecidas como coordenadas hiperes-

féricas:

r = Rsina (2.26)
p= Rcosa (2.27)
onde R ¢ o hiper-raio satisfazendo
2 2, 2 2. 9 2 2

Nestas coordenadas, Obtém-se a equagao:

0? 1 0 1 0?

com a condi¢ao limite para a — 0:

0 8 R
[% (xo(R, 04))] - + EXO(Rv m/3) = _EXO(Ra 0) (2.30)

O problema torna-se entao separavel em R e «, para o caso a — +o0o correspondente
ao limite unitdrio. De fato, neste limite o lado direito da equagao (2.30) desaparece e
é deixado com uma condi¢ao de contorno em o = 0 que é independente de R. Assim,

pode-se encontrar uma solugao de equagao (2.29) na forma:

Xo(R,a) = F(R)$(a) (2.31)

onde ¢ satisfaz —%M&) = s2¢(a) com as condigoes de cortorno para o =0 e a = 7/2.

Isso fornece as seguintes solugoes:
On(a) = sin(s,(7/2 — «)) (2.32)

onde s, é uma solucao da equagao:
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T 8 m
—8, 08 | $,— | + —=sin (sn—> =0 2.33
( 2> V3 6 (2:33)

Cada solucao rotulada por n constitui uma dire¢ao para o movimento hiper-radial.
Isto é, para cada solugao ¢, existe uma fungao hiper-radial correspondente F,(R) tal que

F,.(R)¢,(cr) é uma solucao da equagao (2.29). Satisfaz a equagao:

_ - - 2 _°n _ 12 —
< N A k:)Fn(R) 0 (2.34)

( _ + V,(R) — k:2> VRE,(R) =0 (2.35)

(2.36)

Todas as solugbes da equagao (2.33) sdo reais, exceto uma denotada como sy ~
+1.00624%, que ¢ puramente imagindria. Como resultado, o potencial efetivo de oc R?
na equagao (2.30) é atraente para o canal n = 0. Isso estd em contraste com o problema
de trés corpos nao interagentes, onde a condi¢gdo de contorno (2.32) é substituida por
Xo(R, ) —,_0 0, levando a equagao (2.36) com autovalores s, = 2(n + 1) isso é tudo

real. Neste caso, o potencial efetivo o R? da equagdo (2.44) é repulsivo para todos os n.

Esta repulsao é interpretada como uma barreira centrifuga generalizada devido ao
movimento livre de deformacao do sistema de trés corpos. No problema de interacao na

unitariedade, no entanto, a direcao n = 0 leva a uma atracao eficaz de trés corpos

sol* +1/4

Vo(R) =~

(2.37)
Essa atracao inesperada é a base da fisica Efimov e é chamada de atracao Efimov.
Pode ser interpretado como o resultado de uma atracao mediada entre duas particulas

pela troca da terceira particula.
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2.2.3 Espectro de Efimov e o potencial radial

Para trés bosons idénticos interagindo em pares por meio de potenciais de curto al-
cance, Efimov previu um numero infinito de estados ligados de trés corpos com escala
geométrica, quando as interagoes de dois corpos sdo ressonantes, isto é, |a| — oo. A fi-
gura (2.1) (seguindo (FERLAINO; GRIMM, 2010)) vista na subsec¢ao (2.2.1), onde descreve
o cenario Efimov para as energias de alguns dos estados de trés bosons sao plotadas como

uma fungao de 1/a; para F > 0 as energias dos trés dtomos formam um continuum.

Os estados Efimov ligados sao mostrados esquematicamente por linhas sélidas, com
um fator de escala (razao de autovalores de energia sucessivos) definido artificialmente em
2 em vez de 22.7. Os estados Efimov se separam no lado positivo de um no continuum
dimero-4tomo dado por —h?/(Ma?) < E < 0 (veja a curva pontilhada na Fig.(2.1).

O espectro de Efimov para problema dos trés corpos, é a assinatura de um potencial
central atrativo que cai assintoticamente com a poténcia quadrada inversa da distancia.
Sugere-se um potencial de longo alcance de trés corpos, observando que, para um positivo
grande, o tamanho do dimero é muito grande e a presenca de outro dtomo, mesmo que
muito distante, pode ser detectada pelo dimero. Para um negativo grande, os dois atomos,
mesmo que nao estejam ligados, estao espacialmente correlacionados em uma distancia de

ordem |a| em um estado quase ligado.

Para obter a escala geométrica do espectro, é suficiente considerar o problema mais
simples de uma tunica particula de massa m em um potencial de inverso do quadrado
V(r) = (h*/2m)\/r?, onde A é um adimensional constante de acoplamento. Classica-
mente, a equagao de movimento neste potencial é invariante de escala sob as transforma-

coes continuas r — ar, e t — o?t.

Em mecanica quantica, para A > —1/4, ndo ha estado ligado, e a escala continua de
invariancia é vélida. Um estado de energia zero aparece para A = —1/4, e o sistema
é anomalo para A < —1/4, devido a singularidade de curto alcance do potencial. Uma
consequéncia direta da anomalia para A < —1/4 é que ndo hd mais um limite inferior no

espectro de energia, e uma regularizacao é necessaria.

Estamos interessados na situacao em que o potencial é quadrado inverso apenas para
r > r., onde r. é considerado como o corte de curta distancia. Nés impomos a condi¢ao
de contorno que as autofungoes desaparecem em r = r., o que resulta em um discreto
espectro. A propriedade de escala geométrica, ou seja, que as proporc¢oes dos autovalores

de energia adjacentes permanecem constantes, é independente de r..

No6s escrevemos a equagao de Schrodinger no estado-S para r > r. como
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u(r) = — Eu(r), (2.38)

onde neste estagio, s3 > 0 é apenas uma maneira de parametrizar a forga de um potencial
de inversao do quadrado que é maior que 1/4. Para estados ligados, definimos (2m/h*)E =
—k2, e exigimos que as funcoes de onda desaparecam no infinito. Nés obtemos a solucao
u(kr) = /krK;s, (kr), onde K;g, é a fungao modificada de Bessel de terceiro tipo de parte
puramente imaginaria isg. A condi¢ao de contorno que u(kr.) = 0 faz x discreto, tal que
K5, (k1) = 0, com n um positivo inteiro. Para estados de limite raso tais que (k,ro < 1),

os zeros da funcdo Bessel K, (krg) sao dados

—nm

KpTe = €XP (

)(26—7)[1 +0(s0) + ..., (2.39)

S0

onde 7 é a constante de Euler. A equagao (2.36) leva ao resultado desejado

EnJrl
L,

= exp(—27/5sy), n=12 .0 (2.40)

que é a escala geométrica mencionada anteriormente. Observe que o valor real de FE,
é dimensionado como r; 2, mas o dimensionamento geométrico é vélido para os estados

superficiais. Observe também que, quando n se torna maior, os estados tornam-se mais

rasos, com um numero infinito de estados acumulando energia zero.

No problema de trés corpos em que trés particulas interagem em pares, ha seis graus
de liberdade apds o movimento do centro de massa ser eliminado. Este problema é co-
mumente tratado em coordenadas hiperesféricas com uma varidvel hiperradial R e cinco

angulos.

Para particulas de massa iguais R = /(r?, + 72, +12,)/3. Na aproximacio adiabd-
tica para R fixo, resolvemos a equacao de schrodinger para as varidveis angulares, obtendo
assim um conjunto completo de autovalores adiabaticos €(R) e os autovalores correspon-
dentes. A solucao mostra que no limite ressonante a — +oo, desprezando o acoplamento

de canal.

Para bésons idénticos, exp(m/sg) ~ 22,694, (isto é, so ~ 1,00624), mas, em geral, sy
depende das proporgoes de massa. Se a é finito e muito grande, com |a| > r(, a interagao
do inverso do quadrado €(R) é cortada a uma curta distancia da ordem de ¢ e a uma longa

distancia da ordem de |a|. O nimero de estados de ligados rasos é dado aproximadamente
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(2.41)

2.2.4 O modelo de trés corpos

Nosso objetivo de obter uma interacao do inverso do quadrado no problema de trés
corpos € melhor se tomarmos duas particulas pesadas idénticas 1 e 2, cada uma com massa
M e com uma particula 3 de massa m, obedecendo proporcao de massa m < M, a forma
de um potencial estatico de Yukawa surge naturalmente na fisica nuclear devido a troca

de um béson de massa leve (por exemplo, um pion) entre dois nicleos de massa pesada.

Na fisica nuclear, o alcance do potencial é determinado pela raiz quadrada da massa
da particula leve; no nosso caso, é a raiz quadrada da energia de ligacao do atomo leve

que desempenha o papel analogo.

&R T

FIGURA 2.3 — O potencial efetivo €(R) entre as duas particulas de massa pesada que surge
na aproximacao adiabatica devido a interacao com a particula de massa leve. Para R < Ry,
o potencial interatomico é irrelevante para o efeito Efimov. O comprimento de espalhamento
a é marcado no eixo horizontal. Como a — o0, a ligacao de dois corpos k:g val para zero, e
¢(R) — R™2 para todo R > Ry. As quatro regides do potencial ¢(R) sdo discutidas no texto.

Esta situacdo é ilustrada na Fig.(2.3). Na regiao I, R < Ry, onde Ry é o alcance do
potencial interatomico entre as duas particulas pesadas. Nés cortamos o potencial para
os estados rasos a essa distancia. Na regiao IT hd um potencial 1/R?, que se estende as
distancias R < a, portanto, para todos os R como a — oo, como no caso (1). A regiao
I é para R ~ a, onde ocorre a transicao para a forma Yukawa. A regiao IV contém o

comportamento assintotico do potencial.

Como a ligagao de dois corpos k2 vai para zero, o potencial de longo alcance €(R)
assume a forma do quadrado inverso R?, que nio tem escala de comprimento. A partir

de consideragoes dimensionais, porque h?/M tem as dimensoes de FL? um potencial de
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inverso do quadrado é a unica forma possivel na auséncia de outras escalas de massa ou

constantes de acoplamento.

Da Fig.(2.3), uma previsao relacionada associada ao colapso do sistema de trés corpos
chamado efeito Thomas também pode ser deduzida. Considere um sistema de dois corpos
de alcance g com uma ligagao fixa x2. Deixe o parametro de faixa 7 ficar menor e menor,

ajustando a forca do potencial de dois corpos de modo que x2 permaneca constante.

O efeito Thomas afirma que o sistema de trés corpos entrara em colapso com g — 0,
com seu estado limite mais profundo indo para —oo. Na Fig.(2.3), o corte de distancia
curta Ry do potencial do inverso do quadrado ¢(R) vai para zero quando 7 vai para zero.

Tal comportamento perto da origem causa um colapso na energia de trés corpos.

O efeito de Thomas nao requer que a forma assintotica do potencial seja inversa ao
quadrado, mas estd associada a singularidade a curta distancia do potencial. Da Eq.(2.49)
notamos que o nimero de estados ligados de trés corpos diverge quando a razao a/ro — oo,
o que pode ser feito deixando a — oo com 7q finito, como no efeito Efimov, ou deixando
ro — 0, com a finito, que corresponde ao efeito de Thomas. Ao contrario do efeito Efimov,
o efeito Thomas nao é passivel de verificagao experimental porque o alcance do potencial

de dois corpos nao pode, a partir de agora, ser ajustado para zero.



3 Dinamica de dois e trés corpos

Este capitulo esta focado nas propriedades universais dos sistemas quanticos de trés
corpos, ou seja, quando o tamanho do sistema ¢ muito maior do que o intervalo da
interacao entre as particulas. Tal problema ja é desafiador e interessante por si 86, ja que

nao ha equivalente classico.

Uma breve apresentacao da teoria quantica de espalhamento para dois corpos com
potenciais de alcance zero, é dado no Apéndice A e o foco aqui é apenas nos conceitos
e equacoes que sao necessarias para tornar a leitura deste trabalho mais facil. Mais
detalhes sao fornecidos nos Apéndices A, B e C. Descricoes completas e formais da teoria
do espalhamento nos problemas quanticos de trés corpos sao dados, por exemplo, em
(MITRA, 1969).

O ponto principal aqui é a derivacao das equacoes integrais para a matriz de transicao
de dois e trés corpos (matrix-T) quando se assume que as particulas interagem através de
potenciais de alcance zero. Embora esses potenciais nao sejam realistas, sua importancia

no estudo dos sistemas quanticos de dois e trés corpos é explicada na préoxima segao.

3.1 Modelo de alcance zero e renormalizacao.

Os potenciais de alcance zero da onda S tém uma forma do operador separével.

V= Aho (x| (3.1)
e sera usado para resolver a matriz T de dois corpos

conforme mostrado no Apéndice A.2. Observe que a matriz T, assim como os propagadores
livres e completos, dependem explicitamente da energia, ou seja, t = t(E), g = g(E) e

go = go(FE). Para um potencial separdvel de onda S, a matriz de transicao é

tE) = [X)7T(E)(x] (3.3)
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com

T(E) = (Al — / d"p E_ pf/%ed + z’e) (3.4)

onde m,q é a massa reduzida de dois corpos e g(p) = (p|x) ¢é o fator de forma do potencial
V.

Apesar do fato de que Eq.(3.4) vale para qualquer potencial separdvel genérico que
tenha a forma de operador dada na Eq.(3.1), nenhum potencial local tem esta forma além

do alcance zero.

O modelo de escala zero da onda S é introduzido através de uma interacao de delta
de Dirac que também é chamada de interacao de contato. Isso significa que as particulas
sO interagem quando se tocam. Além disso, o potencial de delta de Dirac tem a forma de
operador dada pela Eq.(3.1). No espaco das configuragoes, o elemento da matriz de um

potencial local V' é escrito como

(R'|VIR) = V(R)S(R' — R) (3.5)

O potencial delta de Dirac ¢ local e V(R) = A0(R). Assim, Eq.(3.5) se torna
(R'[VIR) = M(R)6(R"—R) = Md(R)4(R) (3.6)

o que significa que esse potencial também é separavel.

No espaco dos momentos, o elemento de matrix do potencial d-Dirac para um sistema

D-dimensional é

/ _ A D D p/ip' R ,—pR / _
®VIe) = 5p / d°R / d"R SRNIR) = 5755 (3.7)

E possivel redefinir Ix) = (27)P/?|x) para que Eq.(3.7) seja igual a A. Desta forma o
fator de forma (x|p) = (p|x) = g(p) é igual ao potencial delta de Dirac ao qual pode ser

visto

e PR
o) = (Bl) = (2" [ 0 R i(®) =1 (33)

A forma do fator do potencial ¢-Dirac na Eq.(3.8) introduz uma divergéncia na inte-
gracao do momento em Eq.(3.4). Em 3 dimensdes a divergéncia pode ser tratada pela

introdugdo de uma escala fisica no problema (FREDERICO et al., 2012), mas uma outra
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forma de tornar a integral finita poderia ser feita pela introducao de um corte. Foi mos-
trado em (YAMASHITA et al., 2004) que ambos os métodos sao equivalentes quando o limite

de momentum é deixado infinito.

A escala é introduzida definindo um valor fisico para a matriz-T de dois corpos, Ag,

em um ponto de energia subtraido definido por E = —pu2. A matrix-T se torna

Tr(—p*) = Ar(—p), (3.9)

onde o subscrito R significa renormalizado, e Agr(—pu?) é dado pela condicao fisica.

Inserindo a condigao da Eq.(3.9) no elemento de matrix dado pela Eq.(3.4)

p2 /ered

Tr(—p) = (A‘l - /de—u2 — . ) = r(—p?) (3.10)

que permite expressar a forga A como

1
_M2 - pz/zmred

i =) + [ @ (3.11)

Uma expressao finita para a amplitude de espalhamento é encontrada substituindo A,

como dado na Eq.(3.11), no elemento da matriz na Eq.(3.4). O resultado é

(E) " =N ) + [ d%(_ﬂ : 1 ) (3.12)

- p2/2mred a E — p2/2mred + 1€

3.1.1 Matriz-T de dois corpos.

Considerando apenas estados ligados, isto é, £ < 0, a integral no lado direito da

Eq.(3.12) para sistemas tridimensionais (D = 3) é

1 1
E) =5 (—p /d3 — 3.13
TR( ) r ( : ) - P _H2 _p2/2mred E— p2/2m7"ed + i€ ( )
onde, como antes, E é a energia, u? o ponto de subtracio, m,.; a massa reduzida e o
subscrito R significa renormalizado. Para E < 0 (estados ligados), a integral no lado

direito da Eq.(3.13) é
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1 1
I(E)= [ & -

I(E) - _47T2mred(\/2mred|E’ - \/2mred/vb2>‘ (314)

Para o caso 3D, o ponto de subtracao é escolhido como a energia de ligacao de dois
corpos, ou seja,—pu? = Ep e Eq.(3.14) também mantém no caso 3D, ou seja, Ay (Eg) = 0.

Entao, deixando o subscrito R, a matriz-T de dois corpos para sistemas 3D ¢é dada por

r(B)" = —2n(2m,e0)**(VIE| - VEn) (3.15)

que sera usado no calculo das propriedades dos sistemas de trés corpos em 3D.

3.2 Notacao e dinamica de trés corpos.

O sistema consiste em trés particulas distinguiveis de massas m,, momento k, e in-
teragoes em pares v,, onde a = A, B,C rotula as particulas (A,B,C) e a notagdo do
potencial é tal que v é a interacao entre as particulas B e C. A equacao de autovalor para

o Hamiltoniano

(Hy+V)¥ = E, (3.16)

NOtamos os estados nas regides discreta (E < 0) e continua (E > 0). O potencial
dado pelos termos de dois corpos é V = v +vp +v¢ e os propagadores livres e completos

sao dados respectivamente por

1 1
7)) =
Z—H, °© G2 =5—g

Go(Z) = (3.17)

com H = Hy+ V. O hamiltoniano livre, no sistema do laboratério, é dado pela soma das

energias cinéticas individuais das particulas e é escrito como

Hy= Y fo (3.18)

a=A,B,C 2ma

Um conjunto de coordenadas de Jacobi e o momento conjugado candnico, que sao
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mostrados na Fig.B.1 no apéndice B, sao tteis quando se lida com problemas de trés

corpos, ja que o movimento do CM ¢ separado. Neste caso, o Hamiltoniano livre torna-se

2 2 2
Hy—= Po y 0 Q
2ma,  2Mgya Mo+ mg+m,

(3.19)

onde Q = o,k, é 0o momento do CM. Tendo em conta o quadro da particula a em relagao
ao CM do par (5,7), q, é o momento da particula o em relagdo ao CM do par, p, é o
momento relativo do par, mg, € a massa reduzida do par e mg, o, ¢ a massa reduzida de

trés corpos. O momento relativo e as massas reduzidas sao dadas por

mg + My k Mea

L= w— ———(ks+k 3.20
o= e e (s k) (320)

m7k5 — 7’)‘L5k7

= —"— - 7 3.21

P pp— (3.21)
m[gmw

= — 3.22

mgy ms —|—m7’ ( )

(3.23)
com («f37) como permutagoes ciclicas de (A, B, C') (consulte o Apéndice B para obter mais
detalhes sobre o momento relativo de Jacobi). Também é 1til especificar uma notacao de

operador, em que todos os operadores de dois corpos sao representados com letras, isto é,

Ua, go € operadores de trés particulas sao representados por capital letras, isto ¢, H, V.

3.2.1 Matriz-T de trés corpos.

O operador de transicao de trés corpos € escrito como

T(E) =V +VG(E +i€)V (3.24)



CAPITULO 3. DINAMICA DE DOIS E TRES CORPOS 50

Esse é o andlogo formal da matriz T de dois corpos na Eq.(3.2). Além disso que o ope-
rador na Eq.(3.24) nao esta diretamente relacionado a segao de choque de espalhamento,

como no caso de dois corpos, as relagoes em Eq.(3.2) também segure e leia

T(E) =V + VGo(E +ie)T(E) = V + T(E)Go(E + ie)V (3.25)
Os componentes de Faddeev da matriz T de trés corpos (ver (FADDEEV et al., 1965))
To(E) =v+vGy(E +ie)T(E) (3.26)

e desde que V = v + vp + ve, 0 operador de transigao da Eq.(3.25) pode ser escrito em

termos dos componentes dados pela Eq.(3.26) como

T(E) = Ta(E) + Ts(E) + To(E) (3.27)

inserindo Eq.(3.27) de volta em Eq.(3.26) resulta em um sistema de equagoes acopladas,

ao qual pode ser escrita em forma de matriz

TA VA Va Vg Uy TA
TB - UB + Up Up Up Go TB (328)
Tc Vo vc Vo Ve Tc

Isolando a componente Ty em Eq.(3.41) resulta na

(1 — UGGO)TA = VA + UAGU(TB + Tc), (329)

ao qual multiplicado por (1 — v,Go)~! da esquerda

Th=1t,+ tAGo(TB + Tc), (330)

onde a relagao t4 = [1 —v4Go] v, foi usada na terceira linha. A matriz T renormalizada

de dois corpos no sistema abc é dada por

ta =ta(E) = |xA)Ta(E){xa| com 7ao(E)™= —47rmBCln(\ / E__BEC’> (3.31)
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Finalmente, o conjunto de equacoes acopladas para as componentes de Faddeev do

operador de transicao de trés corpos sao escritos em forma de

TA tA 0 tA tA Ta
TB — tB + tB 0 tB G() Tb (332)
TC tC tc tc 0 TC

Essas equagoes tém a vantagem de conter apenas a matriz T de dois corpos e, con-
sequentemente, as energias de dois corpos, em vez do potencial. Além disso, a Eq.(3.32)
mostra como a amplitude de espalhamento de dois corpos se conecta com o espalhamento
de trés corpos. Em detalhe, a equacao para um componente de Faddeev do operador de

transicao é dada por

Ta(Bs) = ta (E3 . qujm) {1 + Go(Bs + ie) [TB(Eg) + TC(E;:,)} } (3.33)

onde Fj3 é a energia de trés corpos e os outros componentes sao encontrados por permu-

tagao ciclica dos rétulos das particulas.

Observe que o argumento da matriz T de dois corpos na Eq.(3.15) é a energia relativa

de dois corpos, Ef, que foi substituida por E3 — %i na Eq.(3.46). A energia relativa
2
de dois corpos se conecta com a energia total, EY | através de FY = Ef + W, onde

g2 ¢ o momento total do par.

No referencial do centro de massa em um sistema de trés corpos, isto é, ) = 0, a
energia total do par é a diferenga entre a energia de trés corpos E3 e a energia cinética

2
da terceira particula, ou seja, EI = E5 — -2 Além disso, se Q = 0, o momento do par
) ) 2 2ma ) )

¢ exatamente o momento da terceira particula. Em outras palavras, |q;| = | —qy| =q e

a energia relativa de dois corpos como func¢ao da energia de trés corpos é escrita

ER:EQ— q2 i qg :E3_ q
2 2my  2(mp + me) 2mpe,a’

2

(3.34)

como que é exatamente o argumento da matriz T de dois corpos na Eq.(3.46).

3.3 Equacoes de estado ligado de trés corpos

A tentativa ingénua de escrever a equacao integral do estado ligado de trés corpos

em 3D apenas alterando o fator de fase e a matriz T de dois corpos como no caso 2D
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falha, uma vez que o nicleo de tal equacao é nao-compacto quando a interacao entre as
particulas é descrita para os potenciais de d-Dirac (ADHIKARI et al., 1988). Isso significa
que as equagoes de trés corpos devem ser renormalizadas.Uma discussao completa sobre
o método de renormalizagao é dada em (ADHIKARI et al., 1995), onde uma discussao sobre

o método equivalente dentro da teoria de campo eficaz pode ser encontrado.

3.3.1 Renormalizacao do operador de transicao de 3 corpos.

Para deduzirmos a equacao subtraida para a matriz-T de trés corpos iremos substituir
diretamente na equagao da matriz-T o potencial escrito em termos da matriz-T definida
no ponto de subtragao. Veremos que esse método é geral, aplicando-se, também, ao caso
de dois corpos. A seguir descreveremos o método das equagoes subtraidas. A equacao de

Lippmann-Schwinger para o operador de transicao é

Tr(E) =V + VGo(E)Tr(E) = V + Tr(E)Go(E), (3.35)

que por causa da notagao a energia é descartada.

O ponto de subtracao é escolhido como F = — :“%3) e a matriz de transicao neste ponto

é TR(—,u%?,)). O potencial V pode ser expresso como

-1

V = |1+ Tr(—pis))Go(—piis)) | Tr(—pis), (3.36)

onde T'(— ,u%:s)) ¢ definido como a soma das matrizes de transicao de dois corpos no ponto

de subtragao (ADHIKARI et al., 1995), nomeado

TR(_M?:’,)): Z tn(_ﬂ%za))a (3.37)

com t,(F) dado na Eq.(3.31). Inserido o potencial de renormalizacao (3.36) na Eq.(3.35)
da

Tr(E) = Tr(—pis) + Tr(—nis)) Go(E, —uts) ) Tr(E), (3.38)

onde
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Gi(E, _/J%?,))TR(E) = Go(E) — Go(_ﬂ%s)) = _(N%?)) + E)Go(E)Go(— 3)) (3.39)

Observe que a forma matricial da Eq.(3.38) é dado na Eq.(3.32), significando que cada

componente da matriz de transicao de trés corpos renormalizada é dado por

Ta(Bs) = ta <E3 - 2nj§c,A) {1 + G (Es, — i) | T (Es) + TC(E;),)} } (3.40)

que é andlogo a Eq.(3.33), onde a tunica diferenca é a propagador de trés corpos.

3.3.2 Equacoes integrais de estado ligado de trés corpos.

Partindo da equacao subtraida para a matriz-T de trés corpos obtida na se¢ao anterior,
podemos deduzir a equacao homogénea para os estados ligados e virtuais de trés corpos
idénticos. Nesta se¢ao iremos também calcular as energias das ressonancias no sistema de
trés corpos. Mostraremos que partindo-se de uma certa energia para o estado ligado de
dois corpos e diminuindo o seu modulo, um estado virtual de trés corpos torna-se ligado
(YAMASHITA et al., 2002), esse estado ligado torna-se por sua vez uma ressonancia quando

a energia de dois corpos torna-se virtual.

Partindo-se da equagao para a matriz-T podemos inserir nela a seguinte relacao de

completeza:

1= @) (®r] + / PRSIl (3.41)
L

onde |Pg) e |\Ii§€+)) sdo, respectivamente, a fun¢ao de onda dos estados ligados e a fungao
de onda de espalhamento das particulas de momento inicial igual a k. Assim, inserindo a

Eq.(3.41) na equagao da matriz-T, Eq.(3.24) com z = E, temos que:

T(E) =V + Y VG(E)D )PV + /d3kVG(E)\\D,§+>><qu+)yv;

Vi ®alV. [ Vv (v v
=V d’k = 3.42
+ZE Er, +ie E — E, + e ( )
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onde o propagador completo, G(FE), foi escrito explicitamente em termos dos autovalores
dos estados ligados, Ey, e dos estados de espalhamento, Ej,. A equacdo da matriz-T

escrita na forma da Eq.(3.42) é chamada de equagao de Low.

Para uma energia préxima a um estado ligado (E ~ Eg) temos que a segunda parcela

¢ dominante (devido ao pélo correspondente ao estado ligado), assim:

T ) (T
Es—E;,  E;+ |EL

T(Es) (3.43)
onde a fungao de vértice para o estado ligado ¢é definida por |I';) = V|®). Observando a
equagao da matriz-T para uma componente de Faddeev, Eq.(3.26), vemos que neste caso

a eq.(3.43) é escrita como

)T

T E ~~
A( 3) E3+|EL|’

(3.44)

onde [I'y) = v,|PL) e (T'p| = (Pp|V. Assim, substituindo a Eq.(3.44) na eq.(3.40), temos

que:

(3.45)

T4) (T 0
— 2 2 xtal BEe—
E3+ |EL| A 3

T5)(Cel L))
Es+ |EL|  Es+ |EL

1+ Go(Es, —ufs) <

Quando a sistema de dois corpos ¢ ligado, F3 — —|EL| e neste limite Eq.(3.58) temos

a equacao homogenea:

Ta) = ta (E . >G0<E3, —iy)(IT5) + 7)), (3.46)

mpc,A

Escrevendo a matriz T de dois corpos para um termo de potencial separavel, como na
Eq.(3.3), serd

2

Ta) = |xa)7a <E3 - ) (xalGo(Es, —nis))(IT5) + Tc)) (3.47)

2mpc,a

onde 7(F) é o elemento de matriz da matriz-T renormalizada dado por (A.41), e multi-

plicando Eq.(3.47) por (p4, q4| pela esquerda resulta em



CAPITULO 3. DINAMICA DE DOIS E TRES CORPOS 55

2

5 = )<xA,qA!Go(E3,—u?3)>(!FB>+!Fc>) (3.48)
mpc,A

(P4, dalT4) = (Palxa)Ta (Eg -

Para pOtenCiaiS 5—Dirac, <paaqa|ra> = <pa|Xa><qa|fa> = ga(pa)fa<qa) € a ith com-

ponente de Faddeev do estado ligado de trés corpos, que satisfaz uma equagao integral

homogeénea, ¢ dada por

2

4 )<XA7QA|G0<E37_M%3))(|XB>|fB>+|XC>|fC>>: (3.49)

2mpc.a

falds) =74 (Ezz -

onde f4 é a funcao espectadora, que descreve a interagao de cada particula espectadora
com o subsistema correspondente de dois corpos. As funcgoes espectadoras fg e fo sao

facilmente encontradas pela permutagao ciclica dos rétulos (a, b, ¢) na Eq. (3.49).

As componentes f4, fg e fo satisfazem um conjunto de trés equagoes integrais homo-
géneas acopladas, no caso em que a interagao entre as particulas é descrita para potenciais
de alcance zero. Para trés bosons idénticos, apenas uma equacao integral homogénea deve

ser resolvida, pois fa(qy) = felag) = fe(ae).

Do mesmo modo, para dois bésons idénticos mais uma particula distinta, ha um con-
junto de duas equagdes integrais homogéneas acopladas, uma vez que fa(q,) = fe(ag) #
fc(ae). Entao, as equagoes acopladas homogéneas para a fungao do espectador para

obter a energia do estado ligado sao dadas por

2

falas) = 7a <E3 - ) (X4, 94|Go(Es, —puis)) (Ix)| f3) + Ixo)lfe))  (3.50)

2mpc.a

2

2mca,B

felap) =74 <E3 - ><XBan|G0(E37 —uy) (Ixa)lfa) + Ixodlfe))  (3.51)

2

< > (xc» aclGo(Es, —uls)) (Ixa)l fa) + [x8)| f5)  (3.52)

2map,c

felae) = ¢ (Es -

Nota-se que os elementos de matriz nas Eqgs.(3.50) a (3.52) tem a estrutura, nomeada
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(X4, A4|Go(Es, —pis)) x5} f5)- (3.53)

O termo Go(Es, —,u%g)) pode ser separado em dois termos, como na Eq.(3.52). O
conjunto de trés equagoes integrais homogeneas acopladas para o estado ligado de um

sistema ABC' é escrito em uma forma compacta como

-1

fala) = [2w2<2m30>3/2 <\/ (s - 2) - ¢E—Bc)

x/d3k

1 1
2 - 2 fB<k)
(_E3+ q> + k _i_mLckq Mz_i_ q? + k _i_qu)

2mac 2mpc 2mac 2mpc mo
1 1
+ E 72 k2 1y - 2 q2 k2 1y fC(k) (354)
Tt amas Tompe T N W T am g Tampe Tmp K

onde as particulas A, B e C, possuem massas m4, mpg € m¢ respectivamente.

A transformacao para coordenadas esféricas na integracao de d3q é feita como,

00 s 00 2m
/ dgq—>/ sin@d@/ q2dq/ do.
0 0 0 0

Assim, obtemos as equagoes integrais acopladas para o estado ligado de trés corpos
distintos, onde introduzindo k = ¢ — q'.q = ¢’.qcos 6. Escolhendo q na direcao z,dado

que o momento angular total é conservado pelo potencial de contato na onda S.

As solugoes das Eq.(3.54) com momento angular total zero sao estudadas, e como
a interacao entre as particulas é descrita para os potenciais da ondas S, as funcoes do
espectadoras dependem apenas dos médulos de momento, isto é, f4(q) = fa(q). Entao,

a integracao angular nas equacoes anteriores € resolvido usando

T dfsind 1+2
/wl—zcosﬁln<1—z) (3:55)

onde a constante z satisfaz |z| < 1.

A funcdo de onda para (A, B,C') sdao permutagoes ciclicas dos rétulos («, 3,7). As

solugoes numéricas para (3.54) sao discutidas no Apencice C.
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3.4 Formalismo de Faddeev para as equacoes de trés

COrpos.

O formalismo para tratar os sistemas descritos na se¢ao anterior consiste na introducao
de escalas fisicas nas equagoes de Faddeev. Uma das maneiras, a principio, é resolver as
equacoes de Faddeev usando um potencial separavel, uma forma especial de interacao
nao local que ja foi muito utilizada em problemas de trés corpos em fisica nuclear. Esse
potencial leva a uma simplificacao consideravel das equacoes de Faddeev e o efeito Efimov

aparece de forma natural no limite da energia.

Na presente subsecao, corrigimos nossa notagao e incluimos o formalismo padrao para
o espalhamento eldstico de uma particula A colidindo com um dimero (AB), que é formado
pela mesma particula A com outra particula B. No formalismo a seguir, estamos sempre
que o sistema de trés corpos (AAB), assim como os subsistemas (AB) e (AA) estao
ligados, de tal forma que podemos tirar vantagem dos dados disponiveis correspondentes
como entradas provenientes de diferentes modelos realistas, bem como de consideragoes

experimenais.

As outras energias de ligacao de entrada sao obtidas de modelos especificos, que serd
discutido. Em particular, devemos notar a boa concordancia entre a maioria dos mo-
delos realistas sobre as outras energias de ligacao ao dimero AB, de tal forma que as
discrepancias provenientes dos resultados do modelo sao principalmente verificadas para
as respectivas energias de trés corpos. No formalismo, seguindo (SHALCHI et al., 2017),

nés assumimos unidades tal que A =1.

As energias do estado ligado para os dois e trés corpos os sistemas sao dados por
Exx = —Baa, Fap = —Bap e E3 = —Bg, respectivamente; com a energia da onda
particula colidindo elasticamente da onda S dado por Ej. A seguir, primeiro recuperamos
o formalismo de trés corpos do estado ligado, restrito ao caso da onda S quando todos
os sub-sistemas estao sendo ligado. Em seguida, introduzindo as condic¢oes de contorno

apropriadas, estendemos o formalismo para a colisao de particula-dimero.

3.4.1 Estado ligado de trés corpos

A equagao acoplada do estado ligado para potenciais separaveis é geralmente escrito
em termos das fungoes do espectador para as particulas A e B, dadas por xa(q; E3). Para

onda S essas equacoes acopladas sao dadas por

xa(q) = 1a(q; E3) /OOO dkk?[Ky(q, k; Es)xa(k) + Ki(q, k; Es)xs(k)]
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x8(q) = 78(¢; Es) / dkk* Ky (K, ¢; Bs)xa(k), (3.56)
0

onde xa(q) = xa(q; E3) e x(q) = xB(q; E3). T4 € Tp s@o respectivamentes as matrizes ¢
de dois corpos para os subsistemas AA e AB, com K; e K5 sendo os nucleos apropriados,
que sera explicitamente dado a seguir de acordo com o tipo de fator de forma considerado

para as interacoes de dois corpos.

Considerando as definicoes

k2 k2
A = F3— Eap, B
20 A(AB) 21p(Aa)

= E3 — EAA7 (357)

com j = A, B, 7;,x; € a Eq.(3.56) pode ser convenientemente redefinida. Como ambos os

subsistemas estao ligados, temos

7i(q; E3) hi(q; Es)
) ;E = J , . =2\ 7o) , 3.58
com
_ o hA(k; E3) hB(k? Es)
- F3) = - F 2K CFy)— = LK - F
hA(q’ 3) TA<Q7 3)/0 dkk |: Q(Q,k; 3)(k2+‘k124|> + 1<Qak7 3)<k2+’k D
& ha(k; E
hB<Q§E3):7_—B(q;E3)/ dkk* K, (k, q; Es) ;‘( d (3.59)
0 (k2 + [K3])

As expressoes para 7; e kernels K, sao dadas na seguinte subsecao C, considerando o

modelo do potencial especifico que estamos usando.

3.4.2 Espalhamento particula-dimero

Para o espalhamento de uma particula A pelo subsistema de ligacao AB, devemos
primeiro redefinir a expressao para 74 dada na Eq.(3.58) (considerando que k%), de tal
modo que TA(q; E3) = Ta(q; E3)/(¢?> — k% — i€). Em seguida, o formalismo é estendido
para obter a amplitude de espalhamento introduzindo a condigao limite obrigatoria. Para

a onda S esta condicao é dada por
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25(q - kz)
e

ha(k; Es)
T
@+ k%4 — e

xalq) =2m +4 (3.60)
onde k4 é dado pela Eq.(3.58), com FEj3 >0 neste caso. Entao, as equagdes acopladas

(3.59) sao substituidas por

7T o0
ha(q; Es) = Ta(q; Es){EKz(q,k; E3) +/ dkk?x
0

(k2 — K3 — ic) P — i

: = (o T : z o2 . ha(k; E3)
hg(q; E3) = T5(¢; E3){§K1(q, k; E3) +/0 dkk”Ki(g, k; E3)(l€2+/€—M (3.62)
3.4.3 Interacoes de alcance zero e alcance finito com os ntcleos

correspondentes

Ao usar interagoes de alcance zero, um corte é necessario regularizar o formalismo,
dentro da renormalizacao precedente. Para isso, nos nucleos, subtragao precedente é
usada com um parametro de regularizacao p, de tal forma que os nucleos K o e 7; usados

no formalismo é dado por

Kiz12(q,k; E3) = Gi(q, k; Es) — Gi(q, k, —p2),

1 2 2 -1
Gl(q,k’;Eg):/ da:{Eg-l—ie—q__k__@}

—1 m - 2pap m

1 2 2 2 -1
: qQ +k k kqx
G k: E3) = dx | E — — — 3.63
2(q, k; Es) /1 l’{ 5 + e - S Am| (3.63)
7alq, By) = S248 g+ kg an(By) (3.64)
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=

_ B(AA
TB(Q? E3) = )

FE .
oI, [Kaa + K3 aa(E3)] (3.65)

onde

Kaa =\ —2paaF a4, KkaB =/ —2paplap

q2
K3aa(Es) = [ —2paa {Es - } :

2B An)

Kaap(Bs) = \/—QMAB {Eg __ ¢ ] (3.66)

2/14(4B)

Para interacao de alcance finito, assumimos uma classificagao de potencial de Yamaguchi,

dado por

1 1
Vii(p, / = \i; , 3.67
o.0) ]<p2+7%)(p,2+7%) (3.67)

onde ij = AA ou AB, respectivamente, para os subsistemas AA ou AB de dois corpos.
Aij e 7;; referem-se a forca e ao intervalo r;; das respectivas interagoes de dois corpos.
Como na presente abordagem, consideramos apenas ligado (negativo) subsistemas de dois
corpos, F;j=—B;;, as relacoes correspondentes para os pontos fortes e intervalos sao dadas

por

. 1 2ty
)‘i_jl - _ 7 Tij = — + 2y 5 (3.68)
i (Vig + ig) Vi (g Kig)

Nesse caso, K5 e 7; sdo exemplificados em (SHALCHI et al., 2018) da seguinte forma:

1 2

k‘ —1
Ki(q, k; E3) = / dx {qQ + — + gk + vfm}

-1

4

q*A? 2qkAx

N LA i
(A+1)2  (A+1)

-1
o] e [Bien £ K

x | k2 +
m  2uap m

} T (369)
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1

2 2qkzx -1
dz [k:2 + q + q + 7313}

Kala, ks Es) :/ A1 T A+

-1

k? 2qkx !
2 2 E e
x{q +(A+1)2+(A—|—1)+7AB] X{ 3+ 1€

(¢* + k) ko
2448 Am

]1, (3.70)

2
#a(g: ) HLA(AB) [ YaB(VaB + KaB)

E3)]? E)]|(3.71

IB(AA) [ Yaa(vaa + Kaa)?

T8(q; E3) =
5(¢: By) T4 12744 + K3aa(E3) + Kaa

[yaa + k3aa(Es)]*[kaa + K3AA(E3)]} (3.72)

Em nossa abordagem, os parametros da separagao das interagoes sao fixadas pelo es-
tado ligado correspondente energias, bem como pelos intervalos efetivos (ao considerar
interages de intervalo finito). Finalmente, os observaveis de espalhamento, os desloca-
mento de fase 0y da onda S, a segao de choque o e parametro de absor¢ao n sao obtidos

usando a amplitude de dispersao na camada ha(k; E3), considerando que

S,—1 .
ha(k; E5) = ;k : Sy = neZiso, (3.73)

dr _

75 = |halk; Es)[, (3.74)

onde S, é a matriz de espalhamento para a onda elastica S e n < 1 é o parametro de

absorgao.



4 Estados ligados para o problema

de trés corpos

O efeito Efimov é demonstrado em um modelo que consiste em duas particulas pesadas
e uma leve quando a interagao leve-pesada leva a um estado ligado de dois corpos de
energia zero. O modelo é resolvido na aproximagao de Born-Oppenheimer, onde os termos
pesado e leve tém significado relativo: duas particulas sao mais pesadas que a terceira,
com a interacao leve-pesada vista como um elemento de potencial separavel da onda S
da forma de Yamaguchi. A situacdo em que uma particula é muito mais leve do que as
outras ¢ adequadamente tratada na aproximagao adiabatica, ou seja, a aproximacao de
Born-Oppenheimer (BO).

Nesta aproximacao, as particulas pesadas se movem muito lentamente, enquanto a
particula leve orbita em torno delas. De fato, para a aproximacao de BO ser valida, basta
considerar que a energia cinética relativa das particulas pesadas é muito menor que a
da particula leve. Uma implementacao da aproximacao de Born-Oppenheimer para se
demonstrar o Efeito Efimov foi apresentada em (FONSECA et al., 1979b), onde o problema
de Efimov é resolvido em um modelo analitico. E mostrado que o efeito Efimov esta

relacionado a uma forga efetiva de longo alcance.

Como no capitulo anterior, um sistema de trés corpos com interacoes de curto alcance
para massas gerais e forcas de interacao é considerado. As expressoes para a aproximagcao
adiabatica sao derivadas usando potenciais separaveis de alcance zero, e produzem um
potencial adiabatico conciso entre as duas particulas pesadas no sistema de particulas

leve e pesadas quando a coordenada da particula leve é integrada.

O potencial adiabatico, que é encontrado como a solucao de uma equacao transcen-
dental, depende da massa e revela um ntimero crescente de estados ligados diminuindo a
massa da particula leve. Uma expressao assintotica para o potencial adiabatico é derivada;
e mostra-se que esta expressao analitica corresponde fielmente ao potencial adiabatico cal-
culado numericamente, mesmo na regiao nao assintotica. O nimero de estados ligados
para um sistema de particula leve e pesada é estimado como uma funcao da relacao de

massa entre as particulas leve-pesada.
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4.1 Formalismo para Aproximacao Adiabatica para

o estado ligado

Seja um sistema de trés corpos do tipo ABC em que as duas particulas pesadas tém
massas m4 e mp. I considerado que essas particulas pesadas tem movimento lento em
relacao a leve, e seus centros sao separados por uma distancia R. A particula leve tem
massa mg e coordenada r em relacao ao centro de massa C'M do subsistema das particulas
pesadas. A interacao entre as particulas é descrita por potenciais em pares de particulas
de alcance zero. A notagao para o potencial que Vi significa a interacao entre as particulas
A e B, com Vy,, Vg analogamente definida. A configuracao do sistema de trés corpos é

mostrada na Fig.(4.1).

|
| - >
FIGURA 4.1 — Sistema de trés corpos com duas massas pesadas my4 e mp e uma leve mg.

A equagao de Schrodinger com os autovalores do sistema ABC' é H¥(r,R) = EV¥(r,R).

O Hamiltoniano H é escrito nas coordenadas R,r do C'M de trés corpos como

h2
 2uc.an

h2

H=—
2uAB

A% V24V, <r - ‘::L‘BR> + Vg (r + TR) +Ve(R) (4.1)

A B

: = _ _mamp _ mg(matmg)
onde as massas reduzida sao pap = Tnagme) € HCAB = Goatmnimed

A aproximacao adiabatica diz que é possivel dividir a equacao de autovalor de trés
corpos na solucao de dois problemas de dois corpos: o movimento da particula leve é
considerado em relagao ao sistema das particulas pesadas, e o movimento das particulas

pesadas do sistema é separada.

Essas equacoes de autovalores sao validas sempre que o movimento da particula leve é

mais rapido comparado ao movimento das particulas pesadas, de modo que a dinamica da
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particula leve pode ser resolvida enquanto as particulas pesadas estao instantaneamente

em repouso. A funcao de onda é decomposta como

U(r,R) = ¢r(r)o(R), (4.2)

onde 1r(r) é a funcdo de onda que descreve o estado da particula leve para R fixo e

»(R) é a funcao de onda pesada do subsistema. A aproximacao é valida quando o termo
. e . h2 2 ,

de energia cinética, —MV 2U(r, R), é pequeno comparado com os outros termos na

Eq.(4.1). Usando a funcao de onda da Eq.(4.2), a equacao de autovalor torna-se

Hygr(r)p(R) = EYr(r)o(R),

¢(R)( v, (r - ‘“;BR> + Vg (r + %R))zﬁR(r)

2aB,C ma

2

() ( ey VC(R))¢(R) — Bdn(r)é(R),

2uaB

( A (r - %R) + Vi <r + f;ﬁ—;R))wR(r)
Yr(r)

(- 5V Ve®) ) oy

" 5(R)

= E (4.3)

O primeiro termo do lado esquerdo da Eq.(4.3) é uma constante de separacao, €(R),

que nao depende de r. Portanto, a equagao para particula leve é

{ 2 v +VA(r— %R) —I—VB<r—|— “A;BR”W.) — (R 44

2/ic.AB mpg

e o autovalor, €(R), desempenha o papel de um potencial efetivo na equacao do sistema

particulas pesadas. Da Eq.(4.3), esta equagcao é

R,
(= 5T+ VelR) + () ) n(R) = Eon(®) (45)
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Devido as caracteristicas fisicas do sistema foi possivel, via aproximagao BO, separar
os movimentos relativos das particulas. A aproximacao vai funcionar quando a energia

cinética das particulas pesadas for bem menor que a energia cinética da particula leve.

4.1.1 Calculo para o potencial efetivo ¢(R).

Nesta sessao iremos calcular a constante de separagao €(R) que entra na equagao de
Schrodinger para as particulas pesadas como um potencial efetivo. Considere a Eq.(4.3)

para a particula leve dada por:

2

V2 4V, <r - WiR) + Vg <r + @R)}w(r) — «(R)Y(r),  (4.6)

21uc.AB mp ma

Assumindo que os potenciais sao separaveis e possuem a mesma amplitude para as
interagoes entre a particula leve e as pesadas, isto é, em uma base V = \|g)(g|, assim

temos

(r+ 22 RIVIg(r, R)) = Mr £ 22 R|g)(gli(x, R))

M(A,B) M(a,B)

vemos que

(v + 25 RIVIY(r, R)) = Mr + 25 R|g) (g’ + L2E-R)(r' + 22 _R|y(r, R))
M(A,B) M(A,B) M(A,B) ™M(A,B)

onde V4 e Vg sao respectivamente os potenciais das particulas A e B

(v + LA5_RVIg(r, R)) = Ar + 22 R|g>/d3’",<g|r’i PAL ) g FAE (e, o))
m(A,B) M(A,B) (4.B) TUAB)

(r+ 1B R|V|z/1(r,R)):)\g(ri HaB R) / d3T/gT<r:tMiR)¢<r/7 R)
M(a,B) M(a,B) m(a,B)

(4.7)
onde g(r + %R) ¢ o fator de forma do potencial. Substituindo (4.6) em (4.5) e

aplicando a transfomada de Fourier vamos encontrar

h2

2uaB,c

p’U(p, R) + )\/d?’re_ip'rg(r — M;BR) /d?’r’gT (r’ - WiR)ﬁb(r’, R)
mB mB
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+)\/d3r6_ip'rg (r + %R) /0[37"'gJr <r' + %R)w(r',m = e(E))(p,R), (4.8)

se nds definirmos

Ag) = / d3r’gf(r'i Hap R)¢(r’,R)

M(A,B)

3

d p, A
= [ &3 T(r’j:—MAB R) /—e’p x 'R
/ g o) Ok Y(p’, R)

d3 / i VAR
A :/—( p3 /d:”r’gT (r’j: —MAB)R>6”’ T(p', R) (4.9)

27) M(A,B

e apos realizarmos uma mudanca de variavel do tipo X' =1’ £ %R, obteremos

Ay = / d*p'g" (p') Y(p, R), (4.10)

assim podemos escrever a equacao (4.7) como

- p’0(p, R) + A/d3reip'r lg (r _ BaB )A, + g(r + MﬂR) AJJ = ¢(R)i(p, R)

2uc,AB mpg ma

rearranjando os termos temos finalmente

h?

21uc,AB

HFAB

p*¥(p. R) + \g(p) {e‘ mp PRy et "'RA+} — «(E))(p,R),  (4.11)

e reagrupando para &(p, R)

0 iEAB p, —iLAB
@Z)(pv R) = /\€<R> ;Q(p)hQ pz |:6+ ma P RA+ +e ™mB i RA—:| (4'12)
21c,AB
- p
Multiplicando a equagao (4.11) por gT(p)eilﬁfP’R e integrando em % para A e

A_ podemos escrever estes termos da seguinte forma
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Ai _ )\/ d3p [eq:ip.RA(:F) + A(i)] (4 13)
= 3 .
(27m)*  e(R) = 580

Verificamos que o sistema possui uma dinamica onde p e —p nao modifica a fisica do
problema, assim sendo A_=A,. Usando essa notacao para resolver a equagao (4.12) que

resultard na solugao para o autovalor da equagao transcendental:

A

(4.14)

1 / d®p 1+ cos(p.R)
3 n2

(27)° e(R) = g ?”
A integral é divergente para uma interacao de contato entre a particula leve e as par-
ticulas pesadas. Isto porque o fator de forma para este tipo de interacao é dado por
g(p) = 1 (veja apendice A.4.1), além disto, em trés dimensoes a solugdo da equacao de
Schrodinger para um potencial do tipo delta de Dirac apresenta divergéncias. Mas a diver-
géncia da integral (4.14) pode ser resolvida pela eliminagao da constante de acoplamento
A em favor da energia de ligacao de dois corpos e um polo na matriz de transicao T,

T(Es) = |x)7(E2) (x|, onde o elemento de matriz 7 é

1

P (4.15)
E2 — g_ﬂ + 20

TN (By) = A - / &

substituindo (4.14) em (4.15) e supondo que o sistema de dois corpos contenha um estado

ligado (Ey < 0) com energia E4p = —|E»|, agora podemos eliminar 0, encontramos

d®p | 14 cos(p.R) 1
/ 513 w5 T | = 0 (4.16)
( 7T) E(R) o 2HC,ABp |E2| + 2HC,ABp

Os resultados independentes do modelo sao naturalmente obtidos com o uso de po-
tenciais de alcance zero e o fator de forma de tal potencial no espago de momento é uma
constante, ou seja, como vimos g(p) = 1. Neste caso, a equacao. (4.16) é finita e a
integracao dos dois termos leva a uma equacao para o potencial adiabatico, e pode ser
resolvida analiticamente usando coordenadas esféricas na integracao de dp?; seu resultado

é uma equacao trancendental para o potencial efetivo ¢(R) como mostrado abaixo
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€(R)| o\ IR 2
—— =1+ 4.17
B ( Deas Bl R ) 1

O potencial efetivo €¢(R) é exatamente definido como a solu¢ao da Eq.(4.16), e é uma

ferramenta poderosa para entender sistemas de trés corpos com desequilibrio de massa.
No entanto, uma equacao transcendental envolvendo uma exponencial nao é intuitiva. Na
proxima se¢ao, duas expressoes limites para a expancao da Eq.(4.17) para R pequenos e

grandes serao encontradas.

4.1.2 Formalismo para o sistema de trés corpos do tipo AAB

Nesta secao, mostraremos o formalismo usado para resolver o sistema de trés corpos
formado por duas particulas pesadas idénticas com massas m4 e uma particula leve com
massa mpg, na aproximacao de BO. Aqui temos |Fs| o valor da energia de dois corpos
dado pela interagao entre cada particula pesada interagindo com a particula leve |Ep|.

Vamos considerar o sistema descrito esquematicamente na Fig.(4.2).

O Hamiltoniano é dado por pela equagao (4.1), onde as massas reduzidas sao dadas por
pas =ma/2 e pipaa =2mamp/(2ms + mp), e por questao de simplicidade adotaremos
m = mp e M = my. Estamos usando uma notagao para os potenciais V4 e Vg que
denotam, de forma explicita, as interagoes de dois corpos AB (bdson leve/ béson pesado)
e AA (dois bésons pesados idénticos). Notamos que a medida que m/M tende a zero o
potencial efetivo se torna mais atrativo, dando origem a um ndmero maior de estados

ligados

| - >

FIGURA 4.2 — Sistema de trés corpos formado por duas particulas pesadas idénticas com
massa m4, e uma particula leve com massa mp. Estamos considerando a faixa de validade de
Born-Oppenheimer onde mp/m4 < 1.
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Vamos considerar aqui que mpg < m4 e obtendo as equagoes para a particula leve e
a equagao para as particulas pesadas assim da mesma forma como na se¢ao (4.1), e as

unidades de r e R em picometros.

0
-2
_ 4
& -
< m/M = 0.250
-6 — m/M =0.080/ |
— m/M =0.040
-8 — m/M =0.010| |
m/M = 0.005
0 2 4 6 8 10

FIGURA 4.3 — O potencial efetivo em funcao da distancia entre as particulas pesadas para
diferentes valores de massa m/M, em unidades de (h = |Eq| = 1).

O potencial efetivo €(R) é obtido da equagao transcedental (4.17) pode ser resolvida
pela razao de massa dada A = mp/ma. O potencial efetivo assume formas bastante
simples nos limites de R grandes e pequenos. A seguir, investigamos os dois limites e os

comparamos com os resultados bem conhecidos para trés dimensoes.

Regime de grandes distancias, R > 1. Para R grande, a particula leve estd ligada a
apenas uma das particulas pesadas, de tal forma que o problema de trés corpos é reduzido
aproximadamente ao problema de dois corpos com |E3| — |E3|. O potencial efetivo pode
entdo ser escrito como limp o [€(R)| = |E2| + V(R), com V(R) — 0 para R — oc.
Substituindo este resultado assintdtico na Eq.(4.17) temos que o potencial efetivo pode

ser escrito como

R 26_\/ﬂR 6_2\/m
~ =1 4.18
onde p é a massa reduzida de trés corpos CAB, e o problema em trés dimensoes, obtém-se

um resultado bem conhecido de (FONSECA et al., 1979b). Para a situacao onde R se torna

maior que o comprimento de espalhamento, temos

Q¢ V2R

|€R—soo(R)] = "R

(4.19)
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Para regime de pequenas distancias, R — 0 ou o comprimento de espalhamento ten-
dendo ao infinito, ndés encontramos o potencial efetivo. Este regime esta diretamente
relacionado com o aparecimento do efeito Efimov. Como o potencial efetivo diverge a

curtas distancias, pode-se isolar |eg_,o(R)| e escrever

1

ler—so(R)| = R

(4.20)

Para o problema em trés dimensdes temos a reproducao dos resultados como mensio-
nado em (FONSECA et al., 1979b). A forca efetiva desempenha aqui um papel central na

ocorréncia do efeito Efimov para uma dimensao inteira maior que 2.

4.2 Estados ligados para o problema de trés corpos.

4.2.1 Funcao de onda para o particula leve

A forma de €(R) foi primeiramente derivada em (LIM; SHIMER, 1980) para dois fatores
de forma diferentes de Yamaguchi. Apds encontrar uma expressao para o potencial efetivo
e(R), vemos que a atragao aumenta quando a razao de massa mpg/my4 diminuiu, como
a particula leve, que gera a atracao efetiva, pode ser mais facilmente trocado entre as
particulas pesadas e com isso podemos escrever a funcao de onda da particula leve no

espago de configuragoes usando a tranformada de Fourier como em (SOUZA et al., 2015).

Devemos notar que os fatores A e g(p) na Eq.(4.12) podem ser absorvidos na normali-
zacao da fungao de onda, assim como A, = A_. A transformada de Fourier da Eq.(4.12)

pode ser escrita como

ip. (r+£44 ip. (r—£44
w(rR)—/ d*p ep(+mAR>—|—ep( aR) (421)
) - 2 ) .
(2m)? e(R) = g
substituindo €(R) pelo médulo temos
eip.(r-i—’i;?;‘ R) eip. (r— ﬁfj‘ R)
¥(r,R) = —/d3p : —/ °p (4.22)
(R + 57 127" ()| + g i’

vamos resolver a integral escolhendo um referencial tal que
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/

eiP-z

_ d3p
[e(R)| + 5—p? / |e(R)| + 5—p?

2up,AA 2uB,AA

eip-z

(4.23)

v R) = [ &

onde z = r + ’%:‘R ez =r— ’%“‘R sao apenas varidveis mudas para facilitar o enten-
dimento da integral, ja que apenas é efetuada a integracao nos espagos dos momentos.

Resolvendo a integral usando coordenadas esféricas em d*p podemos escrever

5 2
Ar? TR e e Rl masg) 4o Sl Hllr 4 taag
T LB, AA _m =
(e, R) = - L1 a2 ]
B2 v+ ’:n—ARHr— /:nﬁR|

(4.24)

A energia de ligacao entre a particula leve e as pesadas, F», para uma interacao alcance
zero renormalizada entra como uma entrada no potencial efetivo, e(R), ver Eq.(4.17). A
forma da fungao de onda dada na Eq.(4.24) pode ser usada para parametrizar a cauda de
grandes distancias da funcao de onda da particula leve de qualquer potencial satisfazendo

a condicao de validade da aproximacgao de Born-Oppenheimer.

O potencial de curto alcance entre as particulas pesadas e leve é aproximado por uma
interacao de alcance zero. Este permite uma solucao analitica com a fun¢ao de onda no
espago de coordenadas explicitamente dada na Eq.(4.24). Reescrevendo o argumentos na

funcao de onda e usando pa4 = m4/2, nés temos

47T2[1'B7AA 679+ 679_
O R) =~ Vb o T (4.25)

onde a funcao de onda é vista como uma funcao de duas coordenadas e um parametro de
escala b, isto é,

2 1 7 205,44 R%|e(R)|
QL = —+ -+ = = : 4.2
i \/b(R2 + 1T R cos(HrR)) onde b 2 (4.26)

Assim, a combinacao adimensional em b da energia, massa reduzida e distancia entre
as particulas pesadas determina esta funcao de onda completamente junto com o tamanho

relativo, r/R, e a diregao, cos(f,r), entre as duas coordenadas relativas, r e R e Fig.(4.2).

A fungao de onda v é simétrica em torno de cos(f,.gr) = 0, e tem uma divergéncia

quando seu argumento se aproxima de zero, o que no presente caso ocorre quando R = 2r
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FIGURA 4.4 — A funcao de onda na Eq.(4.23) como uma fun¢ao do tamanho relativo, r/R, e
a diregao, cos(f,-r), entre as duas coordenadas relativas, r e R, ver Fig.(4.2). As coordenadas
superior e inferior sdo, respectivamente, resultados para b = 1 e 4. A constante na frente da

2
Eq.(4.25) e fixado como 47”%% =1.

e cos(f.g) = 1. Isto é precisamente quando a particula leve estd no topo de uma das
particulas pesadas. Para a atracao empregada de curto alcance esta nao é uma surpresa,

ja que a probabilidade é maior em tal situacao, como visto na Fig.(4.4).

As duas superficies para b diferentes mostram como o pico aumenta em torno das
particulas pesadas a medida que a energia de ligagao de dois corpos ou a distancia de
particulas pesadas aumenta. A particula leve torna-se em ambos os casos cada vez mais
localizada em torno de uma das particulas pesadas, o efeito de aumentar b é fazer a funcao

de onda mais plana.

As propriedades vistas na Fq.(4.24) é ilustrada na Fig.(4.4) refletem o comportamento
universal genuino para qualquer interagao de curto alcance na aproximacao BO, desde
que as distancias entre as particulas leves e pesadas sejam muito maiores do que o alcance
dos respectivos potenciais. Esta forma analitica da funcao de onda pode entao ser usada
como uma condi¢ao de contorno ou para parametrizar a cauda de uma fun¢ao de onda

geral.

Analisando a fungao de onda de Eq.(4.24) para a particula leve, teremos o comporta-
mento de ¢(r, R) na Fig.(4.5). Notamos que fixando-se a energia entre a particula leve e
as pesadas |Es|, a distancia R e diminuindo a razao de m/M a extremidade da fungao de
onda se estende para distancias r maiores. O motivo disto é que aumentando a diferenca
de massa da particula leve e as pesadas, aumentamos a intensidade do potencial efetivo,
para que R e |Es| se mantenham constantes, a particula leve tende a se afastar do CM do

par pesado.

Da mesma forma analisando a funcdo de onda de Eq.(4.24) mas agora mantendo-se R



CAPITULO 4. ESTADOS LIGADOS PARA O PROBLEMA DE TRES CORPOS 73

~ -10

Y(r,1)

FIGURA 4.5 — Resultados para a fungao de onda da particula leve para dngulos 7/2 (dngulos
entre r e R) e i = |Ey| = 1 para ¢(r, 1) em funcao de r.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
r

FIGURA 4.6 — Resultados para a fungao de onda da particula leve para dngulos 7/2 (dngulos
entre r e R) e h = |Ey| = 1. Resultados para 9 (r, R) em funcao de r para m/M=0.05.

e m/M fixos e aumentando r o sistema evolui no sentido de se desligar. A distancia entre

as particulas pesadas vai aumentando a medida que a funcao de onda evolui.

Comportamento semelhante é observado mantendo-se r e |Fy| constantes e variando
m/M na Fig(4.7), notamos neste caso que o raio quadrdtico medio < R? > vai aumen-
tando, ou seja, a distancia entre as particulas pesados aumenta conforme aumentamos a

intensidade do potencial efetivo.

De forma semelhante ocorre quando mantemos r e m/M fixos e aumentamos R na
Fig(4.8). O sistema evolui no sentido de se desligar pois aumentado o valor de R a particula

leve tende a se afastar do centro de massa do sistema das duas particulas pesadas.
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FIGURA 4.7 — Resultados para a fungao de onda da particula leve para dngulos 7/2 (dngulos
entre r e R) e i = |Ey| = 1. Resultados para (1, R) em funcao de R.
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FIGURA 4.8 — Resultados para a fungao de onda da particula leve para dngulos 7/2 (dngulos
entre r e R) e i = |Ey| = 1. Resultados para ¢ (r, R) em funcao de R para m/M=0.05.

4.2.2 Funcao de onda para as particulas pesadas

A funcao de onda para o movimento das particulas pesadas é dada pela Eq.(4.4), onde

o operador Laplaciano escrito em coordenadas esféricas é dado por

L 10,0 1 o/ 0 1o
SR BCA IVIS Sy (P i DRI S 42
Ve= o\ ar) T REsmaaa\ "0 ) T Bante oy (4.27)

escrevendo ¢(R) = w, substituindo a equacao do operador laplaciano em coorde-

nadas esféricas na Eq.(4.26) em Eq.(4.4), multiplicando os termos por R?sin 6, dividindo

tudo por R(R)O(0)P(p) e organizando os termos para agrupar todos os itens dependen-
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tes de R e © para a esquerda, e depois agrupar o termo dependente de ¢ para a direita

encontramos

2.2 52 ~
R?sin” 0 0°R(R) 31n98(sin98@(9)) ~ 2p44 Vs(R) + ¢(R)

R(R) OR® ' ©(6) o6 26 72

(4.28)

Esta equacao deve ser satisfeita para qualquer combinacao de R e #. Como o lado direito

nao depende de R e o lado esquerdo nao depende de ¢, entao ambas equagoes devem ser iguais

2

a uma constante. Vamos definir convenientemente essa constante por m?, assim teremos

R%sin?0 0°R(R) = sin@ 0

(sin@ag(e)) _ 2BAAL R 4 e(R) — B(R)|R?sin 0 = m?

R(R) OR? * CIOEL o0 72
(4.29)
e agora isolando a componente R da equacao da direita e isolando 6
R O°R(R) 2uan . m? 1 g 26
R o A Ve (R) +e(R) ~ B(RIRE = S — o <sm ae)
(4.30)

onde o termo da esquerda para a variavel 6 é a equacao diferencial generalizada de Legendre.

Quando m = 0 teremos a equagcao diferencial de Legendre

m? 1 0 00
00

sin2f  sin 00 90 Smg) =i+

e agora para a parte radial que conduzird a funcao de onda

R* ®°R(R)  2paa

RE) OR2 3 [Ve(R) +€(R) — E(R)R>=1(1+1) (4.31)

Rearranjamos os termos podemos escrever a parte radial da fungdo de onda das particulas

pesadas como

K 9°R(R) h? Ul +1)
“ o [VBR R+ g =

R(R) = BsR(R) (4.32)
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reescrevendo R(R) = % e reescalonamento R e €(R) como na segao anterior, a Eq.(4.32) pode

ser reescrita como

h? <a2 (11 +1) —1/4)

" 2uaa \OR? R2 >Y(R> + [VB(R) + €(R)]Y (R) = E3Y (R) (4.33)

onde F3 é a energia dos trés corpos €(R). Estados genuinamente ligados estao presentes quando
Es—E, <0, ou equivalentemente |E3| > |Es|, j& que estados ligados possuem energias negativas.
A equacao diferencial (4.33) é resolvida numericamente para estimar o nimero de estados ligados

(Np) para um sistema com relagdo de massa p quando as particulas pesadas interagem entre si.

Nossos resultados anteriores, generalizando o fator de escala de Efimov foram obtidos no
limite unitario ideal. No entanto, em experimentos, o efeito de energias finitas estd sempre
presente. Nesta se¢@o generalizamos o Equagao de Schrodinger em trés dimensoes espaciais para

obter o espectro de energia de trés corpos.
Calculo do potencial efetivo para R — oo

Conhecendo o potencial efetivo €(R), vamos estudar inicialmente o seu comportamento em
dois limites diferentes. Primeiramente onde a separacao entre as duas particulas de maior massa
m4 tende ao infinito R — co. Neste caso a particula leve de massa mp sente apenas a interacao
de uma das particulas de maior massa, assim o problema de trés corpos se reduz a um problema

de dois corpos, onde |E3| — |E2|.

Logo, nés podemos escrever o potencial efetivo como |e(R)| = |E3|+V (R), no caso limite onde
R — o0, e portanto teremos como consequéncia o valor do potencial V(R) — 0, substituindo

estes resultados na Eq.(4.17) temos

|Es| + V(R) B2 e‘\/ng’zAA (|E2|+V(R)R\ 2
S 4.34
’E2’ ( 2MB,AA \/@R ) ( )

expandindo em V(R) até primeira e segunda ordem respectivamente, e substituindo no potencial

efetivo, obtemos para primeira ordem

252(R) + e~ 250 4 25(R)e—s(F)
2(R) — s2(R)e~25(R) — g(R)e—s(B)

‘GR—wO(R)‘ = ‘EQ‘ =+ B (4'35)

onde s(R) = 4/ 2“%ﬁ'EﬂR é uma quantidade adimensional para a ditancia R entre as parti-
culas pesadas. Podemos notar pela Fig.(4.9) que de fato a equagao (4.35) fornecem uma boa
aproximacao para o potencial efetivo quando |R| — oo, pois o valor do potencial efetivo tende

ao limite unitario de dois corpos quando R — co.

Além disso, para R — 00, o potencial na Eq.(4.35) é de longo alcance rastreado por um fator
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mp, que se torna menos importante para mpg — 0. Portanto, um ntmero crescente de estados
ligados € esperado quando a particula B é muito mais leve do que as outras, ou seja, mp — 0,

uma vez que o potencial adiabatico se torna mais atraente e menos filtrado neste limite.

Ainda assim, esses estados irdo se acumular em |R| — 0, & medida que a forga do potencial
similar a Coulomb aumenta, e em |R| — oo, onde mais estados sdo permitidos porque o expo-
nencial se move para distancias maiores. No entanto, para mpg finito, ainda o niimero de estados

ligados ¢é finito.

g
[33]

s—oo (12 ordem)| -

— $—0c0 (22 ordem)

g
=

s—0 (12 ordem) | -

— $-0 (22 ordem)

=
o

€ sprovimadto (/€ o (S)
—
[$)]

o
[

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
S

FIGURA 4.9 — Raza0 €upropimado(s)/ €ezato(s) como fungdo da coordenada adimensional s. As
curvas tracejada e sélida (azul) apresentam resultados para |R| — 0 em primeira e segunda ordem
respectivamente, as curvas tracejada e sélida (vermelha) apresentam resultados para |R| — oo
em primeira e segunda ordem respectivamente.

Apesar do fato de que o potencial assintético nas Eqgs.(4.35) e (4.36) sao vélidas respecti-
vamente nos limites extremos R — oo e R — 0, reproduz perfeitamente o potencial efetivo
em quase toda a faixa das coordenadas dimensionada s(R), uma vez que sua diferenca para
o potencial cdlculado numericamente da Eq.(4.17) é notada muita préxima a curva calculada

analiticamente. Essas caracteristicas sao mostradas na Fig.(4.9).

Pode-se argumentar que o limite |E2| — 0 deve produzir o mesmo efeito que mp — 0 na

forma assintética do potencial adiabatico nas Eqgs. (4.35) e (4.36).
Calculo do potencial efetivo para R — 0

Podemos agora estudar o comportamento da Eq.(4.17) para R — 0, usando a forma assin-

tética da fungao de Bessel de ordem zero (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), temos

enoa(B)] = 2220 (1= S5 st - 7) - ;m(2<R>)]> (4.36)

onde v = 0.5772 é a constante de Euler. Vemos que para pequenas distancias o potencial efetivo

se comporta como um potencial tipo Coulomb, ou seja, neste limite nosso problema se resume
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-— |€e(R)/E|
..... le_(assymp)(R)/E|| |

>

w

|e(R)/Ez|

Do

1 2 3 4 5 6
s(R)

FIGURA 4.10 — Potencial adiab&tico |egssintotico( R)/E2| em fun¢ao da coordenada adimensional
s(R). A linha azul sélida é a solugdo numérica da Eq.(4.18) e a linha vermelha tracejada é a
expressao assintética da Eq.(4.37) respectivamente.

a um atomo de hidrogénio com uma carga modificada sz f dada por

h2

2 7 E 4.37
T (4.37)

2 _
eff —

Substituindo a forma assintética do potencial efetivo no limite de R ~ 0

2 1
lim e(R) = — 2e™7
R~0 (%) 21, 44| E2| 2up aaR?
Q?:ff
i o Qerr 4,
fi () = = 39

na Eq.(4.33), podemos escrever

2 —
(a‘; , - ==l 4>>Y<R> = A (R) + RV (R) = -2 By (R) (4.30)

Qzry

_ Wepp _ 2paa
2uB,44R?

h2

Y(R) =

< 0?2 (I(1+1)— 1/4)>Y(R) _ 2paA E3Y (R) (4.40)

OR? R? h2 [VB(R) -
h?

fazendo uma mudanca de varidvel R = ———
2#AAQeff

x, rearranjando os termos temos encontramos
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2 (I(1+1)—1/4) h2 2044Q% 72
- o ey -
<83:2 2 > ! 2044Q% Vs (o) h2a? (@) 2044Q¢ s

E3Y(CL‘)

(4.41)

Nosso problema nao é o 4&tomo de hidrogénio com uma carga modificada, e sim um problema
com um potencial €(R) que no limite de R — 0 se comporta como um potencial de Coulomb.
Precisamos entao fixar as unidades de forma que no limite de R — 0 tenhamos os resultados

que conhecemos, assim a equacao de Schrodinger que precisamos resolver é escrita como

9> (I(l+1)—1/4) e?’ upaa € upaa Fs
(g~ s Tl [ - vy = - v

(4.42)

le(2)]
|Eo]

cendental Eq.(4.17), escrita na forma

Vamos definir €(x) = podemos célcular os valores de €(z) resolvendo a equacao trans-

_FB.AA VE@) \ 2
rAA e
I&(z)| = <1+2 PAA —E ) (4.43)
MB,AA €

Agora fazendo uma expansao para se obedecer os limites de (FONSECA et al., 1979b) para o

limite R — 0 e considerando os primeiros termos, temos que

o(@)| = 4 (“AA) i il (4.44)

HB,AA z

KB,AA
HAA
tude do potencial entre as particulas de maior massa e da energia de dois corpos, do alcance do

Perceba que nosso problema de trés corpos depende da razao

, da razao entre a ampli-

potencial repulsivo Ry e do momento angular {. Como nosso problema para R — 0 se comporta
como um potencial do tipo Coulomb, podemos associar a este problema um raio dnalogo ao raio
de Bohr, dado por ag = %232 Considerando o potencial dado na Eq.(4.38) e a carga modificada
(4.37) temos

i = T
HAA ngf
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a1 2upaalB| 1 (4.45)
0 2uap|Es| h2 e

assim se escrevermos o alcance do nosso potencial repulsivo em unidades deste raio Ry = paOAA

onde p € RT,

O potencial diverge em R — 0 e precisa ser regularizado. Nés escolhemos uma funcao de

. ~ _ 3 A~ , . .
regularizagao da forma (1 — e(—1/Fo) ), onde o parametro Ry estd relacionado ao comprimento
de van der Waals que corta a regiao de curta distancia relacionado com a quimica das particulas

de maior massa.

Poténcias mais altas da funcao de regularizacdo podem ser compensadas com uma ligeira
mudanca de Ry, a fim de preservar os resultados presentes. A equagao regularizada de Schodinger

em trés dimensoes é dada por

82 (l(l 1) 1/4) 627 HB,AA
- Y _|_ . it i R ‘/
(8362 2 ) (z) 4 paalEs 5(7)
— 2t 627 HB,AA E3
- 20)3 \e — >
+<1 e (@ )e(x)} Y (x) T ‘E2‘Y(;r) (4.46)

Esta é a equagao para energia de trés corpos F3 para um sistema AAB. Como veremos na
proxima sec¢ao, serd verificado diferentes valores para o potencial de interagao entre as particulas
de maior massa Vp(z) para um sistema proposto; com duas particulas de maior massa idénticas
AA e uma particula leve B. A Eq.(4.46) reproduz resultados préximos do potencial de Cou-
lomb quando x — 0, possibilitando sempre comparar nossos resultados com um problema que

conhecemos a solucao exata.

4.3 Resultados para um potencial de alcance finito

Nesta segao vamos trabalhar com a Eq.(4.46) para a seguinte situagao: vamos apresentar
resultados para Vp # 0, ou seja, vamos assumir que existe um potencial de interagao entre as
particulas de maior massa, vamos assumir uma interagao de alcance finito (atrativa e repulsiva)

entre os particulas de maior massa.

Nesta primeira etapa vamos explorar este problema variando a razao de massa mp/ma
entre as particulas e mantendo o momento angular [ constante. Para [ = 0 é conhecido que
o sistema possui pelo menos dois estados ligados independente da razao de massa entre as
particulas. Resolvemos o potecnail de inter¢ao em trés dimensoes utilizando o formalismo de
Faddeev cuja comparagao com os resultados nos permite verificar a validade da aproximacao de

Born-Oppenheimer.
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Estudamos um sistema de trés corpos, formado por dois boséns idénticos e terceira particula
leve de massa bem menor que os bésons anteriores, na aproximacao de Born-Oppenheimer.
Derivamos o potencial efetivo entre os bésons de maior massa idénticos proporcionais a R (onde
R é a distancia relativa entre as particulas de maior massa), que é responséavel pelo efeito
Efimov. Verificamos o comportamento do potencial efetivo acrescido de um potencial adicional
e andlisamos a possibilidade da existéncia do efeito Efimov. Todos os cédlculos foram feitos

considerando um sistema do tipo AAB, representado na Fig.(4.2) na subsecao (4.1.2).

4.3.1 Potencial gaussiano entre os bésons de maior massa

Da Eq.(4.32) onde a equagao diferencial para o cdlculo da energia de trés corpos em trés
dimensoes, que se originou da funcao de onda das particulas pesadas; agora escolhendo um

potecnial de interacao adicinal do tipo

Vi(R) = Voe B*/BS (4.47)

Podemos entao reescrever a Eq.(4.46), depois de fazer a mudanga de varidvel de R para x,
isto é, R = (a4 /2)x, como

Vi(R) =ve Go? (4.48)

para entao termos o potencial total com a forma

Ug(z) =ve @7 + (1—e @07)e(x) (4.49)

Ap6s escolher um potencial Gaussiano Vp(R) = Voe_RQ/ R§ para a interacao entre as particu-
las de maior massa, e fazendo as substitugoes de Eq.(4.47) para o potencial tipo Coulomb onde
escrevemos o alcance do nosso potencial repulsivo em unidades da raio de Bohr Ry = paé“A, e
ainda Vp = v|Fs| onde v € R e p € R™; teremos para a equagao de Schrodinger para a energia

de trés corpos E3 usando um potencial gaussiano a segunte expressao:

— ye_ (2p)2
4 paa

0z2 22

(82 (z(z+1)—1/4)>y(x>+e2WB,AA 22
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_ a3 2y E
(1—¢ &P )e(x) |V (z) = f%“iﬁf‘ IF;Y(:g) (4.50)

Como veremos a seguir a Eq.(4.50) de fato reproduz resultados préximos do potencial de
Coulomb quando x — 0, possibilitando sempre comparar nossos resultados com um problema que
conhecemos a solucao exata. Verificamos que o valor do potencial total apresentou modificagoes

quando se variou a rela¢do de massa mp/ma4.

Adicionando ao sistema uma interacao gaussiana entre os bésons de maior massa, esperamos
ser capazes de dissociar o sistema para vérios valores de realacao de massa mp/my4. Notamos na
Fig.(4.11) que para um sistema AAB e uma razao de mp/m4 = 0.05. A importancia do alcance
do potencial gaussiano fica evidente neste resultado: percebemos que nao é possivel dissociar o

sistema apenas fazendo a amplitude do potencial consideravelmente maior que |FEs].,

Ao observar a Eq.(4.49) onde mostra o potencial total formado pela soma do potencial efetivo
e o potencial gaussiano, vemos a importancia do alcance do potencial adicional; fica evidente
neste resultado: percebemos que nao é possivel dissociar o sistema apenas fazendo a amplitude
do potencial consideravelmente maior que | Fs|, precisamos combinar a amplitude e o alcance do

potencial se quisermos romper o sistema de trés corpos.

Ao verificar a Fig.(4.11), vemos que o potencial efetivo na aproximacao de Born-Oppenheimer
somado ao potencial gaussiano; mas nas figuras de (a-d) onde temos a razao de massa m/M=0.05
e p = 1.0, ou seja um alcance de potencial Ry = aOAA; vemos para diferentes valores de v ao

acrescentar um maior valor do potencial temos uma formagcao de barreira de potencial.

Notamos que diminuir a diferenca de massa entre o bdéson leve e os bésons de maior massa,
torna mais facil a dissociacao dos sistema variando a repulsao gaussiana, isso porque o potencial
efetivo se torna menos atrativo a medida que m/M — 1. Para uma razao de massa de m/M =

0.05 e uma amplitude Vp = 20|E3|, ja sao suficientes para romper o sistema de trés corpos.

Da mesma forma ao verificar a Fig.(4.11), vemos o potencial efetivo na aproximacao de
Born-Oppenheimer somado ao potencial gaussiano; mas figura de (e-f) onde temos a razao de
massa m/M=0.20 e p = 1.0, ou seja um alcance de potencial Ry = a()“A; vemos para diferentes

valores de v, que agora ao diminui valor do potencial temos as curvas praticamente sobrepostas.

Notamos que aumentar a diferenca de massa entre o bdson leve e os bdsons pesados torna
mais dificil a dissociacao dos sistema variando a repulsao gaussiana, isso porque o potencial
efetivo se torna mais atrativo a medida que m/M — 1. Para uma razao de massa de m/m=0.20

e uma amplitude V) = 1| Fs|, j4 ndo sdo mais suficientes para romper o sistema de trés corpos.
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FIGURA 4.11 — Nas figura (a-d) a fun¢ao de onda Y(x); potencial efetivo BO somado ao
potencial gaussiano Vp(z); energia de trés corpos E3 em vermelho, para diferentes valores de v
fixando m/M=0.05 e p=1.0. Agora para as figuras de (e-f) temos m/M=0.20 e p=1.0
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4.3.2 Potencial dipolo-dipolo entre os bésons de maior massa

Estudamos um sistema de trés corpos, fomado por uma particula leve e dois dipolos pesados
idénticos na aproximacao BO. O autovalor da Eq.(4.5), €(R), depende da posicao relativa dos
dipolos pesados, R, e da mesma forma como na se¢ao anterior, entra como um potencial efetivo
na Eq.(4.3). O autovalor deste equacao de dipolos pesados retorna a energia de ligacao de
trés corpos, E3. A energia de ligacao particula-dipolo, |Es|, para uma interagao alcance zero

renormalizada entra no potencial efetivo, e(R), ver Eq.(4.16).

Normalmente, por dois dipolos, m; e ms, que sao chamados momentos de dipolo conectados

por um vetor R, a interagao dipolar é dada por (HANSEN et al., 2015)

mi;.m 3(m;.R)(my.R
Vs(R) =C }%32— (my R)S( 2-F) (4.51)

onde C = pp/4m e C = 1/4meg para dipolos magnéticos e elétricos, respectivamente. Aqui,
po é a permeabilidade ao vacuo e ey a permissividade do vacuo. Para dois dipolos idénticos no
plano-xy com momento de dipolo D formando um angulo 6 com eixo-z e um angulo azimutal ¢

nds reescrevemos a Eq.(4.51) em

CD?
R3

VB(R,0,¢) = (1 — 3sin? 6 cos® ¢) (4.52)

onde R estd ao longo da direcdo x. Essa interagao é repulsiva para dois dipolos em um plano
quando D é perpendicular a esse plano. No entanto, a medida que o angulo ¢ aumenta, a
repulsao diminui até que desapareca e eventualmente se torne atraente quando D é um vetor
no plano zy. A diregdo do dipolo seria, no entanto, determinada por um campo externo de

polarizagao. Nés manteremos a seguinte orientacao dipolar arbitrdria, mas fixa.

Alterar a coordenada relativa pesada-pesada para x por R = (aOAA /2)x, nés temos

Ve(z,0,¢) = i%f; (1 — 3sin® @ cos® ¢), (4.53)
que tem uma divergéncia ctibica em x = 0. Isto é tanto impraticavel como nao-fisico, ja que x é
suficientemente pequeno significa distancias menores entre os a&tomos onde as liberdade das liga-
¢Oes quimicos se tornam menos inevitdveis (AVANCINT et al., 2003). Nés, portanto, regularizamos
da maneira mais sudve possivel, modificando para distancias z menores que uma constante x,
que pode ser considerada como determinada pelo comprimento de van der Waals (BRAATEN;
HAMMER, 2006) ou dipolo. Todo o potencial da Eq.(4.46) e entao correspondentemente dado

por
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e up,aa —Ee 3 1
UD($) = Tm(l —e (@29 )G(ZL') + )\ﬂfom, (454)
2ut | E
A =4e7CD? %ﬂu — 3sin? 6 cos? @), (4.55)
1Al

onde a forga, A, agora é adimensional.

A parte do poténcial de Born-Oppenheimer é atrativa em todos os pontos do espago. E
semelhante a Coulomb a pequenas distancias e essencialmente desaparecendo exponencialmente
a grandes distancias. A forca de Coulomb e o raio de corte exponencial estao aumentando com
a diminui¢ao da razao de massa mp/m4. Assim, pequenas e grandes distancias permitem mais

estados ligados a medida que a proporgao de massa diminui.

Da equagao da energia de trés corpos Eq.(4.46) acrescida do potencial dipolo-dipolo Eq.(4.53),

temos;

—_— - G
Oz 2 4 paa 0333—1—338

<a2 (z(l+1)—1/4))y(x)+e2m3,,4,4[A3 1

23

+(1 — eim)E(w)

e up.aa Fs 7)

Y(z) = —
() 4 paa |Es

(4.56)

Adicionar um potencial repulsivo sem qualquer divergéncia ainda deixa o comportamento
de Coulomb a uma pequena distancia, mas nao necessariamente permitindo quaisquer estados
ligados. Uma repulsao de alcance relativamente curto, por outro lado, deixa a atracao de longa
distancia muito menos afetada. No entanto, uma forca repulsiva suficiente, por exemplo, no
potencial de dipolo, deve eventualmente remover toda a atragao e, portanto, todos os estados

ligados.

As forgas intermedidrias permitem entdo duas regides onde os estados ligados podem existir
a pequenas e grandes distancias separadas por uma barreira, ver Fig.(4.12). Esses dois estados
sdo para A pequenos positivos, respectivamente localizados nos minimos internos e externos. A

medida que A aumenta em direcdo a 1, o estado fundamental é mais afetado.

Apés o cruzamento, eles trocam as propriedades da estrutura, mas logo em seguida, o tom
alto desaparece abruptamente no continuum. Nao ha espaco suficiente no minimo interno para
manter um estado ligado, enquanto o estado subjacente permanece relativamente nao afetado

no minimo externo.
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FIGURA 4.12 - O potencial de Born-Oppenheimer (azul claro) e potencial dipolo-dipolo Ug(em

verde) e potenciais totais (azul escuro). As linhas horizontais sdo o limiar de dois corpos Fo =

(ao/2Q? 77)E2. As figuras (a-c) os potenciais sdo plotados como fungdes de x e calculados para

xo = 4.0 e relagdo de massa mp/my = 0.05. As figuras (d-f) os potenciais sdo plotados como
fungdes de x e calculados para xg = 5.0 e relagdo de massa mp/m4 = 0.20.
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Neste ponto, queremos enfatizar que a forca do dipolo pode ser simplesmente alterada pela
variacao da direcao do dipolo em relacao ao plano bidimensional onde eles se movem. Essas
propriedades dependem dos parametros escolhidos dos calculos. Nés fixamos a razao de massa,
mp/ma, e a forga de dois corpos parametrizada por Es. Diminuir mp/m4 ou aumentar FEo
deve levar a mais potenciais atraentes de Born-Oppenheimer: isso, por sua vez, fornece mais
estados ligados a uma determinada forga dipolar repulsiva, A, tanto no minimo interno quanto

no mais distante.

O potencial total U(x), como mostrado na Fig.(4.12), para uma resisténcia de dipolo, tém
um minimo profundo estreito a pequenas distancias e um minimo raso muito largo a distancias
muito maiores. Os detalhes desses recursos caracteristicos dependem um pouco das opcoes de
parametros, isto é, taxa de massa, mp/m4, energia de dois corpos, Fy e forga de dipolo A\. O
numero de estados ligados abaixo do limiar continuo de dois corpos aumenta dramaticamente

com a diminuigao de mp/m4, mas a maioria desses estados seria localizada no minimo externo.

4.4 Resultados para potencial gaussiano e potencial

dipolo-dipolo juntos

As relagoes entre os potenciais totais entre o potencial efeito somado aos potenciais adicionais
e energia de ligagao de trés corpos sao mostradas nas Fig.(4.13) e Fig.(4.14) para o estado
fundamental em torno do ponto para evitar o cruzamento. A barreira de potencial é quase
inalterada com a altura ~ 0.1(2Q§ff/a0) em z ~ 0.5. No entanto, isso reflete apenas que a

variacao muito pequena de A resulta em uma grande mudanca na func¢ao de onda.

Os potenciais totais Ug(x) e Up(x), que s@o os potenciais dipolo e potencial gaussiano
acrescido do potencial efetivo como mostrado nas Fig.(4.13) e Fig.(4.14), tem uma variacdo bem
acentuada quando se variam os paramatros usados. Os detalhes desses recursos caracteristicos
dependem um pouco das opgoes de parametros, isto é, taxa de massa, mp/m4, energia de trés
corpos, Fs e forca de dipolo A e o fator de interagao v. O ntimero de estados ligados abaixo do

limiar continuo de dois corpos aumenta dramaticamente com a diminui¢ao de mp/m4.

Consideramos uma interagao gaussiana entre os bésons pesados e notamos que a introdugao
desse potencial tornou possivel a dissociacao do sistema de trés corpos, isso tem um efeito
semelhante a aumentar o momento angular. Fixando, por exemplo, uma razao de massa préxima
a encontrada em sistemas reais para onde m/M=0.05, observamos que uma amplitude V =

10| E3| e um alcance de Ry = 8a6"4 sao suficientes para romper a energia de ligacao do sistema.

Incluimos a interacao dipolo-dipolo, orientada para produzir repulsao entre os bdsons de
maiores massas juntamente com o potecnial gaussina para tornar a ligacdo mais atrativa. O
potencial total entre a as particulas pesadas e agora o resultado de uma competicao entre as
duas contribui¢cdes. Nas menores distancias, a atracao semelhante a Coulomb sobrevive com
uma escala de energia traduzida. Para forcas repulsivas moderadas, uma barreira aparece antes

de um minimo amplo em distancias maiores.
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FIGURA 4.13 — Potencial efetivo BO somado ao potencial dipolo U(x); Potencial efetivo BO
somado ao potencial gaussiano V(x); energia de trés corpos E3 em vermelho, para diferentes
valores de v e A fixando m/M=0.05, p=1.0 e calculados para z¢ = 4.0.
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FIGURA 4.14 — Potencial efetivo BO somado ao potencial dipolo U(z); Potencial efetivo BO
somado ao potencial gaussiano V' (x); energia de trés corpos E3 em vermelho, para diferentes

valores de v e A fixando m/M=0.20 e p=4.0 e calculados para xy = 5.0.



5 Estados de espalhamento para o

problema de trés corpos

Neste capitulo veremos como o fator de escala de Efimov, para o sistema de duas particulas
pesadas e uma leve (AAB), pode ser verificado também no espalhamento da particula pesada
(A) pelo estado fracamente ligado (AB). Para isso seguimos a referéncia (SHALCHI et al., 2018),
as quantidades que iremos estudar serao os deslocamentos de fase da onda S (com momento
angular nulo) e correspondentes se¢oes de choque, variando as energias de colisao da particula
que ¢é espalhada. Neste caso iremos utilizar a aproximagao de Born-Oppenheimer. Iniciaremos
recordando alguns resultados para o estado ligado de trés corpos, que demonstram a validade

desta aproximacao. A seguir aplicaremos esta mesma aproximagcao para o caso de espalhamento.

O surgimento de um fator de escala discreto é demonstrado considerando-se o espalhamento
atomo-molécula proximo ao limite unitario para sistemas de trés bdésons com grande diferenca
de massa. Este fator de escala é verificado para corresponder ao fator de escala de Efimov obtido
para o espectro da ligagao de trés corpos. Em nossa abordagem, consideramos a dependéncia
de energia do deslocamento de fase dg da onda S no espalhamento eldstico de um béson pesado
com massa my4 por um dimero fracamente ligado formado por um bdson com massa bem mais

leve mp, para a relacdo de massa mp < ma4.

Nosso objetivo neste capitulo é explorar a fisica de Efimov na regidao de espalhamento, consi-
derando um caso geral de AAB sistema de trés bésons com massas diferentes tais que mpg > ma,
préximo ao limite unitdrio dos subsistemas. Para isso, é importante lembrar que no limite unita-
rio, para o espectro de estados ligados, foi demonstrado que dois niveis sao relacionados por um
fator de escala exponencial dado por exp (27/s¢), onde sg é uma constante que varia de acordo

com a propor¢ao mp/m4 (BRAATEN; HAMMER, 2006).

No caso do sistema de massas idénticas, temos a relagao de energia maxima prevista para ser
~ 515, tal que serd bastante dificil para uma verificagao experimental, devido a grande divisao
entre os niveis de energia. No entanto, pode-se facilmente identificar a partir da dependéncia
de massa do fator de escala discreto que as situagoes ideais, melhor que os casos de massa
igual detectados por exemplo em (KNOOP et al., 2009), pode ocorrer para desequilibrio de massa
sistemas com mp < my4, quando a divisdo de niveis poderia ser mais facilmente identificada

experimentalmente.

Por exemplo, no caso de mp = 100m 4, a razao entre os niveis consecutivos do espectro de



CAPITULO 5. ESTADOS DE ESPALHAMENTO PARA O PROBLEMA DE TRES
CORPOS 91

energia do estado ligado é dada por exp (27/sg) ~ 4,7. Com as pesquisas sobre essa linha de

investigacao em experimentos com atomos frios, dentro de uma perspectiva mais geral, onde
podemos também incluir outras espécies atémicas possiveis, consideramos o espalhamento de

uma espécie atomica pesada A em um sistema AB fracamente ligado, para o caso que m4 > mp.

Além disso, controlando a forca do subsistema do estado ligado A — B em laboratério através
do mecanismo de ressonancia de Feshbach, com mistura de gds apropriada de B e A de espécies
atomicas, tendo uma nuvem formada por particulas A com AB moléculas fracamente ligadas,
podemos criar as condigoes para a colisao de moléculas de atomos com energias de espalhamento

muito baixa.

Como vamos mostrar, o fator de escala discreto acima discutido identificado no espectro
Efimov de estado ligado também pode ser identificado na colisdo de baixa energia de uma
particula pesada A contra um sistema de dois corpos A — B. Como estamos demonstrando, ao
considerarmos o momento relativo da energia (entrada e final) k, uma sequéncia de pélos surgira

no observavel k cot 5(1)?‘ na onda S, onde 6(])% é a parte real da mudanga de fase da onda S.

O numero de pdlos, com a posigao de momento correspondente dada por k = k,(n = 1,2, ...),
dependerd da razao de massa mp/m 4, bem como na energia do estado ligado do sistema leve-
pesado. Neste caso, o fator de escala discreto pode ser facilmente identificado pela sequéncia de

minimos na secao transversal correspondente, que sao dadas por k.

A relacdo entre energias de espalhamento consecutivas desta sequéncia é verificada como
préxima da proporcao ja obtida no espectro de estado ligado de Efimov, a medida que nos
aproximamos do limite 1/a4p = 0. Com relagdo a dependéncia da razao de massa, como ja
apontado, a situacgao mais favoravel a ser investigada ocorrerd por m4 > mpg, quando a relacao

entre os niveis de Efimov nao for grande e pode ser mais facilmente identificado.

Com relagao a dependéncia da razao de massa, como ja apontado, a situagdo mais favoravel
a ser investigada ocorrerd por mp < m4, quando a relacdo entre os niveis de Efimov nao for
grande e puder ser mais facilmente identificada. Aproveitando-se do controle experimental real
dos parametros que foram alcancados em laboratérios de atomos frios, a rica fisica emergente
perto do limite unitdrio pode agora ser mais explorada. A esse respeito, entendemos que é
bastante promissor e de grande interesse explorar os observaveis de espalhamento de baixa

energia para o sistema de duas particulas pesadas e uma leve perto do limite unitario.

Podemos comecar analisando os resultados obtidos para o caso particular que mp = 0.01m 4,
onde nao h4 interacao entre o sistema dos bésons de maior massa (AA), com o par leve-pesado

(AB) que é fracamente ligado (com grande comprimento de espalhamento de dois corpos a4p).

Nesta situacao, espera-se que apareca uma sequéncia de niveis para o espectro de estados
ligados de trés corpos, como previsto por Efimov, implicando que Bgn) — e2n7/50) B3 onde Bs
é um parametro de energia de trés corpos, que pode ser definido até um fator multiplicativo
e(™/50) . No limite que Bap — 0 o fator de escala discreto obtido em Ref.(BRAATEN; HAMMER,
2006), exp (w/s9) = 2.1675, nos permite prever que a relacao entre os dois niveis de energia de

trés corpos mais préximos é dada por Bén) ~ 4.698B§n+1).
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9.1 Formalismo para aproximacao adiabatica para o

sistema de espalhamento

Para o formalismo béasico de trés corpos de Faddeev que foi usado para resolver o sistema
AAB na regiao de espalhamento, pode-se seguir (SHALCHI et al., 2017), onde a interagao para
as particulas leve e pesada é dada pelo potencial de alcance zero renormalizado, bem como por

interacoes separaveis de curto alcance.

Em nossa abordagem, considerando a colisao de baixa energia de uma particula pesada
A em um sistema AB de dois corpos fracamente ligados, as duas particulas pesadas nao estao
interagindo, com as interacoes de pares dadas somente pela energia fracamente ligada do sistema
de dois corpos, Bap. Ao longo do texto, essa energia de estado ligado também serd representada

pelo comprimento de espalhamento de dois corpos muito grande correspondente, que é dado por

a=app = \/(QMAB/hQ)/BAB, onde p4p é a massa reduzida entre as particulas A e B.

Da mesma maneira como na se¢ao (4.1) temos a aproximagao adiabatica para o sistema de
trés corpos composto de duas particulas pesadas idénticas AA e uma particula leve B. Para
o proposito de mostrar como a interacao do inverso do quadrado emerge no problema de trés
corpos de baixa energia, consideramos duas particulas pesadas idénticas (1 e 2) com massas

iguais m 4, com a terceira particula (3) tendo massa mp < ma.

Das coordenadas correspondentes, rq, ro e rs, introduzindo as relativas R = (r; —ra) e
_ ri+ro
r=(rs — "572)

a equagao de Schrodinger de trés corpos com os autovalores do sistema AAB é H¥(r,R) =

, assim como tirar mpg < m4 e unidades tais que h = 2m = 1, podemos escrever

E¥(r,R). O Hamiltoniano H é escrito nas coordenadas R,r do CM de trés corpos como

K2 K2
H=-— V2 — vZ+VA<r—’W‘ >+VA<r+’W‘ >+VB(R) (5.1)
2paa 2uB,A4 ma ma
onde as massas reduzida sao pas = “5* € ip,aA = %.

Como as particulas de maior massa sao muito lentas em comparacao com a particula leve,
aplicamos a aproximagcao de Born-Oppenheimer, decompondo a fungao de onda como ¥(r,R) =
Yr(r)p(R), onde R é um parametro em g (r). Desta forma, a solucao da equagao para o sistema
das particulas pesadas e leve fornecerd o potencial adiabdtico, €(R), para as duas particulas

pesadas. O sistema acoplado é dado por

[ P ey, <r - WR) Vs <r + WR)]@@) — «(R)wg(r) (5.2)
2uB A ma ma

(- 5 Vo4 Va(R) + () ) 8(R) = Eo(R) (53)
HAA
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O comportamento assintético de €(R) nao é afetado por V3(R), de modo que se pode assumir

V3(R) = 0. Para as particulas mais leves, pode-se ter interagoes separdveis de curto alcance, com
V1 e V, tendo o operador na forma A|g)(g|. O sistema de particulas leve-pesadas, que pode ser
facilmente resolvido no espago dos momentos considerando os fatores de forma de Yamaguchi
com g(p) = (p* + B%)7!, é considerado um estado de limite raso com Bap = h*/(2ma?p),
onde agp = a é o comprimento de espalhamento do sistema leve-pesado. O comprimento de

espalhamento para o subsistema de dois corpos é assumido como sendo infinito.

O potencial efetivo €¢(R) (considerando V3(R) = 0) na equagao de ¢(R), dentro da aproxi-
macao de Born-Oppenheimer (FONSECA et al., 1979a) e limite de escala, é dado por

(B =y 1 5.0)
e(R) = ———~k", .
2mpup A
onde k = Kk(R) e
/ﬁ;—l R=¢ "8 (5.5)
S| R=
a solucao no limite a — oo conduz
h? A?
e(R) = —— . onde A=e " =05671433 (5.6)

" 2mp pp aaR?

A expressao (5.5), para x(R), pode ser ajustada considerando valores arbitrarios de a, ao

qual pode ser dado por

onde ¢ = 0.185. Com isso, a expressao do potencial,

e(R) = I [1 + <c+ ‘2“) e—fr, (5.8)

2mpup,aaa’

ird satisfazer ambos os limites R << a e R >> a.

No limite R << a, a equacao radial para dois corpos pesados é

h? [ d? _<2mA+mB> A?

LU Zlu=E 5.9
ma | dR? dmg R?]“ st (5.9)

onde u = u(R) = Rp(R).

Para um potencial radial A/R?, onde A é adimensional, o sistema nio tem um estado vincu-
lado para A > —1/4 e é anormal para A < —1/4 devido a singularidade de R — 0. Nao h4 limite
inferior no espectro de energia, o que requer uma regularizacao, tal que R > r., onde 7. é um

corte radial. Portanto, para uma condicao de contorno, fixamos a funcao de onda em zero em
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R = r.. Importante observar que a propriedade de escala geométrica é independente do valor

de r.. Entao, vamos reescrever Eq.(5.9) como

2 2 1
d Sa—’_Z

_mA _ g2
2my +mp 1 mals
s \/ P 1 ¢ k 2 (5.11)

Aqui, usamos a definicdo s, correspondente ao fator numérico exato, definido como so.
Vamos verificar os valores numéricos obtidos em (5.11), para alguns valores de relagao de massa

mp < my, em comparacao com os valores de so fornecidos em (BRAATEN; HAMMER, 2006):

TABELA 5.1 — Valores do fator de escala s, e e5a, obtidos pela expressio adiabatica (5.11) em
comparagao com os respectivos valores exatos, que pode ser obtido em (BRAATEN; HAMMER,

27
2006). Note que, o escalonamento para as energias é esa = 4.83 (s, = 3.99) no caso adiabético,

27
com e = 4.70 (so = 4.06) para o caso exato.

m/M \ 0.1 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01  0.001
Sa 1.1995 1.7456 1.9624 2.2784 28057 3.9891 12.675
50 1.4682 1.9194 2.1142 2.4067 29084 4.0612 12.698
ese | 13.725 6.0483 4.9574 3.9703 3.0641 2.1980 1.2813

s

eso | 84977 5.1383 4.4193 3.6889 2.9452 2.1675 1.2807

. 2
Para o caso de estados ligados com E3 = —Bs = _7%4“27

zeros de uma fungéo de Bessel modificada do terceiro tipo com ordem imagindria pura isg,

as solucoes sao dadas pelos

u(R) = VKRKis,(kR). Como a fungao de onda deve ser zero na condigao de fronteira, onde
R = r., isso é satisfeito por valores discretos de k = Ky, em que Kis,(k,7.) = 0, emergindo a

escala geométrica do espectro:

By _ oy

RCESY =e %0 (n=0,1,2,...). (5.12)
3

No caso de espalhamento, quando F3 = n%kQ, a solucao para Eq.(5.10) pode ser encontrada

no WolframAlpha General Differential Equation Solver em termos de Fungoes de Bessel J,(z):

w(R) = VR [c1Jisy (kR) + caJ_isy (kR)] , (5.13)

onde c; e ¢o s@0 constantes arbitrarias, que podem ser dadas pela normalizacao da funcao de onda
e continuidade da derivada logaritmica. Primeiro, a razao ca/c; pode ser dada pela condigao de
que u(R) é zero para alguns R = 1 fixos. Em seguida, fixamos as condigoes para a continuidade

da derivada logaritmica em R = a > 1. Com z = ka, temos as seguintes expressoes para obter
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os desvios de fase da onda s onde ¢ e ¢g sdo constantes arbitrarias, que podem ser dadas pela

normalizacao da funcao de onda e continuidade da derivada logaritmica.

Primeiro, a razao cy/c; pode ser dada pela condigao de que u(R) é zero para alguns R = 1
fixos. Em seguida, fixamos as condicoes para a continuidade da derivada logaritmica em R =
a> 1. Com z = ka, temos as seguintes expressoes para obter os desvios de fase 6y = dp(k) da
onda S:

J! J_iso (k) — Jiso (K ‘]i/s
zeot(z+dg) = ;—l—z[ ISO(Z) o(F) o (k) O(z)]
z=ka

JiSO (Z)J—iSO (k) - JiSo (k)J_iSO (Z)

e nés obtemos que

0o = —2z + cot ™! <1 + Ji/so (Z){Liso (k) ~ i (Z)J/ZISO(k) >
2z Jiso (Z)inso (k) - JiSO (Z)inso (k)

(5.14)

Aqui nds devemos notar a continuidade da derivada logaritmica da fungéao de onda em R=a,
ao qual um erro é esperado nos resultados, porque nds temos R < a na expansao para Eq.(5.8).
Na ordem para aprimorar esta aproximacao, nos vamos incluir um potencial efetivo tipo Coulomb

1/R, com a Eq.(5.11) sendo reescrita como

d? s2+1 R m
<_CW — aR2 4 |:g<a>:| u = h—;Egu = kz’U, (515)

onde ¢g(y) ~ 1+ 1.64y para nossa aproximacao ser valida nao apenas para R < a, mas também

para R/a ~ 1, foi preciso ajutar a potencial (5.8). No caso para um ajuste vélido para R ~ 3a.

A continuidade logaritmica derivada implica

1 du
= — -1 e —— = —
op = ka + cot <l<:udR R:a> ka+ 0
cotdy = cot(ka) cot 6 + 1

cot(ka) — cot

1 du
COtH = <kud_R R:a> (516)

Portanto, os zeros 1/(k cot dg) sao dados por

1 du
COt(ka) = (kjudR

R:) (5.17)
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Usando a secao de choque diferencial

do
1g = (K B (5.18)

para a amplitude de espalhamento, nés temos

%% sin & B 1
k "~ kcotdy — ik

b (k; E) = (5.19)
onde para a equagao da amplitude de espalhamento h, (k; E') de trés corpos pode ser consultada
em (SHALCHI et al., 2017).

TABELA 5.2 — Valores para E(™ correspondente aos pélos de kcot d ou aos zeros de o, para
o caso mp/ma = 0.01 (sop = 4.06). Para o espectro de estado ligado, temos a relagdo Efimov

2
B(m) / B(t1) — ¢s0 = 4.7, com sy = 4.06. Neste caso de espalhamento, os pélos estdao sendo
identificados de modo que E(+1) > ()

‘ E®) E(n)/E(n—l)
0.00070042 -
0.00359401 5.131
0.0175357 4.879
0.0836705 4.771
0.392811 4.694

U W N 3

Os resultados correspondentes para as segoes transversais o da onda S s@o mostrados nas
Figs.(5.2). Ao considerar diferentes taxas de massa A = mp/m 4, variando de 0,01 a 0,08, nossos
resultados para as secoes de choque o (em unidades arbitrarias) sdo apresentados na Fig.(5.1)

para uma energia fixa de dois corpos com ligagao fraca Bap/Bs = 0.01.

Nos oito painéis indicados, apresentamos o em fungao de E/Bs, onde E é a energia de colisao
no centro de massa do sistema AA, com B3 sendo a energia de trés corpos do estado fundamental,
que esta sendo usada como uma escala de energia. A partir desses segdes nos graficos, pode-se
notar uma sequéncia de zeros (ou minimos) que podem aparecer por o & medida que diminuimos

a razao de massa, considerando um intervalo fixo para a energia de colisao, tal que E/Bs < 1.

Nesse intervalo, quando o desequilibrio de massa é menos pronunciado (A = 0, 08), podemos
verificar a ocorréncia de apenas um zero para ¢ dentro do intervalo dado, enquanto o sistema
mais forte de desequilibrio de massa (A = 0,01) é possivel verificar a existéncia de até seis
zeros. Isso ja indica que, sistemas de desequilibrio de massa mais fortes sao mais favoraveis para
identificar as posicoes de energia E(™=12-) onde temos a ocorréncia de zeros por ¢, também

como as propor¢oes correspondentes entre as energias.

A fim de verificar o surgimento de um possivel fator de escala entre os zeros de o, em corres-
pondéncia com o espectro do estado ligado de Efimov para cada relacdo de massa determinada,
deve-se ser capaz de extrapolar as energias de estado ligado de dois corpos para o limite unitario

(ou seja, para Bap = 0).
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FIGURA 5.1 — Mostramos a se¢ao de choque transversal da onda S como uma funcao da
energia de colisao F, em unidades de energia do estado ligado de trés corpos Bj, para intervalo
zero (linhas pontilhadas azuis) e intervalo finito gaussiano (linhas pontilhadas vermelhas).

Devemos primeiro observar que a precisdo numérica dos resultados presentes foi verificada
para ser suficiente para dar zeros bem definidos dentro do intervalo das energias de colisao
mostradas na Fig.(5.1), exceto para os lados extremos do intervalo por E, onde as posi¢oes
zero sao menos precisas. Em vista disso, para extrair os pontos de energia onde temos os
minimos para ¢ = 0, consideramos principalmente a regiao de energia onde E nao é muito
maior ou muito menor que a energia de ligagdo de dois corpos. Correspondendo a Fig.(5.1)
nés adicionamos a Tabela (5.1) onde os valores de E(™ /B3 sio melhor identificados (como uma
convencio, E™ > 1),

Na primeira linha desta tabela, por A = 0,01, podemos facilmente extrair E,;]/B?) ~ (1/2)1+2

onde J = 1, 2, 3,... Para o painel superior esquerdo da Fig.(5.2), quando B4p/Bs = 0.01 e
A = 0,01, estendendo o eixo x para 1 a fim de mostrar que é possivel observar outro minimo

em ¢ para uma energia de colisdo maior que £ = 50B 4.

Como podemos observar, neste caso, o minimo em o ja estd sendo afetado pela absorcao,
um comportamento esperado para energias acima do rompimento. Portanto, ¢ nao estd sendo
reduzido a zero, mas tem um minimo, com o valor da energia F sendo desviado ligeiramente
para a direita. Como mostrado no comportamento de escala mostrado na Fig.(5.3), este efeito
empurra o ponto correspondente para cima. Como se poderia esperar, a escala Efimov (verificada

para o estado ligado de trés corpos no limite unitério) serd distorcida pelos efeitos de absorgao.

Os minimos da secao de choque sao bastante préximos de zero, mesmo para energias tao
grandes, profundamente imersas no continuo de trés corpos, onde ainda o parametro de inelasti-
cidade da onda S esta muito préximo da unidade. Esta surpreendente supressao do rompimento
de energias de duas ordens de magnitude da ligacao de dois corpos, em nosso entendimento, é
uma manifestacao da coeréncia de longo alcance entre as particulas pesadas e leves e a diluicao
associada do alvo, tornando-se dificil para destruir o sistema onde a particula ligeira se liga a

qualquer uma das particulas pesadas.
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TABELA 5.3 — Posicoes de energia, E(™ /Bs, para os zeros de o mostrados na Fig.(5.2) para
Bap/Bs = 0.01. Na ultima coluna temos razdes de energia, com limite unitario correspondente
entre parénteses. Para A = 0.01, também temos o resultado n = 6, E(©) /Bs = 0.4978 (indicado
por um minimo para ¢), com a energia propor¢ao % =4.24 sendo ainda mais préoxima do fator

de escala unitaria 4.7.

A ‘ n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 gg;(ul)
0.01 | 0.117488 0.031569 0.008279 0.001886 0.000275  3.7(4.7)
0.02 | 0.220402 0.032841 0.004805 0.000424 - 6.7(8.7)
0.03 | 0.125390 0.012351 0.000905 - - 10.2(13.6)
0.04 | 0.079298 0.005296 - - - 15.0(19.5)
0.05 | 0.053320 0.002500 - - - 21.3(26.4)

Portanto, conforme diminuimos a energia Ej, observamos (nos resultados plotados) o pri-
meiro zero para o quando Ej = (1/8)Bs; o segundo zero, quando Ej = (1/32)Bs; o terceiro zero,
quando Ej, = (1/128)Bs; o quarto zero em Ej = (1/512)Bs; etc.
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FIGURA 5.2 — Resultados obtidos para o (em unidades arbitrdrias) como uma funcao da
energia de colisdo (em unidades de Bs), para trés valores da energia de ligacdo AB, B,p/Bs =
0.01 (linhas azul-sélidas), 0.03 (linhas pontilhadas-vermelhas) e 0.05 (linhas pretas tracejadas),
dadas em oito painéis. Cada painel é para um determinado valor fixo da relacdo de massa
A =mp/my (indicado dentro dos painéis).

A partir dessa observagao, identificamos claramente o fator de escala discreto entre os niveis
de Efimov, Bg”) ~ 4B§n+1). Portanto, podemos supor que em nossos resultados plotados dados
em Fig.(5.9) faltam um zero para o, o que acontece com Fj, = (1/2)8:())0). Portanto, identificando

os zeros de o com o rétulo n em Ej, obtemos
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oc=0, para E,in):(l/Q)Bén), (n=0,1,2,...).

Inspecionando os resultados obtidos para os casos em que B4p/Bs > 0,01, dado na Figs.(5.2)
para Bap/Bs = 0.03 e Bap/Bs = 0.05 , em comparagao com os de Bap/Bs = 0.01, podemos

concluir que os ultimos sao efetivamente ¢ tende ao limite unitério, em que 1/asp = 0.
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FIGURA 5.3 — Para ma/mp = 100, temos um grafico de escala (para as massas a titulo de
ilustragao foi adota mpy a massa do bdéson de maior massa, e mz o béson de menor massa)
para as relagoes entre duas posicoes de energia consecutivas dadas pelos pélos da funcao de
dispersao k cot &, onde k? = (m4/h?)E). Os pblos sio identificados em Ej, = E,, (ou k = kj,, no
espago de tempo), com as proporcoes dadas por \/En1/E, = kni/kn, que sao plotados versus

1/(kna). Nesse caso, com ma = 100mp, a® ~ h?/(2mpBag) e 1/(kna) ~ ,/fg)%i. No painel

superior, para uma melhor visualizacdo e comparacao dos resultados adiabaticos com os dados

pelo cédlculo de Faddeev, kja é multiplicado por 10 (para evitar a sobreposigdo com os resultados
exatos mostrados no painel inferior).

Dos dados mostrados na Tabela (5.3), mostramos na Fig.(5.4), com pontos azuis (para as
massas a titulo de ilustracao foi adota mg a massa do bdéson de maior massa, e m, o béson
de menor massa), a razao entre as energias correspondentes do primeiro e segundo zeros para
a secao de choque, no caso de By = 0.05B3. Podemos verificar a partir deste grafico, temos
aproximadamente o mesmo escalonamento ja verificado para o espectro de estado ligado de
Efimov.
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TABELA 5.4 - E,in) (n = 1,2,3,4) em unidades de escala de trés corpos Bs e as razoes
entre valores consecutivos de E,gn), correspondendo aos zeros de o, para o caso mp/m,=0,01.
Consideramos quatro valores para as energias do atomo-dimero, B4p, também em unidades de

Bs, com B p = 0 mostrando uma extrapolagao.

Bag= | 005 0.03 0.02 0.01 0.001
10 [ 1.304 1.280 1.243 1.175 0.224

1026 | 3.264 3324 3280 3.157 0.626

1B | 7224 7.943 8285 8279 1.822

186 10997 1381 1.689 1.886 0.443
(

10°E; - 045 1.74 275 0.887

eV/EP | 3996 3.878 3.790 3.722 3.58
EP/EW | 4518 4185 3959 3.813 3.44
EP/EW | 7246 5752 4905 4.390 4.11
EN/EP | - 3055 9.685 6.858 4.99
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FIGURA 5.4 — As relagoes entre as energias de espalhamento correspondentes as posicoes dos
zeros para a secao transversal sdo mostradas com pontos azuis (para as massas a titulo de
ilustracao foi adota mg a massa do béson de maior massa, e m, o béson de menor massa), no
mesmo grafico ja verificado para o espectro de Efimov, quando se varia a razao de massa.
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FIGURA 5.5 — O mesmo que na Fig.(5.2), mas alterando a escala do eixo z para logio(Ey/Bs).
Como mostrado, os minimos para o ficaram igualmente espagados para Bap/Bs = 0.01, tal que
Allog,o(Ex/Bs)] ~ 0,6. A partir dessa observagio, podemos deduzir que E} /Bs = (1/2)372/,
onde J = 0, 1, 2, 3 Nos também podemos substituir o enredo acima por outro dado em In ao
invés de logyg, tal que In(E{/Bs) = (3 + 2J) * In(0,5).



6 Consideracoes Finais

Neste trabalho analisamos um sistema de trés bésons utilizando a aproximagao de Born-
Oppenheimer para um sistema constituido por dois boésons pesados idénticos e um bodson leve.
Estudamos inicialmente a dindmica do béson leve e derivamos analiticamente a forma do poten-
cial efetivo ao qual chamado de equagao transcendental gerado por ela. Através do procedimento
de Born-Oppenheimer, derivamos uma expressao analitica para a funcao de onda, dependendo
das coordenadas relativas de Jacobi de trés corpos. Ndés reescrevemos e exibimos a fungao de

onda em termos de duas coordenadas adimensionais e um parametro de escala adimensional.

Escolhemos um potencial de alcance zero para a interacao entre o bdson leve e os bdsons
pesados. Calculamos analiticamente, também, a funcao de onda no espaco das configuragoes.
No formalismo de Born-Oppenheimer utilizado, a distancia de separacao entre os béson pesados,

R, entra como um parametro externo na fun¢ao de onda do béson leve, ¥(r, R).

Analisando o comportamento de 9 (r, R) notamos que fixando-se a energia entre o bdson leve
e os bosons pesados (|Es|), a distancia R e diminuindo a razao de m/M a cauda da funcao de
onda se estende para distancias r maiores. O motivo disto é que aumentando-se a intensidade
do potencial efetivo, para que R e |F3| se mantenham constante, o béson leve tem que se
afastar. Comportamentos semelhantes podem ser observados fixando-se os outros parametros
diponiveis, por exemplo: mantendo-se r e |Es| constantes e diminuindo m /M, mantendo-se 7 e

m/M e aumentando R o sistema evolui no sentido de se desligar.

Apds estudarmos a dinamica do bdson leve, iniciamos o estudo do comportamento do par
de boésons pesados idénticos. Para isso, consideramos duas situacoes que apesar de distintas
mostram diversas coisas em comum (a interagao entre o béson leve e os pesados continua sendo
a mesma): na primeira situagao, nés consideramos a interacao entre os bésons pesados acres-
centando uma interagdo gaussiana e considerando o momento angular nulo e da diferenca de
massa entre os bésons. Na segunda situagao, acrecentamos uma interacao do tipo dipolo-dipolo,
e também para um momento angular nulo e da diferenca de massa entre os bésons, consideramos

um potencial entre os bosons pesados.

Para o potencial gaussiano concluimos que o aumento da diferenca de massa entre os bésons
dé origem a um numero maior de estados ligados por causa do aumento da intensidade do
potencial efetivo. Utilizando uma imagem da &rea de particula, a particula leve (que gera
uma interagao efetiva entre as pesadas) pode ser mais facilmente trocada quanto mais leve for.

Aumentar o momento angular tem efeito equivalente de acrescentar ao sistema um potencial
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repulsivo, tornando o sistema mais fracamente ligado.

Consideramos uma interacao gaussiana entre os bésons pesados e notamos que a introdugao
desse potencial tornou possivel a dissociacao do sistema de trés corpos, isso tem um efeito
semelhante a aumentar o momento angular. Fixando, por exemplo, uma razao de massa préxima
a encontrada em sistemas reais para onde m/M=0.05, observamos que uma amplitude V =

10| E3| e um alcance de Ry = 8a6"4 sao suficientes para romper a energia de ligacao do sistema.

Para a situagao com um potencial dipolo, foi considerado um sistema de dois dipolos pesados
onde foi estudado um sistema de trés corpos composto de um béson leve e dois dipolos pesados
idénticos, todos confinados em trés dimensoes espaciais. Usamos uma interacao de intervalo zero
entre o béson leve e cada um dos dois dipolos pesados idénticos. Concluimos que diminuindo a
energia de ligacao entre os subsistemas de dois corpos o sistema tende a se desligar. Acrescentar

um potencial adicional ao potencial efetivo age apenas como um acrescimo ao potecial inicial.

Essa interagao de alcance extremamente curto tem varias vantagens: primeiro, serve como
um protétipo esquematico de uma interagao de curto alcance; segundo, as propriedades podem
ser derivadas semi-analiticamente; e terceiro, os resultados sao universais por definigao. A forga
é parametrizada em termos da energia ligando o sistema dos bésons leve-pesado que entao é um

de nossos parametros de entrada.

Nés nos limitamos a uma pequena razao de massa leve-pesada permitindo o uso da aproxima-
¢ao de Born-Oppenheimer para um potencial efetivo entre as duas particulas pesadas. O numero
de estados ligados cresce 4 medida que a energia de ligacao entre dois bdsons (leve-pesado) vai
para zero. Diminuindo a diferenca de massa entre os bdsons encontramos um numero menor de

estados ligados de trés corpos.

Os dois dipolos pesados que se movem lentamente também podem interagir diretamente
com o potencial de Born-Oppenheimer. Aqui nds consideramos apenas a possibilidade real da
interacao dipolo-dipolo que tem uma dependéncia cibica inversa de sua separagao. A forca dessa
interacao e, além do tamanho do momento dipolar, determinada pela direcao dos momentos
de dipolo em relagdo ao confinamento planar bidimensional. Ajustando essa orientagdo, que
pode ser alcancada experimentalmente através de campos externos, a interacao pode variar
de um potencial atrativo a um potencial repulsivo que passa por zero. Temos neste trabalho

essencialmente considerados apenas os potenciais repulsivos.

Depois de termos estabelecido o formalismo, discutimos as propriedades de trés corpos emer-
gindo do potencial de Born-Oppenheimer e evitando a interagao direta entre os bésons. A par-
ticula leve gera uma interacao efetiva como consequéncia de sua troca entre as duas particulas
pesadas. Portanto, quanto mais leve a particula, mais facil ela pode ser trocada, o que aumenta

a atracao efetiva do potencial.

Para a secao de espalhamento, foi verificado que o fator de escala de Efimov, para o sistema
de duas particulas de maior massa (AA) e uma leve (B) para a configuragao (AAB), pode ser
verificado também no espalhamento da particula pesada (A) pelo estado fracamente ligado (AB).

Nosso principal objeto para essa segao foi explorar a fisica de Efimov na regiao de espalhamento
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para o caso (A — A — B), no sistema de trés bésons com de massas nao ideticas para a relagao

de massa mp < m4, proximo ao lomite unitério dos subsistemas de dois bésons (AA).

As quantidades que foram estudadas foram os deslocamentos de fase da onda S e suas
correspondentes secoes de choque, variando as energias de colisao da particula que é espalhada.
Neste caso foram utilizadas a aproximacgao de Born-Oppenheimer; iniciamos revisando alguns
resultados para o estado ligado de trés corpos, que demonstram a validade desta aproximacao.

A seguir aplicou-se esta mesma aproximacao para o caso de espalhamento.

O discreto comportamento do fator de escala de Efimov, bem conhecido no espectro de
baixa energia de sistemas ligados de trés corpos para grandes comprimentos de espalhamento
(limite unitario), foi identificado na dependéncia energética de uma se¢ao de choque eldstica de
molécula-atomo em sistemas em desequilibrio de massa. Isso acontece na colisao de um atomo
pesado com massa m4 com um dimero fracamente ligado formado pelas particulas pesadas e

uma particula mais leve com relacao de massa mpg < ma.

Como mostrado, o observavel §y pode apresentar uma sequéncia de polos seguindo a lei
de escala de Efimov, quando a ligagdo de dois corpos de um dos pares se aproxima do limite
unitario. Esse comportamento nos permite prever uma sequéncia de minimos na sec¢ao de choque
correspondente, que poderia ser verificado experimentalmente considerando misturas bindrias de

atomos ultra-frios com grande desequilibrio de massa.

Os pélos de kcotéft, que correspondem aos zeros da secdo de choque da onda S, estdo
diretamente conectados com o espectro Efimov de um sistema do tipo AAB préximo do limite
unitario. Isto foi mostrado considerando um sistema com desequilibrio de massa onde mp < m4,
com os dois corpos AA interagindo no limite unitario exato e para um limite de energia de dois

corpos AB préximo de zero (Bap = 0,0153).

Aproximando-se do limite unitario o sistema leve-pesado, a secao de choque eldstica da onda
S apresentou uma sequéncia de zeros ou minimos em energias de colisdao, seguindo de perto
a lei geométrica de Efimov. Nossos resultados, obtidos com célculos de Faddeev e suplemen-
tados por uma analise de Born-Oppenheimer, abriu uma perspectiva para detectar o discreto

comportamento de escala a partir de dados de espalhamento de baixa energia.
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Apendice A - Teoria de

espalhamento

Vamos tratar do espalhamentos de particulas por um potencial central de curto alcance.
Esta teoria também pode ser aplicada a duas particulas que interagem por um potencial que
depende apenas da posicao relativa entre as particulas, o comportamento de um potencial local

pode ser expresso pela seguinte expressao

lim rV(r) =0, (A1)

r—00

ou seja, no limite assintotico as autofungoes do hamiltoniano total diferem das solugoes livres
apenas por uma defasagem 0(FE) (PIZA, 2003). Como veremos a segao de choque do problema

pode ser encontrada em termos desta defasagem.

A.1 A equacao de Lippmann-Schwinger

Vamos partir com um problema independente do tempo, onde a hamiltoniana geral do pro-

blema pode ser escrita como
H=Hy+V (A.2)

Hy representa o operador hamiltoniano livre do problema, este por sua vez satisfaz a seguinte

equagao
Hole) = Eolp) (A-3)
porém, estamos interessados na solucao do problema completo

(Ho + V)|) = E[) (A.4)

Como estudamos um caso onde o potencial é local, podemos inferir que longe da regiao de
espalhamento a solucao para a funcao de onda total do sistema deve ser uma soma da solucao

da equagao de Schrodinger homogénea e nao homogénea, sendo que a solugdo homogénea é a
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solucao da particula livre. Assim a solucao geral do problema deve ser dada por

1

FomTa VY ) (A5)

+

™) =

esta expressao é conhecida como Equacao de Lippmann-Schwinger, o significado fisico do sinal
(£) vai ser discutido no momento em que estudarmos a solugdo geral do sistema a longas

distancias.

Vamos estudar a equagao (A.5) no espaco de configuragoes, para isso multiplicamos por (x|

pela esquerda

1

+
mvw )+ (x[e), (A.6)

x|ty = (x|

onde (x|¢) é a representagdo de uma onda plana, que para uma particula com momento p é

dada por

e’P /h
= A7
Inserindo uma unidade no primeiro termo podemos definir a funcao de Green do problema

no espaco de configuragoes

1

i) = [ o el g BOGIVISS) + (i)

(x[ip”) = /d3x’G( (3, ) (X |V ) + (x]p) (A.8)

Resolvemos a equagao de Green a fim de escrever a equacao de Lippmann-Schwinger na sua

forma integral

h2 1

G(x,x) = %<X|m|xl>

e d3/ d3 // N
= [t [ e )

ﬁ d3p’ d3p/ eip.(xfx/)
2m (27h)3/2 E — p?/2m + in

(A.9)

para solucionar a integral vamos fazer uma mudanca de varidvel p’ = hiq e substituir a energia

total do sistema por h k
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—————cosf
h? dqh?q? h
G (x,x) = /dgb/ (cos @) —, (A.10)
(£) om | (27h)3 kaz - ;iQZ +in
resolvendo a integral nos angulos
o , 1 'Lq|x x| _ zq\xfx |) ALl
(:I:)(va) - 871' Z’X X/’/ qq _ k2 Z|ZZ77 ( : )

e usando o teorema de résiduos podemos escrever

. 1 6iik|x7x’\
G S A.12
(:t)(X’X) A ’X—X/‘ ( )
Voltando a equagao de Lippmann-Schwinger no espaco de configuragoes temos
+ik|x—x/|
+ 2m e
() = () = G [ 0 KV, (A.13)

A funcao de onda total do sistema <X\w(i) é escrita como uma contribuicao da onda inci-
dente, mais uma contribuicao do efeito de espalhamento. Vamos assumir que como observadores
estamos a uma distancia suficientemente grande do centro espalhador. Fazzendo algumas ma-
nipulagoes algébricas assumindo z > x’ assim podemos usar algumas aproximagoes e com isso
podemos escrever uma expressao integral para a equacao de Lippmann-Schwinger para um ob-
servador distante do centro espalhador (SAKURAI, 1995)

om eik-r

() = el = s [ V1)

(x| =

1 e eikr ,

2m)i2 [e - fk ,k)]. (A.14)
Note que temos uma onda plana com momento k em direcdo ao centro espalhador e uma

contribuicao da onda espalhada que pode estar entrando ou saindo do centro espalhador apds ser

espalhada, ambas solucoes fazem sentido matematico porém, apenas a solucao com sinal positivo

é fisicamente valida. Escrevemos a equacao (B.18) observando que a onda que sai possui uma

amplitude de de ser espalhada f(k’, k) que é dada por
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7'1./
ezkx

(27)3/2

de onde podemos encontrar a sessao de choque diferencial do espalhamento

V() (x|

70,0 == 2 2m) [ dP

do

—— = |f(K k) A.15

= FK,K)| (A.15)
Vamos escrever a amplitude de espalhamento na sua forma integral [47], para isso vamos

substituir na equacao da amplitude de espalhamento (B.19) o resultado encontrado para a fungao

de onda total do sistema (B.8)

_'/./
ezkx

(27)3/2 V)

2m
f(K k) = ~ (2m)3 / d>x’

2 |:e_ik'.x/ + (2};1) /d3$HG(X,,X”)V(X"(/Jk(xﬂ)>, (A.lﬁ)

reescalando o potencial como V(r) = ’Zniv(r) e utilizando algmas manipulagGes analiiticas pode-

mos escrever

*q vk —q)
2m)3 k2 — ¢% +in

FK ) ~ — (K — k) +/( Fla, k), (A.17)

47
foi feita uma mudanca de varidvel ¢ = p/h encontrou-se uma equagao integral para a amplitude
de espalhamento, onde v(k) é a transformada de Fourier do potencial v(r). A contribuicao
predominante para a amplitude de espalhamento ocorre para vetores de onda q tal que ¢° = k2,
esta expressao é muito util para realizar uma expansao a fim de encontrar a amplitude de

espalhamento.

A.2 Expansao em ondas parciais

Como estudamos o caso de um potencial que depende apenas da posicao relativa entre
as particulas, podemos esperar para a funcao de onda espalhada tenha um comportamento
axialmente simétrico. Isto sugere que uma boa base para a solucdo do problema é a base de

ondas parciais. Estudar a rela¢ao dos pélos na matriz T'(F) com os estados ligados.

A.2.1 Polos na matriz T(E) e estados ligados

A solucao formal para a matriz de transicdo pode ser escrita como
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1

T=———
1-VGEg

V. (A.18)

Existem singularidades quando o denominador da Eq.(B.64) é zero, estes pdlos podem ser

encontrados usando

det(l — GE) = 0. (A.lg)

Esta condigao é satisfeita para alguns valores de energia onde alguns destes valores repre-
sentam estados ligados [48]. Para certos valores do potencial a matriz de transigdo também vai
apresentar polos, porém estes p6los sao menos interessantes pois refletem apenas uma proprie-

dade matema&tica do potencial.

Os estados ligados sao encontrados mais familiarmente solucionando a equagao de Schrédin-

ger

(Ho +V)[) = ElY) (A.20)

Porém, para solucionar o problema (A.20) usamos o formalismo das fungoes de Green, onde
encontramos solucionando a equacao diferencial que representa a equagao de Schrodinger uma

solucao da forma

1) = le) + GEVI[Y) (A.21)

Perceba que a contribuicao da solugao homogénea para a solucao da funcao de onda total
nao obedece um comportamento que esperamos para uma fun¢ao de onda de um estado ligado.

Para um estado ligado esperamos que a funcao de onda satisfaga

lim ¢(r) =0, (A.22)

7—00

como sabemos a particula livre nao respeita este comportamento. Voltando a matriz de transicao

notamos que este operador pode ser escrito em termos da amplitude de espalhamento

Ti(k) = — : (A.23)
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assim, um pdélo na matriz T é um podlo na amplitude de espalhamento

o = 1 1
=07 L cot og — ik
1 tando(k)
=" A24
k1 —itandg(k) ( )
Notamos que, os pélos ocorrem para valores onde tandg = —i, lembrando da definicdo do

comprimento de espalhamento podemos concluir que os pdlos ocorrem para valores de k = i/a,

assim notamos que a energia de ligacao possui um valor dado por

h?

2ma?

— |yl (A.25)

onde
E = h%k?/2m

A.3 Espalhamento por um potencial delta de Dirac

Considerando um potencial delta de Dirac é possivel mostrar que independente da energia
da particula incidente apenas a onda-S contribui para a amplitude de espalhamento , ou seja,
apenas valores de [ = 0 devem ser levados em conta na soma dos momentos angulares. Este

resultado pode ser obtido escrevendo a equacao (A.17) da seguinte forma

vk — 3qg vk —
St DA Rk = MR [ el sl (A.26)

l

multiplicando em ambos os lador por f doPy(k - k) e lembrando que a transformada de Fourier

da delta é uma constante temos

[ oY@+ DAWAK KR 10 = [ do P k)
l

> [ do / s o (2 DA )P 19 (A.27)

Usando a propriedade da ortogonalidade dos polinémios de Legendre encontramos



APENDICE A. TEORIA DE ESPALHAMENTO 114

2
Zsz Yo = = 2l’+16

> [ do / s T (2 DA )P 19 (4.28)

Logo, percebemos que apenas os termos de I’ = 0 podem existir. Substituindo I’ = 0 na
Eq.(A.28) temos

2v
S 2 =+ 3 [fdo [ e e DA A WP K

21)0 2
2fo(k +Z/ 2m )3 k2 — g2 —I— 77( 1) fu(k )2l,_|_15l0, (A.29)

rearranjando os termos podemos escrever

v d? U
folk) = =32 + [ G o) (4.30)

Concluimos que somente a onda-s contribui para o espalhamento por um potencial delta de

Dirac.

A.4 Matriz de transicao T(E) para o problema de

dois corpos

A matriz de transicdo T é um operador fundamental no estudo de teoria de espalhamento e

problemas de poucos corpos. Podemos escrever este operador como

T(E) =V + VGo(E)T(E), (A.31)

para um potencial diagonal temos V' = \|x)(x/| , assim encontramos

T(E) = A (x| + Abo (x| Go(E)T(E) (A.32)

Multiplicando pela esquerda por (x|Gp



APENDICE A. TEORIA DE ESPALHAMENTO 115

(XIGoT(E) = Mx|Golx) (x| + (x|Go(x|GoT (E) (A.33)

e rearranjando os termos podemos escrever

AXIGolx)
GyI'(E) = —~——— A.34
Substituindo em Eq.(A.85) temos
Mx|Golx
T(E) = o) ] + AT 2
e reescrevendo esta expressao como
A
T(FE) =
(B) =11 NXIGol) (x|
T(E) = ) (E) (x| (A.35)

onde o elemento de matrix 7(E) ¢ dado por

-1
r(E) = (Al - <X|Go\x>) (A.36)

Introduzindo a unidade I = [ %\p)(p\ podemos escrever

3 3/ -1
w8)= (5 - [ 32 Es b Ca(Bp) o) )

1 d? 2 -

2Myed

Sendo myeq a massa reduzida e g(p) = (p|x) o fator de forma do potencial V. No caso do
potencial ¢-Dirac o fator de forma do potencial g(p) é igual a 1 e neste caso a integral que
aparece na eq. (A.37) é divergente para grandes momentos. A divergéncia pode ser eliminada
utilizando-se um corte ou através da introdugao de uma escala fisica (no capitulo seguinte sera

mostrado que os dois métodos s@o equivalentes).
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A informacgao fisica é introduzida atribuindo-se um valor fisico, Ar , para a matriz-T num

ponto de subtracao de energia E = —,u%z) (o indice entre parénteses subscrito em p? indica que
estamos considerando a escala de 2-corpos), ou seja,

(A.38)
o indice subscrito R significa renormalizado.
) -1
TR(—#%Q)) = (A_l - /d3p2p2> = )‘R(_M?Q)),
“HR) T Zmea
-1 3 1 -1 2
AT /d P~k (TR
He) T 2mead
_ _ 1
A= )\Rl(—,ué)) + /d3p_2 (A.39)

p2
H2) 7 2mye

Substituindo agora o resultado de A~! = em (A.37) chegamos na forma da equacao subtraida:

1
—1 —1,_ 2 2 3
TR (E):AR(_N2 +(E+M2)/dp .
. © (_“%2)_275;)(’3_ b e

2Myed

(A.40)

Agora a integral que aparece em (A.39) é finita. Calculando a integral utilizando o método

dos residuos, substituindo a massa dos dois corpos e substituindo £ = k? (em unidades de

h = m = 1), chegamos na forma final da equagao da matriz-T renormalizada para dois corpos
idénticos:

T (B) = Ag' (—niy) + 20 (p2) + ik) (A.41)

Agora a Eq.(A.40) pode ser interpretada em termos da amplitude de espalhamento, fy ~
1/(—=1/a — ik) (para k tendendo a zero):

fo= —QFQTR(E)

1
fO - 1
Ar (=12 .
— =~ ) — ik
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assim para p o) = 0 temos que o comprimento de espalhamento ¢ dado por a = 212\ (0).

A.4.1 O Potencial delta de Dirac

Um potencial local escrito em coordenadas espaciais é dado por

(R'|VIR) = V(R)§(R' — R), (A.42)

onde V(R) = (27)PA6(R). No espago dos momentos este potencial pode ser escrito como
wvip) = wI{ [eRIR)mRI{ [ PR w1 )

—ip.R

e

1 —y !
/ d°R / d°R/ e P RUR/IVIR)

(27T)D/2 (27.‘-)D/2

— A / d°RePRS(R) / d°R'e P R'§(R/)

(P'[VIp) = Ag*()g(®), (A.43)

onde g(p) é o fator de forma do potencial, no caso de um potencial delta de Dirac temos g(p) = 1.



Apéndice B - Coordenadas e

momentos relativos de Jacobi

B.1 O problema classico de trés corpos

Devido a quantidade de varidveis e as dimensoes do potencial, aplicamos uma transformacao
para as coordenadas de Jacobi as quais formam uma base otogonal e permitem reescrever em
termos de coordenadas internas do sistema, como mostrado na Figura B.1. Do lado esquerdo da
figura posicao das particulas é configurada de maneira a se ter um sistema de coordenadas com
relacdo ao sistema e massa de trés corpos no espaco das configuragoes. Do lado direito podemos

notar o sistema na configracao dos momentos de Jacobi.

FIGURA B.1 — Sistema de coordenadas para um sistema de trés corpos. A esquerda (a)
temos o esquema da posigao das trés particulas (A, B e C) com relac¢ao ao centro de massa
do sistema de trés corpos no espacgo das configuracoes. Do lado direito o esquema dos
momentos relativos de Jacobi das trés particulas.

Os atributos fisicos das trés particulas sao rotulados como o = 4, j, k . Essas massas sao mq,
e suas posicgoes e velocidades no quadro do laboratério sao respectivamente dadas porr, e v, =
d:l"—f. O momento de cada particula é K, = myv,. O momento total K e o livre Hamiltoniano

Hj do sistema de trés corpos sao escritos como

K=m;v; + m;ivi +mpvy = K; + Kj + K, (Bl)
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K2 K2 K2
Hy = —¢ J k B.2
0 2mi + 2mj + 2mk ( )

A posicao e velocidade do centro de massa (CM) s@o encontradas

mir; + m;r; + mgry
M )

Rcm =

dR e miv; +m;v; + mgvy
V. = = B.4
o dt M (B.4)

onde a massa total é M = m; +m; + my. A velocidade e as coordenadas relativas entre cada

particula « e o centro de massa CM do sistema sao mostrados na Fig.B.1 e lidas

No centro de massa C'M, o momento da particula « é escrito como

ko, = moVa (B.7)

onde V, é dado pela Eq.(B.6). Além disso, no centro de massa CM os trés momentos devem

cumprir

ki +k; +kip=0. (B.8)

Inserindo a velocidade do CM da Eq.(B.4) e a velocidade relativa da particula o da Eq.(B.6) na

Eq.(B.7), o momento da particula o o centro de C'M torna-se

ka = Mg (Va - MaVa +mJ/\B4VB +m’YV’Y)7

J— ma .
= e [(ma +mg + My)Va — MaVa + mgvg + mvvv] ,
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K, = Malmg+my) (V _ mpvs + mvvw>7 (B.9)

Mo + Mg + My mg + my

Relembrando que («, /3, 7y) representa a permutcao ciclica de (4, j, k), o momento de cada paticula

no centro de massa CM tem a forma

K, — mi(m; + my) <Vi _ myvy+ mkvk) (B.10)
m; + mj + myg m; + my

kj _ mj(mi + mk) <Vj AL + mkvk> (B.ll)
m; +mj; + my m; + myg

Ky = elmi £ my) <v _ Vi gy mjvf). (B.12)
m; +mj; +my m; +my

notar que os momentos dados em Eqgs.(B.10) a (B.12) formam a relacdo na Eq.(B.8). Assim

podemos escrever os momentos das trés particulas com relagao ao centro de massa como, sendo

27.77]{:&7/3776@#/8#’7'

K, — ma(mg + m.) v _ Mevst+myvy (B.13)
Mq + Mp + My mg + my

_ mg(ma + M) v, _ MaVa +myv, (B.14)
Mo +mg +m, M + My ’ '
e
+ +
- ma(mg + m.) v. _ MaVa +mgvs | (B.15)
Mo + Mg + m, Mmq + Mg

B.2 Momentos relativos de Jacobi

Como foi dito no Capitulo 3, uma vantagem no uso do momento de Jacobi no estudo do
problema. dos trés corpos é que o movimento do CM pode ser separado. Os momentos de Jacobi

sao ilustrados na Fig. 3.1, onde ¢, é identificado como o momento da particula o em relacao a
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mcq, 0 CM das particulas (5, 7). Além disso, p, é 0 momento relativo do sistema de dois corpos
(B,7). Para identificar todos esses momentos relativos, o movimento de trés corpos é dividido no
movimento de uma particula o mais o movimento do CM do par restante, cm,. Considerando
cm, como uma particula, o problema é aproximadamente reduzido a um problema de dois

corpos, como mostrado na Fig. B.2.

Na Fig. B.2, os parentes coordenam p e velocidade o sao

Pa =To — Remy,, (B.16)

0o =Va — Vemg,- (B.17)

A massa da particula mec, é dado por

M, = mg + m, (B.18)

A B —»\—»/ \§
Fc

0 Cma 0 R CMa 0 CMa

FIGURA B.2 — Relagao das novas coordenadas com as coordenadas do laboratério para
um sistema composto por uma particula a e mc,.

Do mesmo modo, a sua posicao e velocidade na estrutura do laboratério sao

Rupn, — 8T8 Ty (B.19)

mg + my

mpgvg + M,V

V p—
cMe mg + m.,

(B.20)

A partir do problema classico de dois corpos, nao deve ser dificil identificar o momento

relativo entre as particulas o e cm, como
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do = HaOa; (B.Ql)

onde a massa reduzida pu, se 1é

M,
gy = —MaMema _ Malmg +m,) (B.22)
Mmq + Mem,, Me +mg + M,

Inserindo a velocidade relativa da Eq.(B.16) e a massa reduzida (B.19) na Eq. (B.18), o

momento relativo entre a particula o e o CM do subsistema (3,7) é

q, = ko = alms + m,) <va _ MeVE T My Vy m”‘”). (B.23)

Mo +Mp + My mg + My

Notar que o momentum de Jacobi Eq.(B.20) é identica ao momento na Eq.(B.9) significa que

q; = k;, q; = kquk =k (B-24)

Os momentos relativos entre as particulas 3 e v, p,, €

mgm mgm m~ykg — mgk
pa:mﬁ Y Vi, = BTy (Vﬁ_v'y): Y28 5’77 (B.25)
B+ my mg + my mg + my
e usando Eq.(B.24) se torna
p, = ok Mk (B.26)
! m; +my
miqy — Mgq;
— B.27
P; T (B.27)
miq; — m;q;
py = o T (B.28)

m; +m;

Escrevendo o momento de cada paerticula como fungdo dos momentos de Jacobi (q,, p,), 0
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hamiltoniano livre em Eq.(B.2) se torna

2 2 2
2Mpgya  2Mgy Mg + Mg+ My
onde Q = Xk, = ¥,q, ¢ o momento total e a massas reduzidas sao

_|_

Mgy = el + 1) (B.30)
Mo + Mg + My

MMy
mgy = ————. B.31
hr mg + My ( )

Os argumentos deslocados das funges do espectadoras na fungao de onda da Eq.(2.66) sao
encontrados pela manipulagao de Eqs. (B.8), (B.21), (B.23), (B.24) e (B.25). O momento

i (i, pi) 1é

m; + mg m; m; + myg m;
OIj(qz',Pz‘) = kaPi + m*i% = JTkpz' + m*i(—qz' — 4,
1+ ™) q.(q ,):wp_@q.
mk q] qszz mk. 1 mk» 1
m;
q;(9;,pP;) = p; + qu (B.32)

da mesma forma, o momento q;(q;, p;) é encontrado para ser

m;
qx(9;, P;) (p mj+mkq> (B.33)

A mesma manipulacao pode ser feita para o momenta ¢;(q;,p;), qx(qj,p;), ¢i(qk,Px) €
¢ (qr,pr). Introduzindo as varidveis (o, 3,7) como permutacao ciclica dos rétulos das parti-

culas (4,7, k), as seis combinagoes necessarias podem ser simplesmente escrito como

= - B.34

qﬁ(qa) pa) Po ms + m, Qo ( )
My

a4, (Aps Po) = — (Pa + WQa) (B.35)



Apéndice C - Formalismo para as

solucoes numeéricos

A solucdo numérica para a energia de ligacdo de trés corpos da equacdo do estado ligado
(E3) deve ser obtida numericamente. Foram usados técnicas numéricas como a quadratura de
Gauss-Legendre para a discretizagao da equagao integral, e o método de Newton-Legendre para
a discretizagdo da equacao integral, e o método de newton-Raphson para encontrar os zeros do

determinante da matriz, bem como uma subrotina para se encontrar o determinante.

C.1 Solucao numérica da equacao do estado ligado
de trés corpos idénticos (AAA)

No caso Efimov em que temos trés bdsons idénticos, as equacoes acopladas se resumem a

apenas uma equacao para o estado ligado. Fazendo mys = mp = m¢g = 1 temos,

2 1 1
fla) = [ - )it
@ po — /—(Bs — 3¢2) Bs—¢*—q?—d.q —ply—¢*—q”—dq @

(C.1)

Analisando a equagao (C.1), onde a interagdo na onda-S se faz valer, fazendo k = ¢’ nds

podemos reescrever essa equacao na forma compacta como,

fla) = /0 " K (B0, d) f(d)dd (C2)

onde o kernel K é escrito como,

72 x 2m - 1 1
o — /G2 — By) Es —q¢* —q¢? —d'.qcosf  —pgyy —q¢* —¢* —q'.qcos6
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onde po = ++/F> e escalamos a energia em unidades de u?g) =1

A interagao numérica é feitas através do método Gauss-Legendre onde pontos de Gauss serao
definidos para discretizar os momentos relativos ¢ e ¢’ e definidos também os pesos de Gauss-
Legendre (w;). Os pontos e pesos sao generalizados para célculos de integral com limites entre
-1 e 1. Transformamos os limites de integracao para a discretizacao de ¢ e ¢’ valida no intervalo
de 0 a infinito. Chamando de z; e w; os pontos e pesos, respectivamente, a mudanca na variavel

de integracao ¢ feita da forma,
R

1—1'1',

e os pesos sao dados por,
2

Vi-z

O numero de pontos de Gauss N é definido pela quantidade de zeros dos polinomios de Legendre.

Ww; = Wy

A integral da equacao (C.2) pode ser discretizado como,

N
Flai) = K(Bs, qi,q5) f(q5)w;, (C4)
j=1
N
ZK E3,qi,q5) f(g)wj, (C.5)
7j=1
(%’ — K(E3, i, qy)f(flj)%) flg;) =0 (C.6)

onde d;; é o delta de Kronecker e a variacao do indice 1 <i < N onde N é o numero de pontos

da integragdo numérica. A discretizacao da equagao (C.2) nos momentos pode ser escrita como,

K(ESa qi, qj

/q2d6089< L — 1 >
[(3q2 - ! B3 —qf — ¢ —qigjcos®  —1—q7 — ¢ — qiqj cos O

(C.7)

O kernel pode ser escrito na forma de matriz como,
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1 - K(Es,q1,q1)w1 —K(E3,q1,q2)w2 -+ —K(FE3,q1,9N)wN f(q1)
—K(Es,q2,q1)w1 1 —K(E3,q2,q2)w2 -+ —K(E3,q2,qn)wn fla) | 0
—K(Es,qn,q1)w1 —K(E3,qn,q2)we -+ 1= K(E3,qn,qN)wN flan)

(C.8)
admitindo solucao nao trivial quando,
N
det (52] — ZK(E;;,C]@%’)L%’) = 0 (Cg)
=1

O determinante da matriz (C.8) é calculado pelo método de Gauss e fixamos o resultado com

uma funcao de escala da energia de ligagao de trés corpos Ej,

N
F(Egl) = det <51J — ZK(Eg,qi,qj)wj> (C.l())

=1
onde n denomina o n-ésimo estado excitado para a energia de trés corpos.

Usamos o método de Newton-Raphson expandindo F(E¥) em promeira ordem ao redor de

FE3 como,
F(By) = F(E3) + (E5 — E3)F'(E3) =0 (C.11)
n_ F(E3)
E3 =E3 F(Es) (C.12)
em que
F(By) = -4 p(En)
VT apy
Ep=FEs

C.2 Solugao numérica da equacao do estado ligado
de trés corpos distintos (ABC)

No caso com trés bésons de massas distintas a energia de ligacao de trés corpos E3 é encon-
trada como a solugao das equagoes acopladas para o estado ligado calculadas na segao anterior.

Assim como foi feito para a equagoes de trés corpos idénticos (C.1) discretizando as equagoes
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(3.72), (3.73) e (3.74), temos,

N

falai) = Kpa(Bs, a5, q5)wifole) + Y Koa(Es, a,¢5)w; f5(g)),

j=1

N N
f8(a) =Y Kap(Bs, ¢, qj)wifolq) + > Kep(Es, i q5)w;falg),

j=1

N N
fola) =Y Kac(Bs, i q5)wifs(a;) + > Kpc(Es, i, q5)wifalg),

j=1

Podemos reescrever essas expressoes como,

N

f ZKBA E37q2>q])w]fc q_j
7=1
N

fe(@) = Kap(Es, ¢, q5)w; fo(q))
7=1

f ZKAC E&Qu%)WJfB QJ
j=1

N
(C.13)
j=1
(C.14)
j=1
(C.15)
j=1
N
ZKCA E3anan)ijB(QJ) 0 (0-16)
j=1
N
ZKCB E37q17QJ)wij(QJ) 0 (0-17)
7=1
ZKBC E3an>Q])WJfA(QJ) 0 (C.18)

7=1

Podemos introduzir o delta de Kronecker como feito no caso de bdsons idénticos e as expres-

soes (C.16), (C.17) e (C.18) ficam dadas por,

< ij ZKBA EB»Qm‘]J

j=1 j=1

< ij ZKAB E37QZ7Q]

Jj=1 j=1

N fa(a)

ZKCA EBa%aQJ)WJ) fB(Qi) =0, (C'lg)
fe(a)

N fa(a)

ZKCB E3anyQ])w]> fB(Qi) =0, (C'QO)
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fA(Qi)

N N
(5@' — > Kac(Bs,qi,q5)w; — Y Kpo(FEs, Qi7Qj)wj) fela) | =0, (C.21)
i=1 =1 fela)
e as solucoes nao triviais das expressoes sao dadas por,
N N
det <5ij — Y Kpa(EBs,qi,qj)wi + > Kca(Es, g, Qj)wj> =0 (C.22)
j=1 j=1
N N
det (61']' — > Kap(Bs,qi,qj)w; + Y Kop(Es, g, Qj)wj> =0 (C.23)
j=1 J=1
N N
det <5ij — Y Kac(Bs, g q5)wj + > Kpc(Fs, QJ)WJ') =0 (C.24)
j=1 j=1

Podemos escrever as expressoes como uma matriz 3 X 3 onde cada elemento serd uma matriz
N x N por,

I (617 — So00y Kpa(Bs,qi,q5)w;) (05 — 300, Kpa(Fs, gi,45)w))
M= (0 — ¥y Kan(Es, g5, 45)w) I (65 — Ximy Ken(Es, ¢i q5)w;)
(657 — Yoy Kac(Bs,qinqi)w;) (65 — Yooy Kpe(Bs, ¢, ¢5)w;) I
(C.25)

onde I é a matriz identidade. Assim devemos implantar uma rotina que calcule uma energia

FE3 que satisfaga,

detM =0 (C.26)

Assim finalmente encontramos a energia de trés corpos que serd usada para escrever as

funcoes de onda.
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C.3 O método de Runge-Kutta de quarta ordem

Talvez o método mais empregado para a solucao de PVI’s, o Método de Runge-Kutta de
quarta ordem faz uso das informacoes fornecidas por f(x,y) em 3 pontos (ou férmulas) inter-
medidrios antes de calcular a aproximagao para y,+1. Neste apéndice estudaremos o método
de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4). O método de Runge-Kutta consiste em um cédlculo
iterativo implicito e explicito para a resolugado numérica (aproximacao) de solugdes de equagoes
diferenciais ordindrias. Se uma fungao y(z) possuir k+1 derivadas continuas em um intervalo

entre 8 e x, podemos escrever usando o polinomio de Taylor

(l‘ - B)k + y(k+1)( )(33 — B)k—i_l

y(@) = y(8) + 3V (B) (@ = B) + .. + vV (B) R

. (C.27)

onde 7 pertence ao intervalo entre g e x. Substituindo S por z, e  por x,41 onde xp11 = z,+h,

podemos escrever a Eq.(C.27) como

h2 hk+1

Y(@ni1) = y(@n + h) = ylan) + 3 (@n)h+ 5ry(2)(@n) + . + myk“('v) (C.28)

agora temos que y pertence ao intervalo entre z, e T,11.

Fazendo k = 4 na Eq.(C.28) temos

2 4 5
A @ h )

h B3
Y(Tnt1) = y(@n +h) = y(z,) +yV(@,)h + ay@) (zn) + gy(?’)(fcn) + v @) + 90 ()

(C.29)

O procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em encontrar constante apropri-

adas tal que

Yn+1 = Yn + aky + bko + cks + dky (C.30)

A maneira mais popular de escolher estas constantes consiste em

kl = hf(l‘nayn)
ko =h 1h lk
2 = f($n+§7yn+§ 1)

1 1
ks = hf(l‘n + §h, Yn + 51472)
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ky = hf(xn +h,yn + k3)7

e por fim podemos calcular

1
Ynt+1 = Yn + g(kl + 2kg + 2k3 + ky). (C.31)

Do ponto de vista computacional é importante notar que kg depende de ki assim como
k4 depende de k3, logo na implementagao do coédigo computacional deve-se levar em conta a
dependéncias destas funcoes uma das outras. Como o RK4 deve satisfazer um polindmio de
quarta ordem, podemos estimar o erro deste método como sendo proporcional a h°. O método
de ordem 4 requer 4 calculos de f(x,y) por passo h. Isto significa que este método deve ser
superior que o método de ordem 2 se o valor de h neste caso puder ser, pelo menos, 2 vezes

maior que o valor para o método de ordem 2, para se obter a mesma precisao.

C.3.1 Sistemas de equacgoes diferenciais

As férmulas para se chegar em (C.11) para a aplicacao do Método de Runge-Kutta de quarta
ordem supoe a existéncia de um PVI simples do tipo da integracao numérica da série de Tylor
o qual consiste em uma equagao diferencial de primeira ordem (linear ou nao linear) com uma
condicao inicial simples. Contudo, grande parte dos problemas que surgem em ciéncias exatas
e naturais envolvem PVI’s compostos por uma ou mais equagoes diferenciais de segunda ordem

ou ordens mais altas, com um correspondente niimero de condic¢oes iniciais.

Desejamos entao estender o método apresentado na se¢ao na secao anterior para esta situagao
mais geral. Para exemplificar a generalizagao do método, vamos considerar o caso de uma ODE
de ordem N com N condigoOes iniciais. A extensao para o caso onde hd mais de uma equacao
diferencial, inclusive de diferentes ordens, segue diretamente do exemplo apresentado. O PVI a
ser considerado pode ser escrito a partir da solugao da equacao diferencial oedinaria de ordem

. como

y ™ = @ y(@),y (@), ...y D (), (C.32)

juntamente com as condicOes iniciais

90(y(z0), ' (%0), ...,y P (z0)) = ao

91(y(x0), ¥/ (20), e, y N "D(20)) = a1
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até
gn-1(y(x0), ¥ (20), -,y D (m0)) = an_ (C.33)
Definindo inicialmente y; (z) = y(z), podemos escrever:
y1(z) = ya(x)
Ya(z) = ys(x)
ys3(z) = ya(x)
yn-1(z) = yn(), (C.34)
finalmente, fazendo uso de (C.32),
yn(@) = f(z,y1(2), y2(), ... yn (2)), (C.35)
com as condigoes iniciais escritas
90(y1(20), y2(20), -, yn (20)) = ao
91(y1(20), y2(20), -, yn (20)) = a1
até
gN-1(y1(20), y2(0), .., yn (z0)) = an—1 (C.36)

Ou seja, ao invés procurarmos uma forma do método de Runge-Kutta para resolver 1 ODE de

ordem N |, o que iremos fazer é resolver N equacgoes de ordem 1. Quando o PVI for composto

por mais de uma ODE de diferentes ordens, busca-se reduzir este sistema sempre a um sistema

de primeira ordem. Neste caso, ao invés de somente uma equacao de primeira ordem do tipo

(C.35), teremos um sistema de N equagoes do tipo:

yll = f1($7y17y27 yn)
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Yy = fa(z,y1, 92, ---Yn)

até

Yy = In(@, 91,92, . Un)

onde neste sistema ja estao incluidas as equagoes auxiliares (C.36). E muitas vezes conveniente

pensar este sistema na forma vetorial,

y = f(x,y), (C.37)

onde y e f sdo vetores com N componentes cada.
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corpos. Além do sistema ligado (AAB) de trés corpos, também consideramos o espalhamento de A pelo estado
ligado de (AB). Verificamos a fisica de Efimov na regidao de espalhamento, considerando o sistema AAB de trés
bésons na razao mp < my, préximo ao limite unitario. Para o espectro de estados ligados, demonstrou-se que
dois niveis sdo relacionados por um fator de escala exponencial dado por exp (27/5¢), onde sy é uma constante
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