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Resumo

A equagao de Bethe-Salpeter (BS) é uma descrigao relastivistica do problema do estado
ligado de duas particulas (SALPETER; BETHE, 1951). Com esta podemos determinar a
energia do estado ligado e a amplitude de Bethe-Salpeter ®(k,p). Porém, hé polos pre-
sentes em seu kernel relativistico e uma alternativa para lidar com essas singularidades é
a representagao integral pertubativa de Nakanishi (NAKANISHI, 1971b), que utiliza uma
representacao paramétrica caracterizada por uma funcao peso e um denominador que
depende dos momentos dos propagadores externos. A Representacao Integral de Naka-
nishi pode ser utilizada tanto para representar a amplitude ®(k,p) quanto a amplitude
amputada I'(k, p). Ambas amplitudes sao alternativas para descrever o estado ligado com-
pletamente. Porém, a diferenga entre elas é que a amplitude ®(k, p) possui mais polos em
seu kernel de interacao, o que torna mais dificil lidar com o problema de singularidades.
Assim, ao optar por desenvolver a equacao de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada
['(k,p) espera-se que obtenhamos uma solugao mais estavel para a fungdo peso de Na-
kanishi. Neste trabalho, obtemos a equacgao de Bethe-Salpeter no espago de Minkowski
para a amplitude amputada para o sistema bosonico na aproximacao de interagao tipo
escada. Para introduzir a descrigado da amplitude amputada I'(k, p), inicialmente fazemos
um estudo da amplitude ®(k, p) de Bethe-Salpeter para o caso bosonico, além de demons-
trar a relacdo entre ambas as amplitudes. No caso da amplitude I'(k, p), obtivemos tanto
a equacao de Bethe-Salpeter completa quanto a equagao no modelo de Wick-Cutkosky,
utilizando o Teorema da Unicidade. Por fim, para um estado ligado fermionico, utiliza-
mos o Teorema da Unicidade e a Transformagao de Stieltjes para inverter a equacao de
Bethe-Salpeter no limite de maxima energia B = 2M. Com isso, obtemos uma equagao

que pode ser resolvida com método iterativo.



Abstract

The Bethe-Salpeter equation is a relastivistic description of the problem of the bound
state of two particles (SALPETER; BETHE, 1951). With this we can determine the energy
of the connected state and the amplitude of Bethe-Salpeter ®(k,p). However, there are
poles present in its relativistic kernel and an alternative to dealing with these singula-
rities is the Nakanishi Pertubative Integral Representation (NAKANISHI, 1971b), which
uses a parametric representation characterized by a weight function and a denominator
that depends on the moments of the external propagators. The integral representation
of Nakanishi can be used to represent the amplitude ®(k, p) as the amputated amplitude
['(k,p). Both amplitudes are alternatives to describe the connected state completely. Ne-
vertheless, the difference between them is that the amplitude ®(k,p) has more poles in
the kernel, which makes it more difficult to deal with the singularities problem. Thus, by
choosing to develop the Bethe-Salpeter equation for the amputated amplitude I'(k, p) we
are expected to obtain a more stable solution for the Nakanishi weight function. In this
work, we obtain the Bethe-Salpeter equation in the Minkowski space for the amputated
amplitude for the bosonic system in the ladder approximation. In order to introduce
the amputated amplitude description I'(k, p), we first study the Bethe-Salpeter amplitude
®(k,p) for the bosonic case, and demonstrate the relation between both amplitudes. In
the case of the amplitude I'(k, p), we obtained both the complete Bethe-Salpeter equation
and the equation in the Wick-Cutkosky model, using the Uniquiness Theorem. Finally,
for a fermionic bound-state state, we use the Uniqueness Theorem and the Stieltjes Trans-
formation to invert the Bethe-Salpeter equation at the maximum energy limit B = 2M.

With this, we obtain an equation that can be solved with iterative method.
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1 Introducao

Entender os constituintes fundamentais da natureza tem sido um desafio presente na
fisica por mais de um século. A compreensao a respeito da composicao da matéria, por
conseguinte da natureza, tem ido desde a ideia grega de um ente fundamental indivisivel
até o que se aceita atualmente como sendo a divisao de matéria em barionica e escura. A
matéria comum ou baridnica estendeu-se além das particulas conhecidas desde os primeiros
modelos atomicos. Hoje, a lista de particulas elementares é distribuida em termos de
léptons, quarks, fétons, glions, bésons WT, W—, Z° o béson de Higgs e suas anti-
particulas. Partindo do conceito de particulas indivisiveis temos a matéria ordinaria
dividida em léptons e hadrons, onde os tultimos sao entendidos como particulas compostas

por estados ligados de quarks e glions.

Os primeiros hadrons a serem descobertos foram os prétons e os néutrons. Apesar
disso, ainda héa questoes a serem respondidas a respeito destes. Por exemplo, no caso dos
prétons tem-se em aberto o problema do seu decaimento, onde questiona se o préton é
fundamentalmente estavel ou possui uma vida 1util finita, conforme previsto por algumas
extensoes do modelo padrao (SENJANOVI, 2010) (HELO et al, 2018). Outra questao é
o problema do spin do préton: Como os quarks e glions contribuem para o spin dos
protons? Nesse sentido, para entender como o spin e a massa dos nucleons sao distribuidos
entre os constituintes destes, iniciativas experimentais tem sido tomadas em centros como
SLAC (Stanford Linear Accelerator Center), CERN (Conseil Européen pour la Recherche
Nucléaire), DESY (Deutsches Elektronen-Synchrotron) Laboratory, RHIC (Relativistic
Heavy Ion Collider). Um projeto recente é 0 HAS QCD PROJECT, que envolve iniciativas
tanto experimentais como tedricas com objetivo de explorar e entender a estrutura interna
dos nucleons em termos de quarks e glions, além disso desenvolver um mapeamento 3D

do préton.

A teoria predominante aceita para descricao dos constituintes hadronicos é a Cromo-
dinamica Quantica (QCD), que fornece a dinamica da interagao entre quarks e glions. A
QCD é um tipo de Teoria Quantica de Campos (QFT) nao-abeliana, com o grupo de si-
metria SU(3). Esta teoria pertence ao Modelo Padrao (SM), que descreve a matéria e trés
interagoes fundamentais: forga fraca, forga forte e forga eletromagnética (COTTINGHAM;
GREENWOOD, 1998).
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A QCD descreve os quarks (q) como particulas de spin 1/2; sendo que elas podem ter
sabores chamados up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) e top (t). Além
disso, os quarks podem ser classificados em cores: vermelho, verde e azul. A QCD possui
a propriedade de liberdade assintética, onde as interagoes ficam mais fracas a medida que
a energia aumenta. Isto faz com que a solucao da teoria dependa da escala de energia.
No limite de baixas energias configura como uma teoria nao perturbativa e no limite de

altas energias como uma teoria perturbativa.

A propriedade de liberdade assintotica esta presente em teorias de calibre nas quais a
interacao entre as particulas para distancias pequenas ou altas energias se torna arbitrari-
amente pequena. Em 1973, David Gross, Frank Wilczek e David Politzer mostraram que
a cromodinamica quantica apresenta esta propriedade (GROSS; WILCZEK, 1973) (POLIT-
ZER, 1973). Essa descoberta rendeu-lhes o prémio nobel em 2004.

Outra propriedade da QCD é o confinamento, o que significa que quarks livres nao
sao observados na natureza. Uma explicagao pictérica para este fenoméno é a idesia de
dois quarks conectados por uma corda, a forga atrativa entre eles aumenta a medida que
os quarks se afastam, o que exige mais e mais energia para aumentar sua separagao.
Contudo, com energia suficiente adicionada, em vez de um quark se libertar do outro em
um hadrén, o excesso de energia ¢é utilizado para produzir um par de quark-antiquark
(BEISER, 1995).

Em uma teoria de campos livre, a funcao de dois pontos (QT¢(x)d(y)|S2) é interpre-
tada como a amplitude para uma particula propagar de um ponto x para um ponto .
Para uma teoria de campos interagente, a representacao da funcao de dois pontos é cha-
mada também de Representagao de Kéllén-Lehmann (KALLEN, 1952), (Lehmann, 1954).
Por sua vez, a Representacao Integral de Nakanishi é uma representagao integral pertuba-
tiva de duas variaveis, que é usada como ansatz para resolver a equacao de Bethe-Salpeter
(NAKANISHI, 1964).

No intuito de obter uma descricao relativistica para particulas hadronicas Bethe e
Salpeter propuseram uma formulagao no espago de Minkowski (SALPETER; BETHE, 1951),
onde obtiveram uma equacao para o estado ligado de particulas obtendo a energia de
ligagao e a amplitude de Bethe-Salpeter (BS) ®(k, p).

Um problema na descricao de Bethe-Salpeter é que a equacao integral possui pélos em
seu kernel. Para contornar esse problema Wick propos uma rotacao ¢ — 7 no tempo,
de tal forma, que a equacao de BS é transformada, indo do espaco de Minkowski para
o espaco Euclidiano (WICK, 1954), onde a energia de ligacao fornecida pela equacao de
BS euclidiana é a mesma que a obtida no espago de Minkowski. Ao utilizar a rotagao
de Wick é possivel realizar uma comparagao de resultados da equagao de Bethe-Salpeter

euclidiana com a de Minkowski.
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Além da amplitude ®(k,p) ha a amplitude amputada I'(k,p) que pode ser obtida
através da primeira. A amplitude I'(k,p) possui menos polos em seu kernel do que a
amplitude ®(k, p), o que motiva um estudo mais aprofundado da amplitude amputada. A
representagao de Nakanishi pode ser usada para representar a amplitude ®(k,p) quanto
amplitude amputada I'(k, p) de Bethe-Salpeter. Além disso, é possivel usé-la para obter
equacao integral para a funcao peso de Nakanishi através de uma inversao analitica da
equacao de BS. Esse método é conhecido como Teorema da Unicidade. Outro método
para inverter a amplitude de Bethe-Salpeter é utilizar a transformada inversa de Stieldjes.

Sendo possivel realizar uma comparacao entre ambos os métodos.

Optar por desenvolver a equacao de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada I'(k, p)
¢ objeto principal deste estudo. Iremos obter a equagao completa para amplitude ampu-
tada para o estado ligado bosonico na aproximacao tipo escada. Como um caso mais
simples, vamos estudar a amplitude I'(k, p) no modelo de Wick-Cutkosky, utilizando o
Teorema da Unicidade para obter uma equacao para funcao peso gr da amplitude ampu-
tada.

Outro ponto que desenvolveremos neste trabalho sera encontrar uma relacao entre
ambas as amplitudes. O que permitira obter os observaveis hadronicos utilizando ambas
as amplitudes desde que se conheca uma delas. Além disso, sera util para comparar com

os resultados de trabalhos anteriores que tiveram foco a amplitude de Bethe-Salpeter.

Além disso, iremos estudar a amplitude ®(k,p) para o caso fermidénico no limite de
maxima energia para A finito, permitindo uma analise do problema para diferentes vértice

de interacao.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1, tem-se a contextua-
lizacao do trabalho, das ferramentas utilizadas e apresentacao da organizacao do mesmo.
No capitulo 2, discorre-se a respeito das Representacoes Integrais que sao bases da formu-
lacao tedrica apresentada. No capitulo 3, o foco foi apresentar a equacao de Bethe-Salpeter
para Amplitude Amputada para um sistema bosonico. No capitulo 4, o objetivo é compa-
rar os resultados da equacao de BS para férmions no limite de maxima energia utilizando
o teorema da unicidade e Transformacao de Stieldjes. No capitulo 5, sao apresentadas as

conclusoes do trabalho.



2 Representacoes Integrais

2.1 Representacao de Killén-Lehmann

Para obter a representacao de Kéllén-Lehmann vamos considerar uma teoria de campo
escalar real interagente de tal forma que é valido para todos os tipos de interagao, nao
dependendo de uma teoria de pertubacao. Como consequéncia, assumimos que a hamil-
toniana deve ser um invariante de Lorentz e o operador momento P deve comutar com
a hamiltoniana, [f[ , 15] = 0. Isto é verdade porque se tratam de estados livres ou esta-
dos representando um conjunto de particulas que tratamos como um unico corpo, onde a

energia de ligacao ja esta contida na massa do estado ligado, que por sua vez é livre.

Seja |A\z) o autoestado de H e P, onde A carrega todos os numeros quanticos dos

possiveis estados quanticos, tal que:

H|\) = Ey|As); PIAs) = plAs). (2.1)

Cada |\;) é relacionado através de um boost de Lorentz com o estado correspondente

ao repouso, chamado de |Ag). O autoestado |\z) pode representar:

e Estado de l-particula, |15), com energia E, = 1/p? + m3 e massa de repouso my;
e Estado ligado;

e Estado de N-particulas, com N > 2, formados por estado de 1-particula e estados

ligados.

Todos os estados s@o criados a partir do vacuo [€2). A diferenga crucial entre a teoria de
campo escalar interagente e a teoria de campo livre é que ¢(z) nao pode ser simplesmente
uma superposicao de amplitudes de Fourier a(p) e a'(p), pois nao obedece as equagoes de

movimento livre:
(0 +m*)¢ # 0= (* + m*)¢p = j, (2.2)

onde j é a corrente. Assim, aplicando ¢ em () nao criamos simplesmente um estado de

1-particula como na teoria livre. Um outro ponto importante é notar que na relagao de
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completeza, no espago de Hilbert,

1=l + 3 / %%Mﬁw, (2.3)

a soma em A inclui os estados de 1-particula, os estados ligados, e os estados de multi-
particulas, enquanto que a integral em p refere-se a0 momento do centro de massa p dos
estados A. Em particular, especificar um estado de multi-particula requer especificar o
momento relativo de cada estado individual acrescido do momento p. Assim, a soma sobre

A é uma soma sobre um continuo de estados.

Na teoria de campo livre a fungao de dois pontos (QT'¢(z)p(y)|2) é a amplitude para
uma particula propagar de y para x. A questao é, serd que estd interpretacao segue na

teoria interagente.

O primeiro objetivo é obter uma expressao para o propagador de Feynman interagente:

(QTo(x)o(y)|) se w0 > yo

(QTo(x)(y)|2) = { (QTH(y)d(2)|) se yo > o.

Inserindo a resolugao da unidade entre ¢(z) e ¢(y),

dp 1

(Q(2)16(y)12) = (Qe(2) |2 (QAD(Y)I2) + )

—
™o

3
=
S

(Qfo(2)|A5) Apld(y)]€),

3 (M)
(2.4)
e assumindo que (Q|¢(z)|Q2) = 0, uma vez que
() = i P e —ia Pu (2.5)
e que P*Q) = 0, obtém-se
QAo@owi) =3 [ FH s @@ ddenio. @0

Se ¢ = (Q]#(0)[2) # 0 pode-se redefinir ¢, tal que, ¢ — ¢—c, podendo obter a equagao
2.6. Por outro lado,

(Qlo(2)|Ag) = (Qe™poe™|Q) = (Q]o|Q)e™ P, (2.7)

com e~*F7|Q) = |Q)e P e (Q)e!® = (Q]. O préximo passo é relacionar |\;) com |Ag)
usando um boost. O campo escalar cldssico transforma-se como ¢(z) = U7 (A)p(z")U(A),

assim

(@'o(2)|8) = (alU (A)p(2)U(A)|B) = (alé(2)]B). (2.8)
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De maneira analoga, definimos:

Ap) = U o), (2.9)

tal que,
(Qlo(2)[As) = (QUTUS(0) U U [Nz)e ™™, (2.10)
(Qlo(x)Az) = (2]6(0)|Ao)e™ . (2.11)

Assim, o propagador de Feynman sem o ordenador temporal pode ser expresso como

@oowir =3 [ G p oM, e

enquanto que o resultado do campo escalar da teoria livre é

D ~1) = Olo()ol0) = [ e ™. (213)

Reescrevendo a integral presente na equacao 2.12 como

dp 1 , d*p 7 ,
—ip-(z—y) __ —ip-(z—y)
/(27r)3Ep(/\)e o _/(27T)4p2—m§+iee S (2.14)

temos

(QTo(x)o(y)|2) = Z/ e~ P Q]p(0) Ao} 2, (2.15)

)Ap? —m3 + ie

(QTo(x)o( Z\ (QU(0)[Ao)|* D ((x — y),m3), (2.16)

com Dp sendo o propagador de Feynman. Para cada estado A havera uma contribuigao

na func¢ao de 2 pontos e na amplitude de criacao a partir do vacuo.

Uma outra forma de escrever a soma em A é

@irs@oie) - [ G- 52 2m008* = m) @O D (¢ =) ). @17
sendo a densidade espectral p(M?)

= 3 2m0(02 — m) (2o O ) (2.18)
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a equacao 2.17 torna-se:

QT ()b () = / S a

o P D (=), m3), (2.19)

onde a equagao acima corresponde a representacao espectral de Kallén-Lehmann.

Para um estado intermediario de uma particula teremos m, = m, sendo m o autovalor
de energia da hamiltoniana interagente no referencial de repouso da particula. A massa
m € a massa observavel da particula interagente e pode diferir da massa nua mg. Nesse

caso a densidade espectral sera
p(M?) = 2r6(M? — m*)Z + o(M?), (2.20)

com Z = |{(Q]#(0)[19)[?, onde 1y é o estado de 1-particula com momento zero, e o(M?)
representa as contribuigoes de estados de N-particulas. Dependendo da energia pode
haver producao de duas ou mais particulas reais “livres’ou estados ligados de duas ou

mais particulas. No espaco dos momentos tem-se

[atwer@irowowio) = [~ EE )t =
YIRa = o 27 P p2—m?+ie
1/ > dM? 1
= 1Y/ P — 2.21
p2—m2+ie+/mg 2 o )pQ—mz—H’e’ (2.21)

com m? sendo a massa do estado ligado (PESKIN, 2018). Para o caso do campo livre
tem-se .
i

/ e (0T () 6(0)]0) = (2.22)

p? —md +ie
A representacao de Kéllén-Lehmann é uma representagao integral de uma varidvel
para uma funcao de dois pontos. A seguir iremos discutir a respeito da representacao

integral de Nakanishi, que é uma representacao integral de duas variaveis generalizada.
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2.2 Representacao Integral de Nakanishi

O formalismo da Representagao Integral de Nakanishi de uma amplitude de transicao
de um espalhamento genérico de N-particulas é baseado em um tratamento pertubativo.
Porém, apesar de ser formulada no regime pertubativo pode ser usada como ansatz no
regime nao-pertubativo. Esta representacao tem sido usada em estudos de problemas
de estado ligado, com resultados em acordo com outros métodos da literatura (KUSAKA;
WILLIAMS, 1995) (FREDERICO et al., 2012).

A amplitude de probabilidade de um certo processo pode ser escrita em termos de série
de poteéncias da constante de acoplamento, onde cada termo pode ser interpretado como
uma soma de integrais de Feynman geradas por uma Lagrangiana em particular e que
correspondem a um conjunto de graficos de Feynman. Utilizando a integral paramétrica
de Feynman, realizando uma mudanga de variaveis de integracao que leve a um novo
conjunto de varidaveis que seja igual ao nimero das variaveis independentes, pode-se obter

a representacao integral de Nakanishi.

Como notacao tem-se o 4-momento externo designado por p;, tal que, Eiv p; =0,0
4-momento k; e a massa m; estao associados as particulas que se propagam dentro dos
loops, e ¢; ¢ o 4-momento em que se realiza a integracao no l-ésimo loop. Considerando
conjuntos de graficos de Feynman G tendo N linhas externas, com n propagagoes internas,

V' vértices externos e s loops, tem-se

s N
kj = Z b + Z CjiDi (2.23)
I=1 i=1

onde bj; e ¢;; podem assumir os valores (—1,0,1) devido a conservagao dos momentos nos

vértices. A integral de Feynman associada a G é representada (G6MEZ, 2016) como

N

fo = 5(4)(2(%.)) / <ﬁd4qs) .0 i i) (2.24)

=1

onde n' =n — (V —1). Para combinar os n-denominadores usa-se a férmula paramétrica

de Feynman

! (n— 1)! H/ doy; O =21 ) (2.25)

(A1 Ay .. A, [Aran + Asag + -+ - + Apa]’

assim que,

f(;:(n—1)15(4><§:(pi)>/(ﬁd4qs>/ Hdan o _qusz)%] . (2.26)

i=1
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Na equagao 2.23 tem-se a relagao entre k; e ¢, ao substituir tal relacao na equagao

2.26 havera termos quadraticos e lineares de ¢; no denominador. De modo que pode-se

escrever
n N n
S (2l ic)a,]" = Ey%wzgpww ZX@M%%Z@WMﬂ
Jj=1 s=1 i=1 1 /=1 j=1
(2.27)
fazendo a seguinte troca de variavel,
| XN
45 =9s + - Z Bsipi, (2.28)
S =1
tem-se
[ (kQ—m +i€)a,|" dsqs + (pi - i) (Cir B&Bm mzaj+z'e]"
d J
j=1 i=1 i'=1 j=1
(2.29)

onde ds é o conjunto de autovalores correspondentes a matriz Dy, Dy = Z ibisbsr,
e com Byy = Zj ajbjscii e Coy =Y ; @jcjibcir. O préximo passo é realizar a integragao

em ¢, assumindo que o integrando é convergente podemos fazer a inversao da ordem de

integragao:
/H 1 B (n —2n' — 1)!(ir?)
SqS + H<n N Oéﬁpl) + ZG] <n o ]')'[Hn’ dn/]Z[H(n7 N7 ajapi) + ie]n—Qn”
(2.30)
com

N N

H(n,N,aj,p) =Y Y (pi-0)(Civ = > dlBsiBsi’) - mjay. (2.31)
s=1 ¢ 7=1

i=1 ¢/=1

Substituindo este resultado na integral de Feynman da equacao 2.26, obtém-se

s (S () 2 = D) 5u—zgum
fg—é()<;(pz’)) L / SN Tige (232

Veja que na integral de Feynman o denominador depende das massas m; e do ntiimero
de loops. A ideia de Nakanishi é mover essa dependéncia para o numerador. Para mover
a dependéncia do denominador para o numerador, serda necessario escrever a funcao fg

em termos da funcao-peso ¢g. Assim, reescrevemos a equacao 2.32 utilizando uma funcao
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delta, de tal modo que temos

11 s — o) [ Pa(z,€)
fo—];[ /O dzpd(1 — zn) /O dg[i—zhzhah—ie]”—zn” (2.33)

com
n

a
_ZZh —constH/daJ L v 2 1)nj)2n,><

h

(h—— (& - Zm’a’ 1—2 n)- (2.34)

As variaveis etay, e f sao dadas pela seguintes relagoes:
S meo =S Bl ) . 5= m (2.35)
h i h

onde s, é o conjunto de todas as variaveis independentes que podem ser construidas com

N momentos externos. Para remover a dependéncia em n e n’ basta realizar integracao
por partes, onde os termos de superficie anulam-se devido a dependéncia de ¢g em &.

Apés realizar n — 2n’ — 1 integracoes, o resultado serd
1 o] /
¢G(Za f)
= dzpo(1 — z / d ) 2.36
fG 1;[/0 h ( ; h) 0 S[f—zhzhah—%] ( )

com Yz, # 1 e z¢p(z,£) escrito como

1 an_2n/_1¢G<27 5)

n—2n —1 Q&n—2n'—1 (2.37)

da(2,€) =

Para obter a representagao da amplitude amputada ou vértex, vamos calcular o caso

de um diagrama de trés pernas. Para G = 3 temos

1 1 1 00
f3 = / le / dZ2 / d235<1 — 21— 29 — 23) / dg ¢3(Zl, 2. % £> R (238)
0 0 0 0 [f — 2101 — 2202 — 2303 — ZE]

integrando em asg

fom / dzl/ dz2/ d¢  ¢3(z1, 22,8)0(z1 + 22)0(1 — 21 — z2). (2.39)

€—2z1a1—22a2—(1—2122)as .
21+ 29 [ e — ie]
Realizando a seguinte troca de varidvel
1—2—2
& Omamm) a0

z21 + 22 21 + 22
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a equacao 2.39 torna-se

1 1 00
0 0(1 — 2z —
f3 — / le/ dZQ/ d’y¢3(zl’ Z??S) (Z]. + 22) ( . Z]- 22)’ (241)
0 0 h _ ziatzay ze]
70 21+22
com
as
=—(1—2 —29)————. 2.42
o ( 1 2)(21+22) ( )
Introduzindo as seguintes variaveis
21
=2n1+zn , Y= , 2.43
) 1 2 Y 7+ 72 ( )
de tal forma que nés podemos redefinir a funcao peso como
1 1—y
gr(y',7) = / ydyds(z,y,7)0(y)0(1 — y)o(v + s )), (2.44)
0
com 1y
Yo = —as Y . (245)
)
Logo, a equacao 2.41 sera
1 +oo /
gr(y',7)
= dy’ d 2.46
N e =y (240

Considerando o estado ligado com momento p e as particulas constituintes com mo-

mentos p; e pg, onde
p=pi+tp . k=(p—p)/2 (2.47)

a expressao para o vertex, para z = 1 — 2/, torna-se:

o ! oo gF(zafy)
L'(k,p) —/0 dz/_oo d'yh (2.48)

—MT2—k2—Zp~k—ie]’

A expressao que representa a amplitude de Bethe-Salpeter é

1 [es)
9(7, 2)
Ok = d d 2.49
(k:p) /_1 Z/_OO 7[k2+p~kz—/<;2—’y+ie]3’ (249)

sendo esta podendo ser obtida através da representagao de Nakanishi da amplitude am-

putada e vice-versa.



3 Equacao de Bethe-Salpeter para o

Estado Ligado Bosonico

Em 1951, E.E. Salpeter e H.A. Bethe apresentaram uma formulagao relativistica para
um sistema de dois corpos(SALPETER; BETHE, 1951). Formulada no espago de Minkowski,
a equacao descreve o estado ligado de particulas, determinando a energia de ligagao e a
amplitude de Bethe-Salpeter. A equagao de Bethe-Salpeter (BSE) pode ser vista como

um analogo relativistico da equacao de onda de Schrodinger.

3.1 Equacao de Bethe-Salpeter para Amplitude

Considere um estado ligado, de massa M e momento p, de duas particulas com mo-
mento ky = p/2+k e ks = p/2 — k, massas m; = my = m, que interagem através da troca
de um bdson escalar de massa u. Pictoricamente, podemos representar a formacao desse

estado ligado pelos diagramas de Feynman apresentados na figura 3.1.

p/2+k p/2+k  p/2 J:k’
" P C - P
¢ = A -k | ¢
> P> i >
p/2—k p/2—k p/2-K

FIGURA 3.1 — Equacao de Bethe-Salpeter.

Dessa forma, a equagao de Bethe-Salpeter é dada por:

'K i(—ig)?
@2m)* [(k — K')? — 2 + €]

onde ®(k,p) é a amplitude de Bethe-Salpeter e os propagadores bosonicos sao dados por

(K, p)S(k —p/2), (3.1)

whm=5@+mm/

l

Sk +p/2) = S R = i

(3.2)
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[(p/2 = k)? —m? + ie]

Sk —p/2) = (3.3)

Essa é uma equacao integral que contém singularidades no seu Kernel. Para resolvé-la

iremos representar a Amplitude de Bethe-Salpeter pela Representacao Integral de Naka-

CID(k:,p):/_l dz’/ooody’[kQ 907, %) (3.4)

+p k2 + M?2/4—m? —~ +ie]?

nishi:

A equagao 3.1 torna-se

/“ dz/“ » 9(7,2) N i y
1 o k2 +p-kz+ M2/4—m? —y+ie]®  [(p/2+4 k)? —m? + i

i T dYE i(—ig)? y
mm—W—W+M/1“A‘”/me—MLm+M

9(v', %)
(k2 +p- k2! + M2/4 —m?2 — ' + ie]?’

(3.5)

Inicialmente, analisaremos o lado direito da equagao (RHS-Right Hans Side). Ire-
mos aplicar a parametrizacao de Feynman para obter um tnico denominador dentro da

integracao. Para este caso, a formula paramétrica de Feynman sera

1 I'(m+n) /°° AN (3.6)
A ALY T(m)[(n) Jy [AL+ Ag\min '
Assim,
1 & A2d\
— =3 _ 3.7
A A3 /0 [A1 + A \4 (3.7)
com .
A = )
R .
Ay = ! (3.9)
2T R Hp ok + M2JA—m? — o +ie '
Fazendo a troca de variavel A = %:
I 5 /1 o?da (3.10)
AlAg 0 [Al + (A2 — A1>Oé]4 '

1 B /1 3alda
AVAS o B2+ K (p2a+ 2ka — 2k) + k2 — p2 — a(k2 +m2 — M2/4 4+~ — p2) + ie]d’
(3.11)
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tal que, Equagao de Bethe-Salpeter completa torna-se

/“ dz/‘” » 9(7,2) _ i y
1 0 k2 +p-kz+ M?2/4—m? —~y+ie]®  [(p/2+k)? — m? + i€
i +1 00 1 d4k/
dz dy' d —
[(p/2 = k) = m? +ie] / / 7/o “/<27r>4x

3a%i(—ig)*9(v', #')
(k72 + K (pz'a + 2ka — 2k) + k? — p? — a(k? +m? — M?/4 +~" — p?) +ie]t

(3.12)

Para resolver a integral quadridimensional no momento, faremos uma troca de variavel
em k':

K =Q— (p'/2a + 2ka — 2k)/2. (3.13)
Escrevendo o denominador como C' = Q? + b + ie, tem-se

b= —(pz'/2a + 2ka — 2k)? /4 + k* — pi* — a(k* + m? — M? /4 ++ — pi?). (3.14)

A integracao na variavel ) pode ser escrita como

> d4Q B Z'7T2
/_oo (Q2+b+ie)t  6(b+ie)? (3.15)

onde utilizamos coordenadas esféricas e realizamos a integral no plano complexo. Com

esse resultado, a equacao ¢ dada por

/“ dz/“ i 9(7,2) _
—1 0 [k2+p‘kz+M2/4—m2_’Y+i€]3

92 1 1 Jrld/ Ood/ ld
:327r2[(p/2+k:)2—m2+i6][(p/2—k)2—m2—|—ie]/_l Z/O 7/0 ax

a’g(v',2)
[—(p2'[2a + 2k(av — 1))2 /4 + k2 — p? — a(k? + m2 — M2 /4 + ' — p?) + ie]?

(3.16)

Na equacao acima pode-se aplicar o Teorema da Unicidade para obter uma equacao
integral para fungao peso g(+y, z). Outro caminho que podemos seguir é realizar a projegao

na frente de luz dessa equacao, que discutiremos a seguir.



CAPfATULO 3. EQUACAO DE BETHE-SALPETER PARA O ESTADO LIGADO
BOSONICO 29

3.2 Projecao na Frente de Luz da Equacao de Bethe-

Salpeter

Sejam as variaveis na frente de luz

—zM
K=y, k=
2
s g2 e M
B=kkt =k pok= (k) (3.17)

reescrevemos OS propagadores CcOo1mo

1 2

1
)2 02 45l _ _ ., M 2 (y+m?) .0
(/2 = k)P —m?+id ~ M(1—2) 4 4 - 2600

1 2

1
_ 2 02 -1 — (v+m2) .
[(p/2 = k)> —m? +ie]  M(1+2)k + 5 gy tie

(3.18)

O termo dentro do denominador no lado direito da equacao 3.16 é reescrito como

—(p? 2+ 2k(a — 1))? /4 + k> — 1> — a(k® +m® — M? 4+~ — pi?) +ie =

MFE~ "zaM M?
+(1—a)(—z = +fy(1—a)—,uQ—’y)+oz(—fy’—m2—|—(1—az’Q)T—l—ie.

(3.19)

a(l—a)(2'—2)

O denominador no lado esquerdo da equacao 3.16 pode ser escrito como

Mk~ M?
5 —y =9 -m*+(1 _ZZ/)T +ie. (3.20)

B> +p-kz+M*/4—m? —v+ie= (7 —2)

Projetar a equacao de Bethe-Salpeter para amplitude na frente de luz corresponde a

integra-la na variavel k~. Assim, integrando ambos os lados da equagao 3.16 por ffooo "g“—ﬂ_,
obtemos
00 dk— +1 00
/ 21 / dz/ @ - 9n2) 2 3=
oo 2T ) 0 (2 — 2) M= —y — v —m? + (1 — 22/) 2= + ie]
2 0o — +1 00 1
g 1 dk / // // / /
= d d d X
AT L 2 |, ), ) et
1 2
- (3.21)

(k= — kq +i€) (k™ — ky +i€)] [kpk™ + Ip + i€]?’
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onde,
_ M2 (+m?) _M 2 (+m?
N vy rwus m L Al Sl anG B (322)
M
kp = a(l —a)(z'—z);,
/ M M2
Ip=(1—a) =~y - 251 —a) +a(— —m?+ (1-a2”) . (3.23)

2 4

Para realizar a integracao em k~ utilizaremos a seguinte relacao

/°° k™ 1 __ida) (324

w 21 [vh™ —y+i€]? 292

Assim, apéds realizacao da integracao na variavel £~, o lado esquerdo da equacao 3.21

torna-se

—i [ , 2

LHS = M/ dry 9(7,2) —. (3.25)
0 v+ +m?+ (1— 22

O lado direito da equacao 3.21 possui os polos kg4 e k,, que estao localizados abaixo e

acima do eixo real, respectivamente. Enquanto que a localizacao do polo kp depende do

seu sinal.

O contorno de integracao sera realizado por cima do plano complexo se z’ > z pois
kp > 0. Neste caso, o polo k, contribuira na integragao. Portanto, ao realizar a integragao

em dk~ obtemos

C @mg /“ [ / 1 o?
RHS = s mmra—aas2 ), @ ), D) 90 ) s ok T )
(3.26)

Analogamente, quando 2z’ < z temos kp < 0, de modo que o polo k4 contribuira na

integracao. Assim,

_ (=2im)g? 1 /“ ,/°° ,/1 o 1 a?
RHS = snmmra—aas2 ), © ), D), @90 s Gk 210
(3.97)

Podemos escrever estes resultados em uma tnica expressao por meio de uma funcao

f, obtendo a seguinte equacao completa de Bethe-Salpeter para a amplitude:

/°° dv{ 9(,2) 7 1

A m+ (1—2) P @M (- 2)(1+2) |
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o / OO / o ' 2 (=" — 2 6z =2
/_1 dz /0 dv'g(v', %) /0 a da[(,gd - ku)) (kau1+ SER (lid — k)) (kad1+ lD>(2]' )
3.28

A equacao de Bethe-Salpeter para amplitude usando a representacao de Nakanishi
envolve um integracao em duas varidveis. Quando realiza-se a projecao na frente de luz
a integracao passa a ser em uma so varidavel. Como consequéncia, a equacao de Bethe-
Salpeter torna-se um problema de autovalor generalizado. Podendo ser invertida utili-
zando métodos como transformagao generalizada de Stieldjes ou Teorema da Unicidade.
Isto possibilita que ela seja resolvida numericamente, tendo como opcao método de expan-
sao em uma base de polinémios de Gegenbauer cy/ 2(Z) e Laguerre L, (a7). Onde a fungao

peso de Nakanishi g(7, z) ¢ decomposta como g;(7,2) =Y o >0y AL G(2) Ly (7).
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3.3 Equacao de Bethe-Salpeter para Amplitude Am-

putada

Para obter a descrigao fisica de um sistema ligado podemos usar tanto a amplitude
®(k,p) quanto a amplitude amputada I'(k, p). Para obter a equagao de Bethe-Salpeter
para amplitude amputada podemos utilizar a relagao entre a amplitude ®(k, p) e o vértice
['(k,p). A vantagem de utilizar a amplitude amputada é que no kernel de interagao héa

um nuimero menor de polos, facilitando a resolucao da equacao de Bethe-Salpeter.

A equacao integral de Bethe-Salpeter para amplitude ® é escrita como:

Dk, p) = Sk +p/2) / é:); = /if()Ei_ng O )S(k  p/2), (3.29)

Além disso, a amplitude ®(k,p) é descrita em termos da amplitude amputada I'(k, p)

O(k,p) =S(k+p/2)T'(k,p)S(k —p/2). (3.30)

Substituindo a equacao 3.30 na equacao 3.29, temos:

S+ p/2T S~ p/2) = S0-+/2) [

S(K + p/2)D(K,p)S(K — p/2)S(k — p/2). (3.31)

Multiplicando a equacgao pelos inversos dos propagadores, temos:

Tk, p) = / (‘;:;4 = Ij/(>jf]);2+i65(k’+ /2T (K p)S(K = p/2). (3.32)

Por outro lado, iremos utilizar a Representagao de Nakanishi para I'(k, p):

Y dyg(y,2)
Plkp)= | d ’ 3.33
(5.) /1 Z/o k24 p-kz — K2 — v+ i€ (3.33)
obtendo
gy, 2 / / dy'9(v, )
d d
/ Z/ k’2 pkz—/@—*y—f—% “ k"2 p'k,ZI_HQ—’}//—l-Z'E]X
d'k i(—ig)® , ,
/ 2r)t (k— k)2 — 12+ —S(K +p/2)S(K —p/2). (3.34)

Como foi realizado para a amplitude, o préximo passo é usar a parametrizacao de
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Feynman para tornar os denominadores uma tnica fungao. Denominamos:

Ay =K —p/2)?* —m?+ie |, Ay= (K +p/2)* —m* +ie (3.35)

A= (k=K —p*+ie , Ay=k?*+pk's — k> — 9 +ic (3.36)

temos:

= / do / do / 3das
A1A2A3A4 0 ! 0 2 0 [OélAl + OéQAQ -+ OK3A3 + (1 — 1 — Qg — 043)144]?. )
3.37

Reescrevendo o RHS da equacgao 3.34, temos:

A ! 00 1 1 1
RHS:/ 4/ dz’/ dv'/ dozl/ dag/ dovg x
(2m)* )4 0 0 0 0

[OélAl + OZQAQ + OégAg + (1 — 1 — g — 043)A4]4. ’

Assim a equacao completa é:

P ig(r,2) d'K
d : = & [ dy | dey | das | da
L), wm e / / ot L [ [

[OélAl + 042142 + CY3A3 + (]. — ] — Qg — ()43)144]4 ) .

O préximo passo é resolver a integral quadrimensional. Para tal vamos reescrever o

denominador da equagao acima. Seja o denominador do lado direito:
L= O./lAl + a2A2 + CY3A3 + (1 — ] — (g — 043)A4, (340)

L=a,((K —p/2)* —m?) + (K +p/2)* —m?) + az((k — K)* — u*)+

+(1—a; —ay —a3)(K? +p- K2 —Kx*—7), (3.41)

vamos reagrupar os termos para que possamos realizar a integracao em uma outra variavel.

L=k 4+ +as+ (1 —a; —ay—a3)]p- K — 2ask - K
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—(1 —az)(m® = p?/4) + az(k* — ) + (1 — a; — ay — a3)y/, (3.42)

L= k,’lz — [((Oél — Qg — (1 — Q] — Qg — Oég)Zl)p + 2(1/3]6] . k/+

—(1 —az)(m? —p?/4) + as(k* — p®) + (1 — ay — g — a3)y'. (3.43)
Somando e subtraindo o quadrado do termo entre colchete temos:

= [K'+(a1—ay—(1—a;—as—as) 2 )p/2+ask]*— (a1 —as— (1—a; —agy—as) 2 ) p+2ask]? /4

—(1 —az)(m? —p?/4) + az(k* — 1®) + (1 — a; — g — a3)7. (3.44)
Denominando:
Q=K+ (g —as— (1 —a; —ay—a3)")p/2 + ask, (3.45)
h=—[((q —ay— (1 —a; —ay — a3)2)p + 2ask]? /4

—(1 —az)(m® = p?/4) + az(k* — p?) + (1 — a1 — ay — az)y/, (3.46)

reescrevernos:

, d4Q 3g v, 2") da

Usando a identidade

/ “4Q 11 (3.48)
[Q2+h+i" n—1n—2h2 ’

temos:

2l
g / / !/

HS = —_—. 4

RHS 3973 _ldz doy [ dasg g('y,z)(h o2 (3.49)

d~'
0

Equacao completa:

1 o) 2 1 0o 1 1 1
9(7, 2) g / , / ) / / /
d d = d d d d d
/_1 Z/o ! (k2 +pkz — k2 —y+ie] 3212 ) : 0 ! 0 “ 0 = 0 s
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9(+',#)
[— (a1 — g — 32")p + 203k]% /4 — (1 — a3)(m — p?/4) + as(k? — p?) + 5 + ie]w
(3.50)
com
s=(1—-a1 —as—ag). (3.51)

Esta é a equac@o completa de Bethe-Salpeter para amplitude amputada I'(k, p). Tal
equacao pode ser projetada na frente de luz e ser resolvida numericamente utilizando
expansao em base de polinomios de Gegenbauer e Laguerre, como realizada para ampli-
tude de Bethe-Salpeter. Esperamos que os resultados numéricos para equacao de Bethe-
Salpeter para amplitude amputada sejam mais estaveis do que para amplitude de Bethe-

Salpeter.
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3.4 Amplitude Amputada no Modelo de Wick-Cutkosky

Um caso particular interessante é o limite de Wick-Cutkosky, no qual é conside-
rada uma particula mediadora de massa nula (@ = 0) e emprega-se o ansatz g(v/,2') =
d(7") f(2') para funcao peso de Nakanishi (WICK, 1954) (CUTKOSKY, 1954).

A equacao completa para o vértice é

1 00
9(7, 2)
d d —
/_1 2/0 7[k‘2+p.krz—/£2—7+@'e]

1% g(+', %)
d H d : ’ 52
47‘(‘ / dZ / Y /0 (87 1 . Oég) [kQ + k/‘pg _ ,7 o I{2 +7:E]2 ’ (3 5 )

onde

(- —ay—ag)?)y | (L= ag)*(m?® — p*/A+ 22p?/4) + agp® (3.53)

" (1—az)az (1—as)as ’ '
ot (l-a—ay—ag)d (3.54)

(1—a3)
Fazendo = 0, a variavel & torna-se
1— . B NI 1— 2 2 _ .2 4 5202 4

’_Y:( a1 — ap a3)2)7+( az)*(m” —p*/ —|—zp/). (3.55)

(1 —a3)as (1—a3)as

Substituindo o ansatz g(v/,2’) = 6(7') f(2’) em ambos os lados da equacao

' > 6(7)f(2) _
/_ldz/o dﬁy[ﬁ—i—p.kz—/ﬁ?—’y—{—ie] N

g2 R 3,1 ﬂ(l—Z?zlaj) §(v)f(2)
e %, Chg/od“’ A —as) WErhpz—i-mrig %)

e resolvendo as integracoes em v e v/, temos a seguinte equacao

3

A R Y ) /()
/_1 (k2 4+ p.kz — k2 +ie]  (4m)2 / dz 111/0 dev a%(l—]ag) (k2 + k.pz — 7 — k2 + i€]?’

(3.57)
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com

-«
5 = (1—as) o 3) (m? — p? /4 + Z2p?/4). (3.58)
Analisando a expressao 7 + k2, onde k? = m? — %2 podemos reescrever a equacao 3.57
de tal modo que possamos aplicar posteriormente a transformacao de Stieldjes. Assim,

seja 7 + k2 escrito como

1— 2
”7+/£2:(a—a3)(m — P4+ P2 /4) + m? —% (3.59)
3
onde . .
2:(12—041—%( —041—042—@3)2’ (3.60)
(1 — 063)
encontramos a seguinte expressao
o -, o2 1 2 .2 N
R =7+Kk = a—[(m —p°/4) + (042—0614—(1—061—0(2—()[3)2)1}. (3.61)
3

Reescrevendo a equagao 3.57, temos o seguinte resultado

' dz f(z) _ 9 > 9) f(Z)
/_1 (k2 4+ p.kz — K2 +i€e] / dz H/ dal 1—a3) (k2 + k.pz — k2 +i€]?
(3.62)

Ao utilizar o limite de Wick-Cutkosky, a equagao para amplitude amputada torna-se
mais simples. Uma maneira de ampliar o calculo analitico e numérico da equacao 3.62 é
utilizar as transformagoes de Stieldjes. Outro método é utilizar o Teorema da Unicidade.

Para isso, sera necessario reescrever a equagao 3.52.

3.4.1 Equacgao da Amplitude Amputada através do Teorema da
Unicidade

Para aplicar o Teorema da Unicidade na equagao 3.52 é preciso os denominadores de

ambos os lados da equacao fiquem similares, ou seja

/dz/ d'y 9(7,2) = g° X
[k2 +pkz — K2 —y +ie]  (47)2

1 00 1 oo 3 1 0(1 — ?Loz- IS (=~ -

/ dZ/ d'}// dZI/ dﬁylH/\ dOdZ ( 5 ijl j)g(z,Z>5_(’Y _7)5(5 Z)

1 Jo . 0 1o az(1 —oag) [k2+Ekpz—7 — K2+ i€
(3.63)
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com p = 0, fazendo com que 7 seja

(- —ap—ag)2)y | (1= ag)(m? — p2/4 + 22p2/4)
(1 — 013)043 (1 — 043)043 ‘

vy = (3.64)

Ao substituir o ansatz g(v/, 2') = 6(7') f(z’) na equacao 3.63, a expressao torna-se
gy Y

! > 6(7)/(2) 9
/1 dz/o m[’f2 ok — K2y +id  (4m)?

Jof oo [T e
(3.65)

Com isto, o proximo passo € aplicar o Teorema da Unicidade. Aplicando-o na variavel

de integragao z, obtemos:

/Ooodyé( / dv/ldz/ ' H/O g, 1_Ja13;)‘j>><

0(Y)f ()8 (y = 7)(z — 2). (3.66)

Uma vez que é realizada a integracao nas variaveis v e v/, o resultado serd

47r / d”/ dz'f (2 5711/0 1_@3?j)5(v—i)5(2—2), (3.67)

(]_ — 063)

(m? — p*/4 + Z*p? /4). (3.68)

’_)/:

Para realizar as integracoes dentro do kernel da equagao 3.67 é necessario reescrever

as fungoes delta. Reescrevendo a fungao §(z — z), temos:

§(z—2) = 5((1 —az)z—ag—ag+ (1 —a; —ay — ag)z')), (3.69)
(2 — 2) = 5((1 —ag)(z—2) —an(l— )+ ai(1+ z')). (3.70)
5(z—2) = M (3.71)
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com (I —a3)(z—2) + ax(l — &)
n= 152 . (3.72)
Reescrevendo a fungao §(y — 7), temos:
6y = 7) = 0 (g7 — (1= ag)(m® = p/4 + 2p*/4) ), (3.73)
0y —7) = 5<a3(7 +m® = p? A+ 2p* [4) — (m® — p* /4 + 521?2/4)), (3.74)
porém, [ ‘ o
a_ — ’ (3.75)
logo
é(y—7) = 5(%[7(1 —az)’ — (1 —az)(1 — ag)*(+m* — p/4)
(1= ag)an(l — ') —ar(1+ 2) + (1 — 043)2/]2])2/4]). (3.76)

Com as funcgoes delta reescritas, podemos integrar na variavel «aq, cujo o resultado é

[ L . IO R L L

Al—ay) V) VTO+] T adl—ag) [0+ )l
§=(1—-a;—ay—a3) _ =1—-n—ay—as, (3.78)

—(1—a3)(z—2) 4+ as(l — z’)‘

n= i+ (3.79)
Retomando a equagao completa
—n)0(n)
d d
47T / ’y/ 21z 871_[/ 1—{—z(1—a3)3x
2.2 2 2

(5<a3’y—(1—a3)(m —p /4+2p /4)) (3.80)

Para realizar outra integragao, novamente, reescrevemos a funcao delta:

(a3 — f3)

5( —(1- 2 _p?/4 4) 3.81
Qaz7y ( 063)<m p / + Z / ) |7 +m2— (1 _ 22)p2/4|’ ( )
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o m? — (1— ) /4
P T = (L= ) (3:82)
Assim, integrando na variavel as, obtemos:
J L U, —
o a3+ 2)(1—as) [y +m?— (1—22)p2/4]
(5)60— B — B)O(S) 1 -
pHL+2)(1 - pB)° [y +m? — (1= 2%)p*/4]’ ‘
com
s=(1-n—a—pB), (3.84)
n = _(1_5)(2_2/)_’_&2(1_’2/). (385)

(142
Veja que § > 0, uma vez que —1 < z <1 e~y > 0. Além disso, (1 — 3) = 1, pois:

3.86)

0(1—5):9(1_ m? — (1 — 2%)p*/4 ))_ 7

T ) A Cea T e

Com isto, a equagao completa é escrita como

0(3)0(1 — n)(n) 1
K dzf @v/dQﬁ Y1+ )1 =B by +m? = (1= 2)p2 /4]
(3.87)
onde (1=p)(1+2)—2
s — _ (3.88)
Reescrevendo o termo
L [+ m?— (=24 (3.89)

BAL—B)  Adm? = (1—22)p2/4?

obtemos a expressao

A N +m — (1= 2?4
f<z)‘<4w>2/ 421z / Doy /d * BmE — (1= 2)p2jAp

0((1—B)(1+2)—20))0(1+2+B(z' —2) +aa(1—2))0((1—B) (2’ —z) +as(1—2")), (3.90)

que corresponde a amplitude amputa, no modelo de Wick-Cutkosky, por meio do teorema

da unicidade.
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3.9 Equacao de Bethe-Salpeter no Espaco Euclideano

O trabalho de Bethe-Salpeter (SALPETER; BETHE, 1951), apesar de desenvolver uma
formulacao relativistica para o problema de um estado ligado de dois corpos, apresenta
singularidades no kernel da integracao. Em 1954, G.C. Wick apresenta uma alternativa
para lidar com esse problema. Ele demonstrou que, para o problema de estado ligado,
a métrica de Lorentz pode ser transformada em uma métrica Euclidiana através de uma
rotagdo de uma varidvel temporal relativa: ¢t — i7(WICK, 1954). Para ilustrar, vamos
realizar a rotacao de Wick na equacao de Bethe-Salpeter para amplitude amputada de

um estado ligado de dois corpos com 4-momento P.

Realizaremos a rotagao de Wick nos quadrivetores k, k/, P, ou seja
ko = ikoe , ko=1iky, , Po=1iF, (3.91)

onde o indice e corresponde a respectiva variavel no espaco euclidiano, obtemos a equagao

da amplitude amputada no espaco euclidiano.

No espago de Minkowski, a equagao de Bethe-Salpeter para um estado ligado bosonico
é
d*k’ (K, P) 1

o) (k—k)? — 12 +ie) (AP + )2 —m2 +ie) (AP — k) — m? + ie)’
(3.92)

[(k; P) = zg2/

Ao substituir as variaveis rotacionadas no primeiro termo do denominador da equacao
3.92 temos

—

(k= K)* = 1* = (ikoe — ikg.)* — (E = K)* = 1* = = (koo — ke)® — (k= K)* — s, (3.93)

analogamente,
1 N2 2 1 /N2 1 T\ 2 2
(§P + k ) —m- = —(§P06 —+ kOe) — (§P + k’/> —m-, (394)
1 "2 2 1 /2 15 T\ 2 2
(3P = k) = m® = —(5Puc — ky)* = (5P — K)* = m®. (3.95)

Assim, apds a rotacao de Wick, a equacao 3.92 torna-se

koo d®k’ (k' P)
(2m)* (Koo — kbe)? + (k — K)2 + 2]

L(k; P) = 92/

1
5 = : (3.96)
[(3Poc + ko2 + BP + B + m2|[(§ P — ko, )* + (3P — )2 4 mo?]
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Esta é a a equacao de Bethe-Salpeter da amplitude amputada no espaco euclidiano

apos realizar a rotacao de Wick. Note que esta equacao nao apresenta poélos, deixando
de ter singularidade nos termos do denominador da equacao. Uma alternativa é com a
equacao de Bethe-Salpeter euclidiana obter a amplitude no espaco de Minkowski. Para
isso deve-se realizar uma rotacao, girando a equacao integral e homogénea euclidiana. Ao
realizar a rotacao em pequenos angulos de rotagao, aproxima-se a solugao euclidiana da de
Minkowski, O que pode levar, por exemplo, a extracao das funcoes de densidade partonica
longitudinal e amplitude de distribui¢do de momento (CASTRO et al., 2019).

3.6 Relacao entre a Amplitude e a Amplitude Am-
putada

A Representacao Integral de Nakanishi de I'(k, p) e de ®(k,p) é

1 00
ar(7, 2)
(k) /1 Z/mm ,Y[k2+p'k2—/€2—’y+ie]’ (3.97)

Ok, p) = / dz / e go(.2) (3.98)

+pkz — kK2 — v +ie]?

A conexdo entre go(7, 2) = g(7,2) e gr(7, 2) é dada por
Mhm=5®+gﬁ%mﬁw—§L (3.99)
onde
Stk+ Py = ! CSk-Py= ! (3100

2
Logo

1 0
9(v,2)
d d _
/1ZA TR+ pkz— 12—y +ie]?

1 S
B gI‘('}’, Z) B }_)
/1 dz/o dyS(k + 2)[k2+p‘kz_52 _VH.E]S(k ), (3.101)
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Ao utilizar a parametrizacao de Feynman no RHS da equacao encontrar-se

1 0 1 1
RHS—Z/ dz/ gp('y,z)d'y/ dal/ dog X
—1 0 0 0
1

3
(041[(k +2)2—m? +ie] + ap[(k = 5)2 —m? +ie] + (1 — a1 — ) [k? + p-kz — k%2 — —l—ie])

(3.102)
1 00
RHS = 2/ dz/ gr (v, z) dyx
-1 Jo
1 1 1
/ dal/ dOéQ 3
0 0 (kQ +pklon —as+ (1 —a; —ag)z] — (1 — g — )y — K2+ ie)
(3.103)
1 00
RHS = 2/ dz/ gr (v, z) dyx
-1 Jo
1 1 1
/ dozl/ dOéQ 3-
0 0 (k;2 +pklog —ae+ (11— —ag)z] — (1 —ay — ag)y — K2 + ie)
(3.104)

Usando o Teorema da Unicidade

1 0o ;L 1
9+, %) / /oo
d , d / = 2 d d
/1 ¢ /0 7 (k2 + pkz' — K2 — ' + i€ B < ; gr(v, z) dvy

1 00 1 1 I 5 I 5
/ dz’/ dv'/ day / davg O =200 =7) =, (3.105)
-1 0 0 0 <k2 +pky —v — K2+ ie)

onde
Z=a;—ay+ (1 —ag —ag)z, (3.106)

¥=(1-a1—a). (3.107)

O resultado sera
1 o0 1 1
g/, 7)) = 2/ dz/ dv/ dal/ dazd (2" — 2)6( — ¥)gr(7, 2). (3.108)
-1 Jo 0 0

O proximo passo é resolver as integrais dos parametros de Feynman. Para isso
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reescreve-se a funcao delta:

5(f(an)) = 6(+' — ) = %5@ _ 8) (3.100)
gy = ALz a)y (3.110)
Y

Agora a equacao fica

1 00 1 1 1

g/, 2" :2/ dz/ dv/ dozl/ dagé(z'—al—l—aQ—(1—041—oz2)z);5(&2—52)%(7,z).
1 0 0 0

(3.111)

1 ] 1
gy, 2") = 2/1 dz/o d7/0 dayd(z' —oq + Bo— (1 — oy — f3)2) %gp(% z).  (3.112)

1 00 1
g(v,7) = 2/_1 dz/o dv/o dond (2 — a1+ fo — (1 — a1 — f)z) %gp(’y, z).  (3.113)

1 o) 1 / 1
gy, 2" = 2/ dz/ d”y/ dond(1+ 2 — 204 — %(1 + z));gp(’y, 2). (3.114)
-1 Jo 0

Reescrevendo a delta como funcao de oy

/

S(f(n) = 61+ =201 = L(142)) = %5(041 ~ 8, (3.115)

onde

B = [(l—l—z)—%/(lez)}, (3.116)

l\DlH

e realizando a integral em a;

9,7 / / / qu )19r(% z). (3.117)
97, :/ S / (1= B0(B) o (3. 2) (3.115)

o) = [ e [T o= Gl - T a)eGin ) - T o) o)
(3.119)
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g+, 2" / dz/ dv0(2—(1+2")+ /(1+z))9((1+z’)—%(H—z))%gp(’y,z). (3.120)

1 oo
/ / / / / / 1
o) = [ dx [ (= (12781 (1427 Zor(,2). (121
-1 Jo
Observe que (1 — 2')y + (1 + 2)7' > 0, entao, 0((1 — ')y + (1 + 2)7') = 1. Assim,
1
g(7/,2") / dz/ dyo((1+2")y—(1 —|—z)’y)vgp(fy, 2). (3.122)

Reescrevendo o limite da integral ~y

1 00 d’}/
g+, 2" :/ dz/ — gr(v, 2). (3.123)
-1 5
onde (1 )
- +2)Y
— N Sl A > (). )
’7 max (f}/mma (1 + Z/> >7fymln - 0 (3 124)

Para descrever o problema do estado ligado pode-se utilizar tanto a amplitude quanto
a amplitude amputada. Ao obter uma relagao entre ambas, tem-se a oportunidade de

obter a amplitude conhecendo amplitude amputada e vice-versa.



4 Equacao de Bethe-Salpeter para o

Estado Ligado Fermionico

Nessa secao apresentaremos a equacao de Bethe-Salpeter para amplitude de um estado
ligado fermionico, com énfase no limite de maxima energia B = 2m. Em (SCAFI, 2017)
estudou-se o limite do vértice pontual (A — o0). Nesse caso, é possivel demonstrar
que o modelo possui uma divergéncia e, consequentemente, os resultados numéricos sao
instaveis. Nosso objetivo é ampliar esse estudo para o estado ligado fermionico com um

fator de forma A finito, o que possibiltara a obtencao de solugbes numeéricas estaveis.

4.1 Equacao de Bethe-Salpeter para Amplitude

A equacgao de Bethe-Salpeter para um sistema fermionico trocando um bdson de massa

1 € na aproximagao de escada dada por

blb) = S(h+p/2) [ GRS aw st -y, ()

e pode ser representada graficamente como apresentado na figura 3.1, onde o propagador

de Dirac é descrito como .
i(k, +m)

N ki—m2+ie'

S(k) (4.2)

Utilizaremos um fator de forma F'(k — k") no vértice de interacao, que para a troca de
um boéson escalar é dado por (PAULA et al., 2017):

,LLQ—AQ

Pk —#) = (k— k) — A2 +ie

(4.3)

Para o estado ligado fermionico 0, a amplitude de BS pode ser decomposta da seguinte

maneira
4

O(k,p) =Y _ Si(k,p)¢i(k.p). (4.4)

i=1
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com ¢; sendo fungoes escalares em termos de (k?,p? k - p), na qual para i = 1,2,4 elas

precisam ser pares e para i = 3 fmpares (PAULA et al., 2017). As estruturas de Dirac S;

Si(k,p) =77 (4.5)
Sa(k,p) = %v‘r’ (4.6)
Sz(k,p) = W}’WE’ - %% (4.7)

o v
wpuk, s

S4(k7p) = M

(4.8)

Introduzindo a decomposigao da amplitude (4.4) na equagao 4.1, temos

i(F+ 5 +m) /d4k;’ (—ig)2F2(k — k') is
(2

kE+p/2)?2 —m? +ie )2 (k— k2% — p2 + ie 4

Z Sl(k7p>¢l(k7p) = (

~ 7’
ik=5+m (4.9)
(k—p/2)%2 —m? +ie
Multiplicando a equagao 4.9 pela base S; e calculando o traco, temos
N = 7 7 / d*k (—ig)?F*(k — k) "
T (k4 p/2)2 —m?2 +ie (k—p/2)2 —m2+ie ) (27) (k — k)2 — p? + ie
4
Z Oji(ka k,7p)¢;(k,7p>Nj’ (410)
i=1
4, = i i / Ak (—ig)*F?(k — k') y
T (k+p/2)2 —m24ie(k—p/2)2 —m2+ie | (2m)4 (k— k)2 — p2 +ie
4
i=1

Os coeficientes N; e C;; sao descritos como
N; = Tr[S], (4.12)

Cy = 3 TrIS, (+ 5+ m)a, S, (5 — = m)] (113)

com A, representando as estruturas do vértice, onde acoplamento pode ser escalar (A, =
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ig), pseudoescalar (A, = —gv°) ou vetorial(A, = igy"). Para o caso em que o acopla-

mento € vetorial , podemos escrever a seguinte relagao entre o coeficiente C7; do acopla-

mento escalar e o acoplamento vetorialC7;:

v e
Cyi = GiClis

com
4 -2 0 0
4 -2 =20
Gj =
0 -2 -2 0
4 -2 -2 0
Os coeficientes Cf; sao
M2
4
CfQ - mM,
0163 - O,
e 1 / 2 !
Oy =~ W)+ K) = MP(k - K),

e os coeficientes C}; sao
2

M
Chy = 4(m® + e

Assim, para a componente j = 1 da equagao 4.11, obtemos

1 1
(k+p/2)% —m? +ic (k — p/2)2 —m? 1 ic .

¢ =

/ d'k’ (1* — A?)? G*[C11¢| + Cradh)]
@) [k — W) — A2 4 icP (F— F)? — 2 + i€

Sendo a Representacao de Nakanishi para amplitude ¢(k, p)

1 00
9(7, 2)
k = d d
¢k, p) /1 Z/O 7[k:2+p-k:z—/s2—’y+z’e]3’

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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escrevemos a equacao de Bethe-Salpeter, referente a componente j = 1, como sendo

o Jo (k2 +pkz — 2=~y +ie]3  (k+p/2)2 —m?+ie(k—p/2)2 —m? +ie

/ d*k (1 = A?)? / dz/ [Crigi (7, 2') + Craga (v, 2')]
2m)* [(k — k') — A? +i€]? (k — k’ — 2 +ie (k2 4+ p-kz — kK2 — v +ie]®
(4.23)

Destacamos a equacao de BS para a componente j = 1, pois os componentes C; sao
nulos, exceto C}1, no limite de maxima energia. O que possibilita o desacoplamento da

equacao 4.4.

4.2 Amplitude de Bethe-Salpeter para férmions no
limite de maxima energia B = 2m

No limite de méxima energia, temos a energia de ligagao como sendo B = 2m. Isto quer

dizer que a massa do estado ligado M ¢ nula. Nesse limite, apos realizacao da integracao

quadrimensional e projecao na frente de luz, a equagao de Bethe-Salpeter (4.23) é escrita
como (SCAFI, 2017)

o A/ / 2 _ A2)2,2 S +1 1 O(kt
/ 791(7 72) - = (M . ) g / d’}/// dzl/ 91(”)/,2’,)01)2(1 . U)zd?} ( D)
0 8m 0 -1 0

[y +9 +m?| 1+ 2

+z = —z;2 = =2, (4.24)

onde .
k= 51}(1 —v) (2 = 2), (4.25)

i o 2 A2
C — [3D2(’Y7 ZJ /7 7Z JU) + (1 U)(,LL A )] , (426)
[DQ(fya = 7,7 2/7 ’U) + (1 - U)(/L2 - A2)]3[D2(77 = 7,7 Zl? U)]z

Da(as2,7,7,0) = 1o oz 4/ (1—ohm® + (1) 1+ (142 + D 1)
(4.27)

As seguintes manipulagoes algébricas serao realizadas para obter a equacgao 4.24 de
tal maneira que possamos aplicar o Teorema da Unicidade.Iniciamos escrevendo Dy como
sendo:

Ds(v, 2,7, 7', v) = ayy + a, (4.28)
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de modo que:

—v(l —v)(1+2)

a = - ’ (4.29)
g — 1—+UZ m? + vem? + /(1 — v)m? + (1 + 2)y + (1 ; v) (14 2)p?), (4.30)

entao, podemos reescrever C' como sendo
[B(o1y + ) + (1 — v)(p? — A?)] (4.31)

~ [(ary + ao) + (1T —v)(u2 — A)Plary + ag)?

Usaremos a parametrizacao de Feynman para tornar os termos do denominador de C'

uma unica funcao sé. A parametrizacao é dada por:

(4.32)

1 L(m+n) /°° AN
o |

AmBr — T(m)T(n) AN+ B]mtn

Sendo A = (17 + ap) + (1 —v)(u* — A?), B=oa1v+ay, m=3en=2, teremos:

1 T() [ AdA
_ 5 /O [ (4.33)

A3B?2 T(3)I( AN+ BJ5’
considerando ¢ "
V= D= (4.34)
a equacao 4.32 torna-se
116 ) (SR
A3B2 F(g)p(g)/o (A 1£T£>+B]5a (4.35)
I RS dé(1 —¢)°
752 ' wE s pa e (430
I be(1—¢)de
w72 B pe e
I ! £2(1 = §)d¢
Pl e v (e i 2 (439
logo, )
B (1 = 9[Blary + ap) + (1 —v)(p* — A?*)]d€
o=z [ A (439)

Assim, a equacgao 4.24 ficara
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I / _ A2 +1 (kt
/ 7g1(77z) — l’l’ / d’}// dZ / g]_ ,_)/ Z )de ( )X
o D+ +mP 1+z
2 . 1— 2 A2
/ 5 1 0417 + CY()) + ( U)(/g )]dg + [Z — 2 Z, s _2/]’ (440)
aw+ ag+ (1 —v)(p? = A2)EP
Para reorganizar a expressao do integrando na integracao em &, denominamos I como
sendo:
_ Bl o) + (0= 0)0f - A0 1 e ko) £ (=062 =AY
oy + a0+ (1 0) (2~ A2E° (@) [yt o1 92— paygps
Utilizando o conjunto de varidveis (oo, as, aq, as) :
1 2
g = 5[3040 + (1 —v)(p® — A?)], (4.42)
1
03 = [0+ (1 - o) - 4] (4.43)
(05} a ’
3
oy = —, (4.44)
o
3a
a5 = oy — a;, (4.45)
encontramos:
(673 (0 7]
I = + . 4.46
(o | (+aa (440
Assim, a integral em & serd escrita como
/?(1—5)[ e e [ (4.47)
0 (v+as)®  (y+ag)tl ™ '

logo, a equacgao completa é
0~/ /,Z 3 2 _ A2 2.2 00 +1 1 ] k?+
/ 'Vgl/(’y 22 _ (/L . ) g / d,_yl/ dZI/ 91(7',2’/)?1 )de ( )X
o [y++m?| 27 0 . 0 1+ 2

R T
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Usando a seguinte identidade

b
[ 108t - 2y = sty - o)l - [ Fety-ads (149)
para o caso em que o termo de superficie anula-se, obtemos a seguinte relagao:
[ H08 = 2)dy = (-1 a). (450)
A relacao presente na equacao 4.50 pode ser generalizada para os casos que estamos
interessados:
/ ! §(Y' — az+m?)dy = o (4.51)
[+ m?? (v + a3)*’ '
1 1 1
- 8"y = ag + mHdy = ——, 4.52
o] T a0 e = 492
1 1 1

5" (Y — az +m?)dy = (4.53)

24 [y +m?? (v + as)®”

Reescrevemos a equagao 4.48 como

©dyY (Y, z)  3(p?— A?)Pg? /°° ,/“ ,/1 oy 9(k¢+)
/0 [v+ 9" + m?)? 22 0 i 1 - 0 n(7, (1~ o)’ +zx

1 00 d’}/” a o
21_/ A i onm 2 S5 omy 2 ) o
/0 VA [’Y"+’Y+m2]2[6 O et )50t mastm)dbz = =z 2 =2,
(4.54)

Realizando a seguinte troca de varidvel 4/ — ~” no lado esquerdo (LHS) da equagao

acima, tem-se:

/1 d’Y’Ql(’Y’; Z) _ /OO d’Vﬁgl(V/a Z) (4 55)
o v +m o [y +mE? '
Assim, a equacgao 4.54 torna-se
oo Iy ! A2 3 +1 6) ]{J
O P N N
0
d’YH QL oy 2 a5 oy 2
5 (1-¢ i [7”+7+m2]2[€5(7 —a3+m)+ﬂ§ (v — as +m?)|d¢

+z— —z;2 = =], (4.56)
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4.2.1 Inversao utilizando o Teorema da Unicidade

Aplicando o Teorema da Unicidade na equacao 4.56, obtemos a expressao

20,2 — \2)2 [0 +1 1 0(k+
g1(7//,2> _ 39 (/l27r2 ) / dfy// dZ// g1<’}/,2/)1}2<1 . v)de ( D) >
0 -1 0

1+~

! 2 Qs oy 2 Q5 cprp i 2
/5(1—5)[35 (7" = az +m7) + 567 (y —043+m)]d§
0
+z— —z;2 — =] (4.57)

Para resolver a integragao na variavel £, vamos utilizar algumas propriedades da delta

de Dirac. Seja a delta de uma funcao F'(§) escrita como

5(F(€)) = Ejﬁfg“ (4.58)

eg,

podemos obter as derivadas da delta de uma fungao F(£). As trés primeiras derivadas da

funcao delta sera

do(y) o L d o€ —&) o L 8§ —&)

W=y T P ) T F© FE) (4.59)
L P FE—g) 1 (-
0=~ Fer e T FEE FE) ) (4.60)

" _ 1 B F”/(g) F//(g) 1" [F”<€>]2 T
5<”‘wwm[[P@1“'@)[<m5“ W gt
1 5" F”(é) nee
com [0 = |F(6)] e (&) =y v/ = F'€).

Possuindo as expressoes das derivadas da delta de Dirac podemos reescrever a expres-

sao presente na equagao 4.57. Sendo

FQ) ="+ —ag = (" +wd) - (2 oo -n)] @
P(E) = = (1= o) — A7), (4.63)

(,7// + mQ)Oq —

(=) =) 60

& =
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as derivadas segunda e terceira de F'(§) s@o nulas. Além disso, F'(£) nao possui depen-

déncia em &, fazendo com que F'(§) = F'(&). Assim, as expressoes das derivadas da delta

de Dirac para esta fungao serao:

e 2 _ ) = 1 5”(5_6/6)
6"+ o) = e e | (169

5///(7// + m2 — 043) _ 5’”(5 _ fk)} (466)

1 [ 1
| F (&) LIE" ()P

Com esses resultados podemos realizar a integracao em £. Apds a substituicao das

expressoes acima na equacao 4.57, encontramos

20,2 — A2)2 [o° +1 1 0(k+
gM’CZ)IM / & / & / g1, 2L — opdp2ED)

1+ 2
/5 1=¢) a4[6[<€(g)]%)]+§{

[F,(g)]g 6/,/(5 - 5k)i| ] dg
+z— =22 = =] (4.67)

o%l nao possui dependéncia com &, e que a5 = g — ?’C%” possui, uma vez

Note que ay =
que ag € escrito em termos de £. Assim, o integrando da equacao acima pode ser resolvido

separadamente. Para tal, denominamos as varidveis A e B:

o % 1 ! " o 2 o
1 ! A5y
B = W/O ﬂ5 (€ —&)EX (1 = &)de. (4.69)
Aplicando a relacao presente na equacao 4.49, a variavel A serd escrita como
Oy 1 / ! / /
A= e MOr e -l - [ st - aael, (.70
com h(£) = €2(1 — £), aplicando novamente a integracao por partes:
e (G AT G AT R U GU AT e
PP o R e

1

A= L (O (E = Gl — (€0 = Elb + 1 (Ole=s].  (4.72)

6 [F"(&)]?
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Analisando as derivadas da fungao h(&) nos limites de £ =0, { =1e = 1:

h(€) =&(1 =€) = h(&)ly =0,

W(€) = €236 = Wy = —1,
h'(€) = (2= 68) = h'()le=g, = 2(1 — 3&),
a expressao para a variavel A torna-se

QY 1 1 _
A= Fww(ﬁ —&k)lo +2(1 — 3&)]- (4.73)

Sendo ay = Zr e F'(§) = —2-(1 —v)(p* = A?), temos:

1 1

O préximo passo € realizar os cdlculos para obter a expressao da varidavel B. Substituindo

a expressao para s (4.45), temos:

1 ' 3o " 2(1 _
B = s || (02— )€~ 606201 — ) (4.75)

lembrando que ay e a3 estao expressas nas equagoes 4.42 e 4.43, respectivamente. Apds

manipulacoes algébricas, obtemos:

1 1 2 111
B = = ww@e =y /O (1 =361 = £)0"(€ — &)dE, (4.76)

reescrevendo g(£) = £2(1—3¢£)(1—¢) e aplicando integragao por partes, consecutivamente,

a expressao para B é:

1 " 1 / / 1 " 1 "
B = 24@%[(1 I v)(,u2 — AQ)]Q[g(é-)é <€_£k)|0_9 (5)5 (§_£k)|0+g (£>6<§_£k)|0_g (€>|£:£k]'

(4.77)

A anélise da fungao g(&) e suas derivadas nos limites £ =0, £ =1 e £ = 1 resulta em
9(&) = (1 =391 =€) = 9]y =0,

g€ =128 — 1282 + 26 = ()| = 2,
g"(€) = 3667 — 246 +2 — ¢"(&)]p = 14,

9"(€) = 726 = 24 = g"(§)le=¢, = —24(1 — 3&),
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assim, a expressao final para B torna-se

- 1204[(1 —v) (s — A?)]?

B —20"(§ = &k)lo + 140(6 — &)l +24(1 — 3¢)].  (4.78)

Por fim, a soma entre A e B é dada por

1 1 1 .
— [ 20(E — Elh + 146(6 — &0)lb + 2401~ 36)]], (479)
1 1 1 L1, .
AtB= G p| - @l -], (s

Voltando a equagao 4.67, ao substituir A + B, encontramos a expressao:

" _ 92 > / o i ! ! 2 9(@5) 1 1 ! 1
gl(,y 72) - @/0 d’)/ 91(772 ) /_1 dz /0 vidv 142 ‘F/(gkﬂaf [_5(§_€k)|0+5 (f—fk)|0

+z = =22 = =2], (4.81)

com

- %m _ )+ = 2), (4.82)

B (,7// —|—m2)041 —
“E e .
F() = = - (1= 0)(u = A?) (484

Ao inverter a equacao completa da amplitude de Bethe-Salpeter no limite de méaxima
energia, obtemos uma expressao para a funcao peso de Nakanishi que possibilita o calculo
numérico da energia de ligacao entre outros observaveis fisicos. Um ponto a ser destacado
é que a equacao 4.81 é mais simples que a equacao 4.56, pois temos somente a derivada
de primeira ordem da funcao delta. Note que a presenca das fungoes delta no kernel da
equacao 4.81 nao impossibilita obter a solu¢ao numérica dessa equacao, pois, se utilizarmos
o método de expansao em base, podemos integrar a delta na prépria base na qual foi

expandida a funcao peso.

4.2.2 Inversao utilizando Transformacao de Stieldjes

Uma alternativa ao método da Unicidade é a Transformacao de Stieldjes. Elas possi-

bilitam escrever o kernel da equacao completa 4.24 em termos de uma integral no plano
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complexo. Escreveremos a expressao para a funcao peso de Nakanishi utilizando esta

transformacao para que ao realizar o calculo numérico da constante de acoplamento g?
possa ser comparado ambos os métodos. Pela transformacao de Stieldjes, a equagao com-

pleta 4.24 é escrita como

+1 o)
gmaz/ M/‘mwmmﬁawm%@, (4.85)
—1 0
com i
Mww¢m=§/dwwwwmwww. (4.86)
7T —T

O kernel V (ye'® —m?, z;v',2') é escrito como

V(’)/eid) —m2. 2 "Y/ ZI) _ (:uz — A2>292 /1 U2(1 — U)QdU@(k$> >
0

872 1+ 2

BDy(1e® — m?, 2,7, 2, 0) + (1 0)( — A?)]
[D2(/y€i¢ - m27 2,7, 2, U) + (1 - 'U)(:uz - AQ)]?’[DQ(/YGW - m27 2,7, 2, U)]Q

+Hz = —z;2 — =2].
(4.87)

O célculo da fungao peso g(7, z) pode ser realizado tanto utilizando a expressao 4.87

quanto 4.59.



5 Conclusao

O problema de estado ligado de particulas é um desafio atual na fisica. Pois, apesar
de haver amplos resultados experimentais, tem um longo caminho a ser percorrido na sua
descricao teorica. Os principais resultados obtidos pela QCD na rede e pelas Equagoes
de Dyson-Schwinger sao no espago euclidiano. Uma vez que os fenémenos fisicos ocorrem
no espago de Minkowski, desenvolver métodos para obter solucoes diretamente no espaco
fisico é de interesse da Fisica de Particulas. Em particular, nesse trabalho discutimos
um método de solucao da equagao de Bethe-Salpeter no espago de Minkowski. Para isso
utilizamos a Representacao Integral de Nakanishi e a projecao na Frente de Luz para
obter a Amplitude de Bethe-Salpeter e a Amplitude Amputada, que permitem calcular

os observaveis hadronicos no espaco fisico.

A utilizagao da representacao integral de Nakanishi para representar a amplitude
®(k,p) tem sido objeto de estudo de diversos trabalhos como, por exemplo, (NAKA-
NISHI, 1964), (FREDERICO et al., 2012), (CARBONELL et al., 2017). Escrever a Equagao de
Bethe-Salpeter em termos da amplitude amputada I'(k, p) é uma outra alternativa estudar
o estado ligado. A amplitude amputada apresenta a vantagem de possuir menos polos em
seu kernel de interagao do que a amplitude ®(k,p), o que potencialmente nos fornecera

resultados numéricos mais estaveis.

Assim, optar por desenvolver a equacao de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada
['(k, p) foi o objeto principal deste estudo. Obtivemos a equagao completa para amplitude
amputada para o estado ligado bosonico na aproximagcao tipo escada. Por meio da re-
presentacao de Nakanishi, obtivemos uma relagao entre ambas as amplitudes, que podera
ser ttil para comparar com os resultados de trabalhos anteriores. Estudamos o modelo
de Wick-Cutkosky utilizando o Teorema da Unicidade e obtivemos a equacao de BS para
amplitude T'(k, p) .

Como continuagao desse estudo, espera-se obter a inversao da equacao da amplitude
['(k,p) completa para o caso bosonico utilizando o Teorema da Unicidade e a transfor-
macao de Stieldjes, comparando seus resultados. Obteremos a equacgao de Bethe-Salpeter
para a amplitude amputada no caso fermionico. Outro aspecto a ser trabalhado ¢é a solucao

numérica das equacoes aqui obtidas. Com essas solucoes poderemos calcular observaveis
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fisicos de interesse como Constante de Decaimento, Fatores de Forma Eletromagético,
Fungdes de Distribucao de Momento Partonicas (PDFs) e as Fungoes de Distribuigao de

Momento Transversas (TMDs).
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Apéndice A - Teorema da Unicidade

O Teorema da Unicidade foi proposto por Nakanishi (NAKANISHI, 1971a), como uma
forma de obter uma outra equacao integral para a funcao peso de Nakanishi. Este método
consiste em um tipo de inversao analitica da equacao de Bethe-Salpeter utilizando a re-
presentacao de Nakanishi. O teorema da Unicidade afirma que a funcao peso de Nakanishi

é Uunica. Assim se tivermos uma expressao dada por

d ! ! d !
/ el2) [ =2 [avi i), (A1)

W+v+812 J v+ + 81

onde § = f(z). Podemos escrever
907, 2) = /dz’V(v’, Ziy,2)9(7, 7). (A.2)

Como consequéncia de usar este teorema tem-se uma equagao de autovalor simples, o

que simplifica a utilizacao de métodos numéricos para resolve-la.



Apeéendice B - Transformacao Inversa
de Stieldjes

A transformada de Stieldjes é representada por

o= [0 40

Se a(y) é uma integral de uma fungao ¢(y), tem-se

_ [T oly)dy
fy= [ T (B.2)
De forma generalizada W)
_ [T oy)dy

onde, n > 0. A integral pode ser invertida analiticamente para qualquer n arbitrario
(CARBONELL et al., 2017). O operador que realiza a inversao da funcao f(z) é escrito
como

1 .
= — " d B4
o) = 5 /77 (2 +y)" f(2)dz, (B.4)
com z € C, sendo 1 o caminho no plano complexo com parametrizacio z = ye®. A

transformada inversa para o caso n=2 sera

o) = o= [ eansiue) (B.5)

Tomemos uma integral do tipo

fWXAder—EQQ—— (B.6)

v+ + B

ao realizar a parametrizacao 7" = v + 3, obtém-se uma transformagao do tipo Stieldjes,
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v

FIGURA B.1 — Contorno de integracao de raio y = 1 para obter a transformacao de
Stieldjes. Adaptado da referéncia (CARBONELL et al., 2017).

escrita como a transformagao presente na equacao B.5:

v [T i
90) = 5 [ etdope” - 5). (8.7
onde o contorno de integracdo 1 comeca e termina em w = —1, onde w = €%, e estd

centrado em C' = (0,1).

Este resultado sera utilizado ao comparar os resultados obtidos utilizando o teorema
da Unicidade e a transformacao inversa de Stieldjes na obtengao da Amplitude de Bethe-

Salpeter para o estado ligado de férmions.



Apéndice C - Quantizacao na Frente
de Luz

Ha& diferentes tipos de dinamicas relativisticas que podem ser usadas para descrever
sistemas quanticos. Para obter a dinamica de um sistema fisico é necessario especificar
os valores das variaveis dinamicas em uma determinada hiper-superficie, lembrando que
a dinamica ¢ restrita ao interior do cone de luz da particula (GSMEZ, 2016). A escolha
desta hiper-superficie determina o tipo de varidveis que se pode usar para descrever a
evolucao fisica. O hiperplano tangente ao cone de luz 2° + 23 = 0 é denominado como

0

Frente de Luz. Dado um quadrivetor a# = (2° 2! 22 23), as coordenadas da frente de

luz sao escritas como

ot = (2t 27, 1)), (C.1)
onde
et ="+ | 2 =2"-2* | 1z = (' +2?). (C.2)
O produto escalar é dado por
P, 1
Tyt = 32"y + STy XLy (C.3)
Seja o quadrivetor p* escrito como
p'=®.p",p1), (C.4)

com p~ e p' interpretados como energia e momento longitudinal, respectivamente. Se
p'p, > 0epy > 0, entdo py > |ps]. O que faz com, que pela relagao de dispersao da frente
de luz

P'p,=pTp —pi >0, (C.5)

obtenha-se p™ > 0 e p~ > 0, onde a positividade de p™ garante a positividade de p~.
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L. RESUMO:

A equagao de Bethe-Salpeter (BS) é uma descricao relastivistica do problema do estado ligado de duas parti-
culas (SALPETER; BETHE, 1951). Com esta podemos determinar a energia do estado ligado e a amplitude de
Bethe-Salpeter ®(k, p). Porém, hé polos presentes em seu kernel relativistico e uma alternativa para lidar com
essas singularidades é a representacao integral pertubativa de Nakanishi (NAKANISHI, 1971b), que utiliza uma
representacao paramétrica caracterizada por uma fungao peso e um denominador que depende dos momentos
dos propagadores externos. A Representagao Integral de Nakanishi pode ser utilizada tanto para representar
a amplitude ®(k,p) quanto a amplitude amputada T'(k,p). Ambas amplitudes sdo alternativas para descrever
o estado ligado completamente. Porém, a diferenca entre elas é que a amplitude ®(k,p) possui mais polos em
seu kernel de interagdo, o que torna mais dificil lidar com o problema de singularidades. Assim, ao optar por
desenvolver a equagao de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada I'(k,p) espera-se que obtenhamos uma
solugao mais estavel para a funcao peso de Nakanishi. Neste trabalho, obtemos a equacao de Bethe-Salpeter no
espaco de Minkowski para a amplitude amputada para o sistema bosonico na aproximagao de interagao tipo es-
cada. Para introduzir a descri¢cao da amplitude amputada I'(k, p), inicialmente fazemos um estudo da amplitude
®(k,p) de Bethe-Salpeter para o caso bosonico, além de demonstrar a relagdo entre ambas as amplitudes. No
caso da amplitude I'(k, p), obtivemos tanto a equacdo de Bethe-Salpeter completa quanto a equac¢do no modelo
de Wick-Cutkosky, utilizando o Teorema da Unicidade. Por fim, para um estado ligado fermionico, utilizamos
o Teorema da Unicidade e a Transformacao de Stieltjes para inverter a equagao de Bethe-Salpeter no limite de
maxima energia B = 2M. Com isso, obtemos uma equagao que pode ser resolvida com método iterativo.

12. GRAU DE SIGILO:
(X) OSTENSIVO () RESERVADO () SECRETO
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