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Resumo

Nesse trabalho apresentamos uma proposta de construgdo de simulagGes 3D didaticas de
sistemas mecénicos complexos, usando o Mathematica® como ambiente de
desenvolvimento. As simulacGes 3D desenvolvidas possuem alto grau de interatividade e
abrangem os seguintes sistemas mecanicos: o Péndulo Simples, o Péndulo Duplo, o Péndulo
com Movimento Vertical, o Péndulo com Movimento Horizontal, Péndulo Eléstico e o Carretel
Macico com Movimento Plano. A motivacgéo para a escolha desses sistemas, € que 0s mesmos
sdo modelos basicos para a modelagem de inimeros outros sistemas mais complexos e que sdo
pouco estudados de maneira mais aprofundada por gerarem sistemas de equacdes diferenciais
n&o lineares de dificil solugdo. Outra caracteristica importante na escolha do Mathematica®, e
que nédo sdo simples de realizar em outras linguagens de programacéo, € o grande nimero de
funcBes existentes no programa que permitem criar ambientes 3D grafico com alto grau de

realismo e variagcdes em tempo real dos parametros que modelam os problemas analisados.

Palavras-chave: Simulagdo de sistemas fisicos; Mathematica®; Mecanica Classica;

Formalismo lagrangeano; Péndulo.
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Abstract

The work presents a proposal to construct didactic 3D simulations of complex mechanical
systems, using Mathematica® as the development environment. The 3D simulations developed
have a high degree of interactivity and cover the following mechanical systems: the Simple
Pendulum, the Double Pendulum, the Pendulum with Vertical Motion, the Pendulum with
Horizontal Motion, the Elastic Pendulum and the Solid Reel with Plane Motion. The motivation
for choosing these systems is that they are basic models for the modeling of countless other
more complex systems and that are little studied in more depth by generating systems of
nonlinear differential equations of difficult solution. Another important feature in choosing
Mathematica®, which is not easy to perform in other programming languages, is the large
number of functions in the program that allow you to create 3D graphical environments with a

high degree of realism and real-time variations of parameters that model the problems analyzed.
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1 Introducao

A sociedade contemporénea de que fazemos parte, encontra-se cada vez mais inserida
em uma atmosfera em que a tecnologia e a comunicacdo ditam, em grande parte, a ordem e 0
ritmo de nossas vidas. Dentro do ambiente escolar, ndo haveria de ser diferente. A possibilidade
de cada pessoa possuir seu proprio computador e mais recentemente, através de smartphones
ou tablets, poder se conectar com o mundo, mesmo inserido na sala de aula, vem alterando de
maneira drastica a relacdo com o modelo convencional de aulas (lousa e giz), de tal forma que
os professores resistentes as mudancas se queixam da crescente apatia dos alunos. E esses, por
sua vez, escapam das aulas expositivas para vivéncias virtuais e, mesmo os alunos interessados
carregam consigo indagagdes sem respostas do porqué, como, onde se aplicam determinados
conteddos, uma vez que as maquinas parecem resolver todas as questdes de forma muito mais

simples do que propde o contetido que os professores ensinam na lousa.

Em resumo, uma boa parte dos professores ndo tém ideia de como utilizar a tecnologia
interativa para chamar a atencdo de seus alunos em direcdo ao contetdo e boa parte dos alunos
ndo faz ideia de que sua tdo natural habilidade de lidar com novas tecnologias pode sim ajuda-
los a interagir e a entender determinados conteudos apresentados em aula e, provavelmente,

estejam inseridos em seu dia-a-dia.

E importante destacar que n&o basta simplesmente transportar o0 que se escreveria na

lousa para uma apresentacéo no computador, conforme destaca Pretto:

“Nao podemos mais continuar formando aquele ser humano mercadoria, méo de obra
barata para uma sociedade tecnoldgica. Precisamos, e ai a escola pode ter um
importante papel, formar um ser humano programador da producao, capaz de interagir
com mecanismos maquinicos da comunicagdo, um ser humano participativo que saiba
dialogar com os novos valores tecnolégicos e ndo um ser humano receptor
passivo."(PRETTO, 2001, p. 220).

Dessa maneira, procurando ater-se sobre as transformac6es da Nova Escola, colocando
em foco a formagéo do ser humano participativo e considerando as vantagens e desvantagens,
0s problemas e beneficios do uso das tecnologias computacionais no processo de ensino
aprendizagem, desenvolvemos este trabalho que trata basicamente de como utilizar as
simulagBes computacionais interativas desenvolvidas com o Mathematica® para ministrar aulas

de sistemas complexos, com énfase no formalismo lagrangeano.

Para o desenvolvimento das simulagdes foram escolhidos basicamente sistemas de
péndulos sendo eles: péndulo simples, péndulo duplo, péndulo triplo, péndulo com movimento

horizontal, péndulo com movimento vertical e péndulo el&stico.
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A motivacdo para a escolha desses sistemas € que sdo modelos bésicos para a
modelagem de inUmeros outros sistemas mais complexos de ampla utilizagdo em algumas éareas
da engenharias como a engenharia civil no que tange por exemplo a construcdo de grandes
estruturas que, embora conceitualmente estaticas, estdo sujeitas a efeitos dinamicos da
atmosfera como ventos e tempestades, os efeitos dinamicos do solo como tremores e na
engenharia de automacdo com grande interesse em sistemas de péndulos invertidos que tem
ampla utilizacdo no estudo do equilibrio de robds autbnomos, por exemplo. Embora esses
sistemas pendulares sejam aplicados em inumeras situacGes reais em engenharia, raramente sdo
estudados nos cursos introdutérios de forma mais aprofundada, talvez por gerarem equacdes

diferenciais ndo lineares de dificil solucéo.

Para o estudo dos sistemas listados anteriormente é comum a aplicacdo dos formalismos
lagrangeano e hamiltoniano. Um dos motivos desses formalismos serem amplamente aplicados
é a possibilidade de obtencdo das equacGes de movimento de um sistema de modo mais
metodico e com trabalho algébrico relativamente menor a aquele exigido pelo formalismo
newtoniano (SILVA et al 2007). Outra vantagem importante do formalismo lagrangeano sobre
o formalismo newtoniano é a ndo utilizacdo de vetores, sendo necessario conhecer apenas a

energia cinética e energia potencial do sistema em questao.

O estudo do formalismo lagrangeano nos cursos de engenharia, ocorre nas matérias de
mecanica cléassica, algumas vezes sob o titulo de “Introducao a Mecanica Analitica”. Seria de
se esperar que tal assunto, principalmente por apresentar uma alternativa menos trabalhosa do
ponto de vista algébrico com relacdo ao formalismo newtoniano, sejam mais faceis de serem
apresentados aos alunos. Ainda assim, quem ja passou pela experiéncia de ministrar esses
contetidos sabe que essa tarefa pode tornar-se bastante onerosa para os professores e enfadonha
para os alunos. O que ocorre é que, sendo o formalismo de Lagrange e Hamilton aplicados
como alternativa algebricamente menos trabalhosa para chegar-se as equacdes diferenciais que
irdo fornecer as equagdes de movimento do que o formalismo newtoniano, ele pode trazer

algumas dificuldades ao bom andamento das aulas sobre esse assunto, sendo elas:

a) a dificuldade ou impossibilidade de se resolver na lousa as equagdes diferenciais

encontradas com a aplica¢do do formalismo;

b) a dificuldade de apresentar durante uma aula expositiva varios experimentos reais,
que ilustrem bem o uso do formalismo e que capacite o aluno a enxergar outras aplicacdes ou
possibilidades de resolucdo de problemas fazendo uso do formalismo langrangeano e

hamiltoniano.
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Como entdo, sem esquivar-se da proposta de resolver sistemas complexos, contornar as

duas dificuldades descritas acima?

Esse trabalho apresenta uma forma alternativa de minimizar essas dificuldades
sugerindo o uso de simulacbes desses problemas produzidas com o Mathematica®. Esse
software € utilizado para abordagem de problemas em diversas areas do conhecimento, tais
como engenharia, biologia, quimica, processamento de imagens, financas, estatistica,
matematica ( WOLFRAM DEMONSTRATIONS PROJECT, 2017) além de outras, e € também
utilizado em diversas empresas como Petrobras, Banco Santander, Furnas, Inpe e Embraer

devido a facilidade de programacao e rapida solucéo de problemas.

Jé& existe uma literatura de proporcdes consideraveis a respeito do uso de simulagdes
aplicadas ao ensino na qual professores podem se apoiar quando o intuito for tornar o processo
de ensino e aprendizagem mais dindmico, uma vez que o uso de simuladores pode possibilitar
alguns niveis de interacdo bastantes peculiares como a alteracdo em tempo real dos parametros
fisicos que envolvem os sistemas analisados e suas consequéncias, além de possibilidades de

ilustracOes diversas através de animacdes e recursos graficos.

Scanlon e Blake (2007) e Veen; Rutten e Joolingen (2012) exibem essa caracteristica
apresentando algumas simulagdes nas quais 0s parametros experimentais podem ser alterados
nas representagdes de diagramas e graficos na simulagio. E mediante a essa conjuntura que
estamos propondo a utilizagdo de simulagBes produzidas no Mathematica®, como uma
ferramenta de apoio ao professor durante as aulas pois, conforme os exemplos apresentados, a
aula pode vir a tornar-se mais interessante, prazerosa e atrativa ao ponto do aluno sentir-se
impelido a pensar atraves de uma abordagem mais ludica e contemporanea. Conforme aborda
Shieh (2012), os alunos, durante a aprendizagem com o uso da simulagéo, sdo estimulados a
participar de forma ativa: para debater, argumentar, confrontar ideias e a resolver problemas.
Giroux e Pasin (2011) discorrem sobre o auxilio proporcionado pela simulacdo ao desenvolver
habilidades de tomada de decisdo e também ampliar a habilidade do trabalho em equipe.
Segundo Germano et al (2012).

“A utilizagdo de ferramentas de apoio dentro do processo ensino/aprendizagem,
baseada em sistemas simulados, tem sido cada vez mais usadas e discutidas nos
congressos de ensino. Isso pode ser comprovado, pela ampliacdo de grupos de
pesquisa que cada vez mais desenvolvem ferramentas para esse fim, como por
exemplo, o projeto Physics Education Tecnology (PHET) da universidade do
Colorado (http://phet.colorado.edu/pt BR/) que inclusive ja tem uma versdo em
portugués. Outros exemplos sdo: o software simquest (http://www.simguest.com/), o
software EJS (http://fem.um.es/Ejs/), o site com contetdo e simulagdo Fisica com
ordenador (http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/default.htm) entre outros.”
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Ainda, segundo Veen et al (2012), o uso de simulagdes pode acarretar um ganho de
tempo durante a aula e que pode ser utilizado para que o professor possa se dedicar mais ao

aluno aprofundando a conceituacéo do fenémeno abordado. Segundo Germano e Ando (2007)

“Deve-se salientar que a simulacédo nao e de apenas resultados numéricos, mas também
dispde de representacdo gréfica bidimensional animada da situacéo fisica ao longo de um
periodo de tempo. De maneira que tal recurso visual promove auxilio inconteste a

interpretagdo do fenomeno”.

Finalizando esse capitulo introdutorio segue-se uma breve descricdo do contetdo de

cada capitulo desse trabalho.

O segundo Capitulo dessa dissertagdo tem por objetivo apresentar os referenciais
tedricos sobre 0s quais nosso trabalho esta apoiado que sdo: Teoria de Aprendizagem
Significativa de David Paul Ausubel (2000) que forneceu os primeiros elementos tedricos para
o inicio deste trabalho e 0s Momentos Pedagogicos de Delizoicov (1994) que nos guiou no que
diz respeito a maneira de aplicagcdo com grupos de alunos.

Ja no terceiro Capitulo sdo apresentadas as seis situacdes problemas e suas respectivas
modelagens matematicas adaptadas aos topicos vistos nos cursos de Mecanica Analitica bem
como as dificuldades especificas que professores podem deparar-se ao tentar abordar tais

situacBes em sala de aula sem o auxilio das simulagdes computacionais.

No quarto Capitulo dessa dissertacdo sdo apresentadas as seis simulagGes
computacionais por nés desenvolvidas no Mathematica® criadas para auxiliar professores e

alunos no que se refere as seis situaces problemas apresentadas no capitulo 3.

O quinto Capitulo contém um planejamento bastante detalhado de 3 aulas expositivas
de 1,5h para um grupo de aproximadamente 40 alunos para a apresentacdo do assunto Equacao
de Euler-Lagrange fazendo uso das seis simulacdes computacionais apresentadas nesse trabalho
com o objetivo de atingir os resultados tipicos da Teoria da Aprendizagem Significativa fazendo

uso dos Momentos Pedagdgicos de Delizoicov.

Ja no sexto Capitulo temos um exemplo pratico do uso desse tipo de simulacdo
computacional em laboratdrio didatico ocorrido na matéria intitulada Laboratério de FIS-26

para alunos do primeiro ano do curso de engenharia do ITA do primeiro semestre de 2017.

Finalizando temos no setimo capitulo as consideracdes finais dessa dissertacdo que

contém uma visdo critica desse trabalho bem como sugestdes para trabalhos futuros no que
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tange ao uso de simulagfes computacionais tanto em aulas tedricas como em aulas de

laboratérios didaticos.
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2 Referencial Tedrico

Com o objetivo de sermos ancorados por um referencial tedrico que nos dé suporte
explicativo sobre os objetivos e resultados a serem atingidos em nossa pratica de estudo,
elegemos a Teoria de Aprendizagem Significativa, de David Paul Ausubel (AUSUBEL, 2000;
MOREIRA, 1999; MOREIRA, 1982) por ser de um pesquisador e tedrico que sempre manteve
seus interesses e esforcos voltados para o processo de ensino-aprendizagem no meio académico,
principalmente por sua teoria envolver solugdes viadveis para alguns desafios do processo de
ensino aprendizagem de nossa area de atuacdo que é o ensino de fisica para o ensino superior.
Como metodologia de aplicacdo da nossa pratica pedagdgica escolhemos os Momentos
Pedagogicos de Delizoicov. A escolha dessa metodologia se deu motivada principalmente pela
proximidade com a realidade em que os autores apresentam 0s constantes desafios que 0s
professores de fisica enfrentam para ministrarem suas aulas por meio da producao de teses e
artigos sempre muito focada em oferecer de maneira muito clara e direta alternativas praticas
que visam transpor os atuais obstaculos que professores e alunos enfrentam em sua vivéncia
pedagdgica, tanto no ensino médio quanto em nivel superior e mesmo assim, obter niveis
satisfatorios de aprendizagem por parte dos alunos. A seguir serdo detalhados os principais

aspectos estudados.

2.1 A Teoria da Aprendizagem Significativa

Quando se almeja produzir qualquer material didatico é imprescindivel que esteja claro
qual o objetivo de aprendizagem se deseja atingir e de que maneira ocorre essa aprendizagem.
Comumente no ensino de ciéncias desejamos que o estudante entenda os conceitos cientificos
basicos que regem os fendbmenos, que desenvolvam o raciocinio l6gico em relacdo a esses
conceitos e que por fim, consigam aplica-los em outras situacdes semelhantes, porém inéditas
aos mesmos. Ao nos apoiarmos na Teoria de Aprendizagem Significativa de Ausubel (2000),

precisamos refletir a respeito das condigdes necessarias para que a aprendizagem aconteca:

e Envolvimento ativo dos estudantes nas atividades propostas
e Envolvimento colaborativo com colegas

e Interacdo com professores e que ocorram

e Conexdes com o mundo real (EZRAILSON, 2004).
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O referido envolvimento ativo implica que o estudante possua condic¢des de centrar-se
e pensar profundamente a respeito do contetdo estudado; assim sendo, 0s recursos interativos
sdo de extrema utilidade, pois além de possibilitar que o estudante se relacione com o material
de modo significativo também permite que, ao ritmo individual, as conexdes entre o que se esta
sendo apresentado e 0 seu conhecimento prévio sejam estabelecidas de maneira bastante
aprofundada.

Complementando o processo de ensino-aprendizagem usamos 0 modelo proposto por
Ausubel em sua obra a Teoria de Aprendizagem Significativa. O conceito central de sua teoria
é 0 da Aprendizagem Significativa, que se d& quando novas ideias vao interagindo de maneira
ndo arbitraria e substantiva com outras preexistentes, alterando o conhecimento do individuo
(PRASS, 2012). Ausubel chama essas ideias ou estruturas preexistentes de pensamento de

subsuncores.

A aprendizagem significativa tem como principal meta gerar um conhecimento
substancial e profundo que ndo seja somente literal e nem tdo pouco arbitrario, de maneira

bastante distinta a que ocorre na aprendizagem mecanica.

Na aprendizagem mecanica o estudante retém o conhecimento apenas por memorizacao,
sendo, portanto, uma aprendizagem arbitraria e literal, processo esse que comumente gera uma
aprendizagem residual nula, ou seja, 0 estudante pouco ou nada retém do que aprendeu. Ainda
assim, é importante salientar que a aprendizagem mecanica se faz necessaria quando ndo ha a
presenca de subsuncores capazes de serem relacionados aos novos conceitos. Ja a aprendizagem
significativa somente ocorre quando novos conceitos se relacionam com outros ja presentes no
individuo, assim subsuncores sao formados ou adquiridos através da aprendizagem mecénica e
somente entdo seré possivel a interrelagdo desses com novas ideias de maneira ndo arbitraria e

significativa.

Quando a aprendizagem significativa prevalece sobre a mecanica o aluno é capaz de
discorrer sobre determinado tema sem fazer uso de repeti¢fes de conceitos memorizados, sendo
ainda capaz de conectar o que aprendeu com outros assuntos de sua estrutura cognitiva, que é
definida como sendo o conjunto de todo o conhecimento de um individuo e sua forma de
organizacéo de tal conhecimento (MOREIRA, 1999).

Ausubel (1980) aponta que existem duas condi¢des fundamentais para que ocorra a
aprendizagem significativa: a predisposicdo do aluno para o aprendizado e a presenca de

materiais que sejam potencialmente significativos. Assim sendo, nada adianta o professor
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conseguir produzir ou escolher materiais de instrucdo concebidos segundo essa teoria e aplica-
los da maneira eficiente se o estudante ndo estiver interessado em seu contetdo e, de maneira
analoga, um grupo de estudantes dispostos e interessados a aprender determinado assunto
podera apresentar pouca eu nenhuma evolucgéo no que diz respeito a aprendizagem significativa
se 0s materiais e metodologia empregada sobre o grupo for somente a tradicional uma vez que
essa, enfocando prioritariamente a aprendizagem mecénica que € basicamente alicercada
apenas sobre repeticdes de estruturas apresentadas pelo professor, ndo estimula o aprendiz a
ocupar uma posicdo critica diante do conhecimento ou a buscar a aplicacao desse conhecimento

em situacdes inéditas.

E importante esclarecer que a teoria da aprendizagem significativa leva fortemente em
consideracdo o conhecimento prévio do aluno (AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980), os
subsuncores, sobre o qual os hovos conceitos serdo relacionados gerando o processo desejado;
assim, os subsuncores sdo o ponto de partida para a aprendizagem significativa e quanto mais
elaborados e robustos, maior seré a sua capacidade de ancoragem, ou seja, sua capacidade de
estabelecer ligacdes com 0s novos conceitos apresentados. Vale ressaltar que esses conceitos
preexistentes na estrutura cognitiva do individuo ndo permanecem intactos ao se relacionarem
com novos conceitos, 0s subsungores também se modificam e evoluem ao longo do processo

de aprendizagem, aumentando sua capacidade de ancoragem.

As simulagdes que apresentaremos nesse trabalho foram produzidas com o objetivo de
funcionar como material potencialmente significativo, apresentando conceitos fisicos de forma

visual e ancorados com calculos acurados.

2.2 Momentos Pedagogicos de Delizoicov

Delizoicov e Angotti (1994; 2003) sugerem uma metodologia que se caracteriza por

dividir a atividade educativa em trés momentos pedagogicos, sendo eles:

e Problematizacéo Inicial;
e Organizacdo do Conhecimento;
e Aplicagdo do Conhecimento.

e A seguir sera apresentado cada um desses momentos:
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2.2.1 Primeiro Momento Pedagogico: problematizacéo inicial

O que caracteriza o primeiro momento pedagdgico é a compreensdo e apreensao da
posicdo dos alunos com relagio ao contedido que sera apresentado. E de extrema importancia
salientar aqui o papel relevante que o professor ocupa nas discussdes. Nesse momento
pedagogico:

“Séo apresentadas questdes e/ou situagdes para discussdo com os alunos. Mais do que
simples motivagdo para se introduzir um contetdo especifico, a problematizacéo
inicial visa a ligacdo desse conteido com situagdes reais que os alunos conhecem e
presenciam, mas que ndo conseguem interpretar completamente ou corretamente,
porque provavelmente ndo dispdem de conhecimentos cientificos suficientes”.
(DELIZOICOV; ANGOTTI, 1994, p. 54); (DELIZOICOV; ANGOTTI, 2003, p. 31).

Nesse primeiro momento, através de questdes propostas e/ou situacdes problemas que
estabelecam relacdes entre os contetdos de fisica que serdo abordados e o cotidiano, os alunos
devem ser desafiados a expor o que pensam sobre tais situacdes, com o propdsito de que o
professor tome conhecimento da forma como eles se relacionam com o conteddo. Para 0s
autores, 0 objetivo desse momento é ocasionar um distanciamento critico do aluno ao se chocar
com as interpretacdes das situacOes apresentadas para discussao, e proporcionar um ambiente
para que o aluno perceba a necessidade de se apropriar de outros conhecimentos que ainda néo
possui. E recomendavel também que nesse momento pedagdgico sejam apresentados pequenos

desafios que, para serem superados, seja necessaria a interacdo com as simulac@es indicadas.
2.2.2 Segundo Momento Pedagdgico: organizacao do conhecimento

Esse € 0 momento em que, através da orientacdo do professor, 0s conceitos de fisica
necessarios para a compreensao dos temas e da problematizacao inicial serdo estudados.

Nesse momento pedagdgico denominado organizacdo do conhecimento, o professor
pode utilizar varias estratégias metodoldgicas a fim de que o estudante tome posse do
conhecimento cientifico de forma a se tornar capacitado a responder aos questionamentos

apresentados no primeiro momento pedagogico apresentado na problematizacéo inicial.

Com relagdo ao segundo momento pedagdgico:

“... o conhecimento em Ciéncias Naturais, necessario para a compreensao do tema e
da problematizacdo inicial, serd sistematicamente estudado sob orientacdo do
professor. ” (DELIZOICOV; ANGOTTI, 1994, p.55).
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Essa dissertacdo apresenta atividades que, ao utilizar simulagdes computacionais,
possibilitam ao professor diante da fase do segundo momento pedagdgico de Delizoicov, o
formalismo de Euler-Lagrange, desenvolvendo defini¢bes, conceitos, relacdes e formas de
resolucdes de problemas de maneira mais interativa e dindmica. As simulagGes aqui
apresentadas foram elaboradas de modo que, através do contato dos alunos com a animagéo,
leitura dos gréficos, alteracGes imediatas causadas pela alteragdo dos pardmetros relevantes ao
movimento dos corpos ou até mesmo com a programacdo das simulacfes, tornem-se capazes
de responder as questdes levantadas durante a problematizacéo inicial e ainda possam aplicar o
conhecimento adquirido no segundo momento pedagdgico para desenvolver as atividades com
amplitude de conhecimento.

2.2.3 Terceiro Momento Pedagdgico: aplicacdo do conhecimento

O que caracteriza o Gltimo dos trés momentos pedagogicos propostos por Delizoicov é

a aplicacdo por parte do estudante do conhecimento adquirido através do exame da

problematizag&o inicial, principalmente em outras situagdes diferentes das propostas nos dois
momentos anteriores. Para 0s autores, 0 terceiro momento pedagdgico:

“Destina-se, sobretudo, a abordar sistematicamente o conhecimento que vem sendo

incorporado pelo aluno para analisar e interpretar tanto as situagfes iniciais que

determinaram o seu estudo, como outras situacbes que ndo estejam diretamente

ligadas ao motivo inicial, mas que sdo explicadas pelo mesmo conhecimento”.
(DELIZOICOV; ANGOTTI, 1994, p.55); (DELIZOICOV; ANGOTTI 2003, p. 31).

Assim se tem o desfecho da metodologia onde se espera que 0s estudantes, através da
exposicdo de seu conhecimento prévio a respeito do conteido, do contato com as ideias de
outros estudantes, da conscientizacdo de que Ihes faltam ferramentas e/ou conhecimento para
resolver todos os problemas relacionados as situacdes propostas pelo professor e finalmente do
contato com tais ferramentas e conceitos e suas aplicacdes, se apropriem do contetdo de modo
mais rapido, profundo e prazeroso do que comumente ocorre em aulas unicamente expositivas,
segundo os autores:

“Num primeiro momento o aluno estd com a palavra; ou seja, o professor ouve o que
o aluno tem a dizer sobre o assunto: tanto sua maneira de entender o contetido, como
também a sua experiéncia de vida. Um segundo momento no qual, a partir da
colocagdo dos alunos através de atividades, o professor ensina um contetido novo a
classe. Um terceiro momento, no qual o aluno é estimulado a aplicar este
conhecimento a uma situacdo nova, ou a explica-lo com suas proprias palavras, ou

elaborar um trabalho qualquer, retrabalhando o que aprendeu, apropriando-se do
conhecimento adquirido”. (DELIZOICOV; ANGOTTI, 1994, p. 128).
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Dessa maneira, temos uma estrutura teérico-metodoldgica para orientar nosso trabalho,
apoiada na teoria da aprendizagem significativa de Ausubel (1980) e nos momentos
pedagdgicos de Delizoicov (1994) com as quais vislumbramos uma harmoniosa
complementariedade, uma vez que, enquanto a teoria de Ausubel (1980) grifa a necessidade de
que o aluno possua um conhecimento prévio, ou seja, através de uma aprendizagem mecéanica
ja tenha formado seus subsuncores, Delizoicov e Angotti (1994; 2003) sugerem um primeiro
momento pedagogico para que o professor ouca 0 que o aluno tem a dizer sobre o conteudo;
enquanto a teoria de Ausubel (1980) salienta que é imprescindivel a ligacdo de novos conceitos
a conceitos prévios (subsuncores), Delizoicov e Angotti (1994; 2003) apresentam o segundo
momento pedagdgico como aquele onde o professor, atraves de varias estratégias, apresenta o
conteldo aos estudantes e os convida a, de posse dos novos conceitos, responderem aos
guestionamentos levantados previamente com o0s antigos conceitos, de forma que esses se
relacionem ao novo conteudo apresentado e, por ultimo, a aprendizagem significativa que
segundo Ausubel (1980) é aquela na qual o estudante ndo é refém de solucGes decoradas para
um numero limitado de situacGes mas é capaz de aplicar o conhecimento adquirido em situac6es
inéditas, pode ser sedimentada e testada no terceiro momento pedagdgico de Delizoicov (1994)
em que o estudante é impelido a aplicar o conhecimento adquirido em problemas j& vistos e
principalmente em novas situacfes, podendo experimentar a potencialidade da aprendizagem

significativa.
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3 Apresentacao das Situacoes Problemas

Nesse capitulo apresentaremos as seis situacdes problemas que foram usadas para
desenvolver as simulacdes do presente trabalho, bem como suas solugbes utilizando o
formalismo lagrangeano. Apos cada apresentacdo ha um comentario das possiveis dificuldades
ou limitagdes que professores podem experimentar ao apresentar essas situacées em cursos de
fisica sem fazer uso dos recursos tecnoldgicos propostos neste trabalho. Vale ressaltar que,
embora esse trabalho ndo tenha a pretensdo de server como suporte, tais resolucdes podem sim
servir como apoio para os professores durante as aulas que abordem os assuntos que serdo

descritos.
3.1 Péndulo Simples

A seguir, temos a apresentacdo da situacdo problema bastante abordada em cursos
introdutorios de fisica conhecida como Péndulo Simples, que consiste em um corpo de massa
m preso a uma haste de massa desprezivel e comprimento L que, uma vez deslocada de um
angulo 6 com relacdo a diregdo vertical de seu ponto de equilibrio, move-se livremente em
torno de seu ponto fixo, sempre no mesmo plano e livre de quaisquer forgas de resisténcia ao

movimento, conforme mostra a Figura 1 a seguir:

Y

I
o

® m

Figura 1 — Péndulo Simples.

A estratégia para encontrar as equacgdes diferenciais que conduzem as equacOes de
movimento através do formalismo lagrangeano € escrever a energia cinética (T) e a energia

potencial (V) do sistema, conforme sugere a Figura 1, para H = Lcos6 temos

1
T = Em(LH’)Z
V = —mgLcosf
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Assim, a funcéo lagrangeana £L = T — V ¢é dada por
1
L= Em(LH’)2 + mgLcosO

e a equacdo de Euler-Lagrange surge no formato

% (j—;f) - (%) =0 )

d
a(mLZH’) — (—mgLsenf) =0

que pode ser escrita

17 g _
0" + I senf =0 )

Como mostrado, a resolu¢édo do problema do péndulo simples é de baixa complexidade
e por esse motivo é bastante utilizada nos cursos introdutorios de fisica, como forma
introdutéria de assuntos que se tornardo mais complexos tais como movimentos oscilatérios
entre outras aplicacOes. Apesar da simplicidade desse tipo de problema conhecido como
Péndulo simples, sem fazer uso de um experimento real ou de simulagdes computacionais,
torna-se inviavel o ensino apenas fazendo uso da lousa ou de figuras estaticas, sem aproveitar

de forma significativa algumas das aplicacGes que a modelacao desse problema pode oferecer.

Um exemplo da limitacdo que ja se encontra no uso apenas da lousa e figuras estaticas
é a verificagdo do limite de uma boa aproximagdo do movimento real do péndulo simples pelo
Movimento Harmonico Simples (MHS), ou seja, como se pode verificar de forma rapida, a
partir de qual &ngulo inicial o modelo MHS j& néo ¢ aceitavel para a descricdo desse movimento,
ou ainda, como mostrar para os alunos que a massa, Como nos mostra a equacao 2, realmente
ndo influéncia no periodo de oscilacdo de um péndulo simples? O presente trabalho oferece
possibilidades para preencher exatamente esse tipo de lacuna conforme veremos de maneira
mais detalhada a partir do capitulo 4. Mas antes, iremos apresentar outras cinco situacdes

problemas nas quais estas e outras limitagdes serdo apresentadas.
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3.2 Péndulo Duplo

A importancia do estudo de péndulos em engenharia se da principalmente pelo grande
numero de sistemas que podem ser descritos através dos modelos matematicos que regem a sua
dindmica e por serem de fécil visualizacdo, tornando bastante didatica sua abordagem. Em
particular, os péndulos duplos podem apresentar comportamento cadtico (grande sensibilidade
as condicdes iniciais) e por esse motivo, comumente sdo abordados nos cursos de mecéanica
analitica. A seguir, com o intuito de apresentar a facilidade de se chegar as equacGes de
movimento atraves do formalismo lagrangeano, usado anteriormente, quando comparado ao
formalismo newtoniano, vamos para essa situacdo (péndulo duplo), apresentar primeiramente
a solucdo através do formalismo newtoniano e em seguida apresentar a solucdo através do

formalismo lagrangeano para uma reflexao da simplicidade de analise.

3.2.1 Péndulo Duplo Abordagem Newtoniana

O

Figura 2 — Péndulo Duplo Abordagem Newtoniana.

As coordenadas cartesianas (X1, Y1) e (X2, Y2) podem ser relacionadas aos angulos 61 e 6.
através das relacdes:

x; = L,senf,
v, = Lycos6,
x, = Lysenf; + L,senf,

y, = Lycos0; + L,cos6,
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Note que a origem dos eixos é o ponto O e que 0 eixo X esta orientado na horizontal para
a direita e 0 eixo y na vertical para baixo para este caso da abordagem newtoniana.

Aplicando-se a segunda lei de Newton as particulas de massa m1 e my, sdo obtidas as

equac0es a seguir em relacdo as componentes cartesianas das aceleracGes de cada particula:

myX, = —T;senb; + T,senb,

myy, = myg — Tycos6; + T,cos0,

mzjéz = _Tzsenez

myy, = myg — T,c056,;

Reescrevendo essas equacgdes em termos de 01 e 02 e suas derivadas encontraremos o

sistema a sequir:

—myL,(0%senf; — 0;'cosB;) = —T,;senb; + T,senb,

—myL,(0%cosB, + 0;'senb;) = m;g — TycosB; + T,cosH,

—my[L,(0%send; — 0,'cos6,) + L,(02senB, — 0, cosh,)] = —T,senb,

—my[L,(0%cos6; + 0;'senb,) + L,(82cosB, — 0, senB,)] = myg — T,cos6,

Apbs trabalhosas manipulacGes algébricas, esse sistema de quatro equagbes pode ser

reescrito em um formato que torne evidente as derivadas segundas das coordenadas angulares.

01 — myf1 + myf,
! T, ps

o1 — myf3 + myf,
po= 208 T 2

T,ps
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Onde:
p1 = —2gsenb,
B, = L,0;*sen2(0, — ;) + 2L,0,*sen(8, — 8,) + gsen(20, — 0;) — gsenb,
B3 = —2L,0;*sen2(8, — 0,) + gsen(26, — 6,) — gsenb,
By = —2L,0;*sen(6, — 0,) + gsen(20; — 0,) — gsenO, + 2L,05*sen2(0, — 6,)
Bs = 2m; + my(1 — cos2(6; — 6,))

3.2.2 Péndulo Duplo Abordagem Lagrangeana

Figura 3 — Péndulo Duplo Abordagem lagrangeana.

Para a abordagem lagrangeana o péndulo duplo pode ser subdividido em dois péndulos,
0 primeiro péndulo de comprimento L: e massa m; estando, em um determinado tempo ft,
posicionado com relacéo a vertical segundo o angulo 61 e o segundo péndulo de comprimento
L. e massa my, estando, em um tempo t, posicionado com relacdo a vertical segundo o angulo
02. Importante perceber que, tanto 61 quanto 0, sdo funcdes de t (8,(t) e 6,(t)), que irdo
caracterizar o movimento por completo quando submetidos a aceleracéo gravitacional de valor
g.

Pode-se entdo definir as energias cinética (T) e potencial (V) como sendo:

T = 1 12 12 1 12 12
Zml(xl +y19)+ zmz(xz +52°)
V=mgy, + mygy,
Assim, a funcéo lagrangeana £L = T — V ¢é dada por
1
L= 3 (Zg(Ll(ml +m,) cos(91(t))

+ Lym, cos(6, (1)) + L,%(m; + m,)0;(t)?
+ 2Ly Lym, cos(01(t) — 6,(6))01(6) 85(6) + Ly*m,05()?)



27

A equacdo de Euler-Lagrange (1) para esse caso em 0 €

Ly (Lymy sen(6,(6) — 6,(2))05 ()% + (my + my) (g sen(6,(8)) + L,167 (©)) +
Loymycos(6,(t) — 6,(6)605()) =0 (3)

e para 6, temos a equacao (1) escrita na forma

L,m, (gsen(@z (©)) — Lysen(6,(t) — 6,(1))01(£)% + Lycos(6,() — 6,(1))61(t) +

Lzeg(t)) =0 (4)

E importante notar que é mais simples escrever as energias cinética (T) e potencial (V)
na situacdo do péndulo duplo do que aplicar a segunda lei de Newton, uma vez que as energias
ndo estdo vinculadas estritamente a notacdo vetorial e, além disso, temos apenas uma Unica
equacdo lagrangeana no lugar das quatro equacdes obtidas pela aplicacdo do formalismo
newtoniano. E, por fim, chegamos a um sistema de apenas duas equacges através do formalismo
lagrangeano em detrimento do sistema de quatro equacdes obtido através do formalismo
newtoniano. Fica evidente que tornar explicita as derivadas segundas das coordenadas
angulares desse sistema obtido através do formalismo lagrangeano deve exigir um trabalho
algébrico menor do que para fazer o mesmo com o sistema obtido através do formalismo

newtoniano.

Ainda que seja menos trabalhoso resolver o problema do péndulo duplo através do
formalismo lagrangeano, desenvolvé-lo na lousa requer um grande trabalho. Torna-se evidente
que abordar esse problema diante de um grupo de alunos e conseguir atingir um nivel
satisfatorio de aprendizado, sem o0 uso de recursos que vao além do quadro negro, é tarefa quase
impossivel uma vez que esse problema € apenas um entre muitos outros que precisam ser
abordados em cursos de fisica. Isso sem citar a dificuldade em realmente mostrar para os alunos

a sensibilidade peculiar a alteracGes nas condi¢es iniciais que esse sistema apresenta.
3.3 Péndulo Triplo

O sistema conhecido como péndulo triplo é de grande importancia no estudo de
situacOes de alta ndo linearidade e assim, seus modelos matematicos, séo amplamente aplicados
desde as analises de dindmicas de estruturas, passando pelo estudo de pistdo de motores a

combustdo (AWREJCEWICZ et al., 2007) e atingindo a compreensdo de sistemas
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biomecanicos, auxiliando inclusive trabalhos que visam a o aprimoramento de construcdo de

préteses para o corpo humano.

Sera apresentada a abordagem lagrangeana de um péndulo triplo acoplado, livre de

quaisquer forcas de resisténcia ou atrito entre as partes.

Figura 4 — Péndulo Triplo.

O péndulo triplo pode ser subdividido em trés péndulos, o primeiro de comprimento Ly
e massa ml estando, em um determinado tempo t, posicionado com relacdo a vertical segundo
0 angulo 81, 0 segundo, de comprimento L. e massa my, estando, em um tempo t, posicionado
com relacdo a vertical segundo o angulo 62 e um terceiro péndulo de comprimento Lz e massa
m3 estando, em um determinado tempo t, posicionado com relagdo a vertical segundo o angulo
03 . Importante perceber que 01 , 62 e 03 sdo fungdes de t (6,(t), 0,(t) e 65(t)) e que irdo
caracterizar o movimento por completo quando submetidos a aceleracéo gravitacional de valor
g.

Inicialmente iremos escrever as coordenadas x e y de cada massa (mz, mz e ms) para um
referencial com origem no ponto fixo do péndulo e positivo em sua vertical para cima e na

horizontal para esquerda (usaremos esse sistema de referéncia em todas modelagens

matematicas desse trabalho.
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X, = L,;sen6,
y, = —Lycos6;
x, = L,ysenf; + L,sen0,
y, = —L;co0s6; — L,cos0,
x3 = L;senf; + L,senf, + Lysenf;

y3 = —L;c0s60; — L,c0s0, — L3cos03

Dessa forma temos a energia cinética (T) e potencial (V) como sendo

T = 2maGa? + ) + g ma(et + v +yma(eit + i)
V =migy: + mygy, + m3gys
Assim, a fungéo lagrangeana £ = T — V é dada por

L= gLimycos(6,1(t)) — gma(—Licos(6:1(t)) — Lacos(62(t))) — gms(—Lycos(61 (1))
— Lycos(6,(t)) — Lzcos(65(1))) + %m1(L1ZCOS(91(t))291’(t)2
+ Ly*sen(6,())%6,'(t)?)
+ %mz((LlcOS(Hl (£))61'(t) + Lycos(6,(1))0; (1))
+ (Lysen(6,(£))0;'(t) + Lysen(6,(t))05(t))%)
+ %mg((hcoswl (£))61' () + Lycos(82())0;(t) + Lzcos(83(1))05'(1))?

+ (Lysen(01(1))6,'(t) + Lysen(6,(1))0;(t) + Lysen(85(t))05'(1))?)

A equacdo de Euler-Lagrange (1) para esse caso em 0, é

Li(g(my +my + m3)sen(61(t)) + Lo(my + m3)sen(6;(t) — 6,(t))6;(t)?
+ Lymgsen(0;(t) — 63(2))03(t)* + Lym,0,"(t) + (my + m3)(L16,"(t)
+ Lycos(8, () — 8,(6))0," (1)) + Lzmscos(6,(¢) — 03(6))65"()) = 0

()

A equacéo de Euler-Lagrange (1) para esse caso em 6, €

L,(—Ly(my 4+ m3)sen(6,(t) — 6,(£))0;(t)* + Lymzsen(6,(t) — 63(1))05(t)* + (m;
+ m3)(gsen(6,(t)) + Licos(6,(t) — 6,(£))0,"(t) + L,6," (t))
+ Lymscos(6,(t) — 03(1))65"(t)) =0 (6)
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A equacdo de Euler-Lagrange (1) para esse caso em 0 €

Lyms(gsen(63(t)) — Lisen(01(t) — 03(1))0;(t)* — Lpsen(8,(t) — 05(t))0;(t)* +
Licos(01(t) — 65())0,"(t) + Lacos(8,(t) — 05(t))0,"(t) + L3685 (t)) = 0

Ap0s essa breve demonstracdo de uma resolucdo do péndulo triplo, poder-se-ia repetir
tudo mais enfaticamente do que foi descrito anteriormente em relagdo ao péndulo duplo, uma
vez que as equagdes desse modelo sdo mais complexas que as daquele. Porém, além de ratificar
tudo o que ja foi dito anteriormente, gostariamos de destacar uma outra grande dificuldade que
pode surgir em um curso tradicional que pretenda abordar tal tema que é a resolucdo das
Equacdes 5, 6 e 7 uma vez que, a exemplo das equagdes 3 e 4, essas equagdes também séo nao

lineares, ou seja, sem solucdo analitica.

E possivel nos dias atuais, abordar esse tipo de situacdo em sala de aula levando os
alunos a um aprendizado realmente significativo sem fazer uso de recursos tecnoldgicos?
Acreditamos que a resposta a essa pergunta é ndo! E encontra-se aqui um dos grandes motivos
que nos levou a produzir esse trabalho. A seguir, apresentaremos ainda mais trés situacoes
problemas e a partir do capitulo quatro iremos abordar possiveis solucdes das dificuldades

levantadas nesse capitulo.

3.4 Péndulo com Movimento Vertical

Como ja dito, o estudo dos sistemas fisicos compostos por péndulos é de suma
importancia para a engenharia. O péndulo com movimento vertical, em especial, é de grande
valia para o inicio da modelacdo dos sistemas conhecidos como Péndulo Invertido, de amplo

uso na robotica e sistemas de automacédo de modo geral.

()
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Yq

Figura 5— Péndulo Com Movimento Vertical.

Esse sistema também pode ser subdivido em dois para abordagem com formalismo
lagrangeano, sendo eles: um corpo g de massa desprezivel que oscila na vertical obedecendo a

funcdo y, = Acos(wt) , onde A € a amplitude do movimento vertical, w € a pulsagdo ou

frequéncia angular e t € o0 tempo; e 0 outro composto por uma haste de comprimento L que esta
presa ao corpo ¢ e que possui uma massa m em sua outra extremidade que descreve um angulo

0 com a vertical em um determinado tempo ¢t.

As energias cinética (T) e potencial (V) do sistema sdo dadas por:

1 2
T = Em((—Awsen(wt) + Lsen(8(1))0'(t))? + L?cos(8(1)) 0’ ()?)

V = mg(Acos(wt) — Lcos(0(t)))

Assim, a funcéo lagrangeana £L = T — V de ser escrita por:
L= ! 2A
=gm (— g cos(wt)
+2gLcos(6(0)) + L,? cos(@(t))2 + (Awsen(wt) — Lsen(G(t))H{(t))z)

e a equacdo de Euler-Lagrange (1) é dada por:

Lm((g — Aw? cos(wt))sen(6(t)) + LO"(£))?) =0 (8)
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Com este exemplo é possivel identificar inicialmente a complexidade em se resolver a
Equacdo 8 na lousa. Agregada a abordagem limitada ao quadro negro é a demonstragdo do que
seria um péndulo invertido. Na auséncia de um experimento real ou de recursos tecnoldgicos
como um computador, o professor se restringe a somente citar a existéncia desse tipo de
movimento e, ainda que o faga, dificilmente conseguira provocar nos alunos aquele positivo
desconforto que experimentamos quando nos deparamos com uma situa¢do nova e que contraria

nossa expectativa diante de um fenémeno que ndo nos € familiar.

3.5 Péndulo com Movimento Horizontal

Os péndulos com movimento horizontal também s&o de grande importancia na
modelagem matematica de sistemas de automacdo e em especial, no que tange a sistemas de
péndulos invertidos que sdo sistemas mecanicos de grande utilidade no estudo de controle do
posicionamento de sistemas instaveis como o controle de posicdo de veiculos espaciais durante
o lancamento (OGATA, 2003) ou o controle da postura ereta natural dos seres bipedes
(NAVES, 2006) entre outros, vale ressaltar que comumente os protétipos de sistemas de
péndulos invertidos sdo construidos primeiramente como péndulos com movimento horizontal
que possuem a finalidade de, por exemplo, equilibrar uma haste sempre na posicéo vertical

contra a gravidade.

Figura 6 — Péndulo com Movimento Horizontal.

Esse sistema também pode ser subdivido em dois para abordagem através do
formalismo lagrangeano, sendo eles: um corpo g de massa desprezivel que oscila na horizontal

obedecendo a fungédo x, = Acos(wt) ,onde A ¢ a amplitude do movimento horizontal, w ¢ a
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pulsacdo ou frequéncia angular e t € o tempo; e 0 outro composto por uma haste de
comprimento L que esta presa ao corpo g e que possui uma massa m em sua outra extremidade

que descreve um angulo 6 com a vertical em um determinado tempo t.

A energia cinética (T) e a energia potencial (V) decorrentes, podem ser escritas como

sendo:
T = %m((—Aa)sen(wt) + Lcos(8(1)0' ()% + Lzsen(e(t))ze’(t)z)

V = —mgLcos(6(t)))

Dessa forma, a funcgdo lagrangeana £ = T — V é dada por:
1
L = mgLcos(6(t)) + Em(Lzsen(H(t))ZH’(t)2 + (—Awsen(wt) + Lcos(8(t))0'(t))?)

e a equacao de Euler-Lagrange (1) é dada por
Lm (—Aa)z cos(wt) cos(8(t)) + gsen(0(1)) + L0”(t)) =0 9)

As dificuldades de abordagem decorrentes neste estudo sdo semelhantes as existentes
no péndulo com movimento vertical, porém, como o0s experimentos que funcionam com os
principios dos péndulos com movimento horizontal sdo mais comuns que os péndulos de
movimento vertical se tornam ainda mais relevante fazer uso de outros recursos que nao

somente o quadro negro para o estudo detalhado das varaveis envolvidas para esse caso.
3.6 Péndulo Elastico

A modelagem matematica do péndulo elastico é muitas vezes apresentada em artigos
especializados em fisica moderna devido a semelhanca e simplicidade nos modelos que os
envolvem, tendo como exemplos algumas situagcdes relacionadas a fisica de plasma e a
construcdo de aceleradores de particulas, que podem ser bem descritas por este tipo de

modelagem.

A seguir apresentamos uma caracterizacdo desse problema através do formalismo
lagrangenano em que uma massa m presa a uma mola de constante k oscila, impulsionada a

partir de um angulo 6 qualquer.
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Figura 7 — Péndulo Elastico.

A estratégia nesta analise é escrever a energia cinética (T) e a energia potencial (V) do
sistema da seguinte forma:

T = %m(r'(t)z +7()%60'()?)
V = —mgcos(0(t))r(t) + %k(—l‘o +r(t))?

Assim, a funcéo lagrangeana £ =T — V é dada por

1 1
L =mgcos(0(t))r(t) — Ek[—ro +r(@®)]? + Em[r’(t)2 + ()26’ (£)?]

A equacdo de Euler-Lagrange (1) para esse caso em r(t) €

kry + mgcos(0(t)) + mr(t)0'(t)? — kr(t) —mr"(t) = 0 (10)
e a equacdo de Euler-Lagrange (1) em 6(t) €
mr(t)[gsen(6(t)) +2r'()0'(t) +r(t)0"" ()] =0 (11)

Contrariamente aos dois problemas apresentados anteriormente, este tipo de sistema

fisico € muito comum aos alunos que ja tiveram contato com laboratorios de fisica, mas nao téo
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rigorosamente estudado como apresentado neste estudo. Ocorre que comumente, NoS Cursos
introdutorios de fisica, seja no laboratdrio ou nas salas de aula tradicionais, esse problema é
apresentado para abordar temas relacionados a oscilacdes ou a Lei de Hooke. Porém, a
abordagem deve levar em consideracdo a liberdade em movimentar-se na horizontal e nédo

somente se restringir as componentes verticais.

Devido as dificuldades didaticas em estudar detalhadamente as componentes horizontais
e verticais, isoladas ou simultaneamente e em tempo real, aliadas a extensa aplicabilidade deste
modelo, torna-se necessario gerar analises profundas, consistentes e que possam retratar
situacOes em que alguns paradmetros fisicos variem de forma controlada afim de que se possa

obter resultados satisfatorios e consistentes.

Se tal movimento surge de modo tdo comum nos laboratdrios porque ndo abordar esse
problema de maneira mais completa? Percebemos que as faltas de recursos visuais mais efetivos
para a aprendizagem tornam esse tipo de anélise onerosa em um nivel que desencoraja Vvarios
docentes a fazé-la diante de seus alunos, seja no que diz respeito a impossibilidade de discutir
a sensibilidade a variacfes das condices iniciais desse sistema ou simplesmente a resolucédo

detalhada da Equacdo 11.
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4 Apresentacao das Simulagoes

No Capitulo anterior foi apresentado o equacionamento de seis situacGes problemas
através do formalismo lagrangeano que, de forma bastante onerosa em alguns casos, pode ser

feito na lousa ou, como de costume em cursos que abordam esse assunto, exposto em slides.

O que apresentamos nesse capitulo séo seis simulacdes feitas no Mathematica® que
proporciona a resolucdo numerica das equacgdes diferenciais em cada caso, visualizagdo de
gréaficos dos parametros mais relevantes dos problemas, uma animacédo tridimensional da
situacdo e a area de controle de parametros (massa, velocidade inicial, comprimentos, etc) que
podem ser alterados a qualquer momento sendo possivel de modo instantdneo, acompanhar o0s
efeitos dessas alteracdes tanto nos gréaficos quanto na animagédo tridimensional.

4.1 Péndulo Simples

Como ja dito anteriormente, o péndulo simples é comumente apresentado e estudado
nos cursos de fisica inclusive no ensino médio, porque entdo fazer uso desse tipo de simulacao

para um assunto relativamente simples?

E justamente pela simplicidade e a popularidade que esse problema foi escolhido para
ser 0 primeiro a ser apresentado nesse formato. O fato de ser um problema relativamente
simples de uma situacdo corriqueiramente apresentada em aulas de fisica nos faz crer que um
aluno do ensino superior ja saiba bastante a respeito dessa situacdo e, por conta disso, ao
apresenta-la em uma primeira simulacéo, o professor podera, com muito mais clareza, destacar
as vantagens que esse tipo de simulagdo proporciona em detrimento da abordagem comum na
lousa, uma vez que o aluno, ja tendo conhecimento desse problema pode ater-se apenas a
perceber a forma que outros problemas realmente complexos serdo abordados no que tange a
resolucdo numeérica das equacdes, limite aceitvel de aproximagfes comumente usadas para a
resolucdo como nesse caso ocorre com relacdo a solucGes para pequenos angulos, estamos aqui
nos referindo a possibilidade imediata de respondermos a pergunta “ Até que valor o angulo €
pequeno o bastante para tal aproximacao seja uma solucdo aceitavel?”, e ainda como utilizar as
simulacfes para entender a influéncia dos pardmetros como massa, velocidades iniciais,
gravidade, etc. Mas acima de tudo, a abordagem desse problema em um primeiro momento,
tem o intuito de imprimir no grupo de alunos a confianga em todas as outras simulagdes, uma

vez que ele, conhecendo o comportamento do péndulo simples, pode verificar que as respostas
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as questdes como, por exemplo, a influéncia da massa no periodo de oscilacao, sdo corroboradas
por essa simulagdo, conferindo as demais simulagdes um maior grau de confianca por parte de
guem entra em contato com elas, de que realmente simulam um sistema que obedece o0 modelo

matematico proposto.

Essa, como todas as outras simulagdes, foram construidas utilizando o formalismo
lagrangeano para chegamos as equagfes que regem seus movimentos. A seguir temos a sub-

rotina para a resolucdo numérica da equacéo diferencial
0" + %sen@ =0

obtida através do formalismo lagrangeano como demonstrado no Capitulo 3.

solucao = NDSolve[{L1l ml (g Sin[61[t]] +L161"[t]) =0,
©1[0] == 610, ©1°[0] == V10},
ei1[t], {t, 0, tmax}];

®a[t ] =61[t] /. First[solucao];

Figura 8 — Linhas de Comando para Resolu¢do da Equacao 2.

E importante destacar que na primeira linha temos o comando para resolucio numérica
da equacéo diferencial 2, conforme a Figura 8, que aqui fora obtida com o Mathematica® e por

isso apresenta um formato diferente mas que, como pode-se facilmente verificar, torna-se
exatamente igual a Equacdo 2 do Capitulo 3 se dividirmos todos os termos por Limi. As
solucBes dessa equagdo estardo vinculadas a varidvel (0a[t]), mas os pardmetros iniciais
comprimento da haste (L, ), massa (m,), gravidade local (g), posi¢do angular inicial ( 61[0] )
e velocidade angular inicial (61'[0]), ainda ndo apresentam, nesta etapa da programac&o, seus
valores numéricos pois, 0s mesmos, serdo definidos pelo usuario na area de controle dos
pardmetros, e é essa estrutura que permite a grande interatividade do usuario com a simulacao.

A Figura a seguir apresenta a tela principal da simulacdo do péndulo simples.
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Figura 9 — Tela Principal da Simulacdo Péndulo Simples.

Essa tela principal conforme a Figura 9 esta dividida em trés grandes areas sendo elas:

Animacao tridimensional a esquerda onde é possivel ver o movimento do péndulo em
tempo real e acompanhar a modificacdo em seus movimentos causada pela modificacdo dos
parametros iniciais (massa, comprimento da haste, etc), é possivel também mudar a perspectiva
da qual se observa a animacdo apenas clicando com a seta do mouse e reposicionando a
animacéo da forma desejada. E importante destacar que, embora a haste da animagc&o tenha sido
desenhada de modo bastente préximo a uma haste real com massa e momento de inércia, para
este trabalho, tais parametros da haste foram desprezados, ou seja, esta haste apresenta massa e

momento de inércia despreziveis

Gréfico do angulo em relacdo ao tempo no canto superior direito onde, através do
pequeno circulo vermelho, € possivel acompanhar a evolugdo temporal do valor da posicéo

angular do péndulo por exemplo, ou ainda, estimar seu periodo.

Controle de parametros no canto inferior direito onde pode-se alterar os parametros
tempo, massa, comprimento da haste, angulo inicial, velocidade angular inicial, gravidade e

tamanho da imagem.

Como podemos ver na Figura 10 a seguir a area de controle de parametros esta
subdividida em 4 regides, Controle do Tempo, Variaveis do Aparelho, Variaveis do Movimento

e Imagem.
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Imagem

Tamanho da Imagem | 950

Figura 10 — Aérea de Controle de Pardmetros.

Controle do Tempo contém os controles:

e Tempo (s) onde é possivel acompanhar através do pequeno visor o decorrer do
tempo na animacdo e no gréfico, além disso é possivel acelerar ou retardar a

animacao e ainda congelar a animagdo em um tempo especifico.

e Tempo maximo (s) com o qual controla-se o tempo de duracdo da animacao e
consequentemente o limite do eixo das abcissas do grafico

A regido Variaveis do Aparelho contém os controles:

e Massa (kg) com a qual é possivel controlar o valor correspondente a massa (m; )
para a solucdo da equacdo diferencial 3 através do posicionamento do cursor ou

digitacdo direta no visor de um valor especifico.

e Comprimento (m) através do qual se estabelece o valor correspondente ao

tamanho da haste (L,) para a solugédo da equacdo diferencial 3.
Na regido Variaveis do Movimento encontra-se os controles:

e Angulo inicial (rad) através do qual determina-se o valor correspondente a

posicdo angular inicial (81[0]) para a solugéo da equagao diferencial 3.
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e Velocidade inicial (rad/s) que determina o valor correspondente a velocidade

angular inicial (1'[0]) para a solugdo da equagéo diferencial 3.

e Gravidade(m/s?) com o qual é possivel determinar o valor correspondente a

aceleracdo da gravidade local (g) para a solugéo da equacao diferencial 3.
4.2  Péndulo Duplo

A simulacdo que sera apresentada nesta sessao trata de um péndulo duplo composto por
duas hastes de massas despreziveis que possuem cada uma em suas extremidades corpos

cilindricos dotados de massas ndo despreziveis que ndo sofrem atrito de quaisquer naturezas.

Assim como a simulagdo do péndulo simples essa do péndulo duplo e as demais podem
ser compreendidas como compostas por dois grandes blocos sendo eles, a resolugdo numérica
de uma equacdo obtida através do formalismo lagrangeano e um segundo bloco sempre

composto por uma animacao tridimensional, graficos e uma area de controle de parametros.

A seguir temos a linha de comando cuja funcéo é resolver numericamente as Equacgdes
12 e 13.

Ll(LZmZ sen(Hl(t) — Hz(t))ﬁé )%+ (m; + my)(g sen(@l(t)) + L6, () +
Lym,cos(0,(t) — 6, (t))Hé’(t)) =0 (12)

L,m, (gsen(ez (t)) — Llsen(ﬁl (t)—6, (t))@{ (£)? + Llcos(el(t) -6, (t))H{ () +

L,6(£)) =0 (13)

obtidas através do formalismo de lagrangeano conforme ja demonstrado no Capitulo 3.
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solucao =
NDSolve[
{11 (L2m2 sin[e1[t] -62[t]] 62'[t]* + (ml+m2) (g Sin[61[t]] +L161"[t]) +
12 m2 Cos[01[t] - 62[t]] 627[t]) = 0,
12m2 (g 8in[62[t]] - L1 Sin[61[t] - 62[t]] 61'[t]® + L1 Cos[B1[t] - 62[t]] 61" [t] + L2 62" [t]) ==
0,
61[0] == 610, 61'[0] == 0,
62[0] == 620, 62'[0] == V20},
{e1[t], 62[t]}, {t, 0, tmax}];

Ba[t ] =61[t] /. First[solucao];
6b[t ] =62[t] /. First[solucao];

Figura 11 — Linhas de Comando para Resolucéo das Equagdes 12 e 13.

Nas trés primeiras linhas do comando da Figura acima temos escritas as Equacdes 12 e
13 e na sequéncia, as definicdes dos parametros iniciais para a resolu¢do numérica dessas duas
equacdes sendo esses parametros posicdo angular inicial da haste 1 ( 61[0]), velocidade
angular inicial da haste 1 (61'[0]), posicdo angular inicial da haste 2 ( 62[0] ), velocidade
angular inicial da haste 2 (62'[0]), pode-se notar que com excecdo de 61'[0] (velocidade
angular inicial da haste 1) que é sempre igual a zero os outros parametros listados anteriormente
serdo definidos pelo usuario da area de Controle de Parametros bem como as variaveis
relacionadas ao comprimento da haste 1 (L;), massa da haste 1(m,),comprimento da haste 2
(L), massa da haste 2 (m,) e o valor da gravidade local (g). E importante notar que as respostas
dessas equagdes serdo vinculadas as varidveis 6a[t] e 6b[t] apresentadas nas duas ultimas

linhas da figura anterior.

Na Figura 12 a seguir temos a tela principal da simulacdo do Péndulo Duplo.
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Figura 12 — Tela Principal da Simulagéo do Péndulo Duplo.

A exemplo da simulacdo do péndulo simples temos aqui também essa tela dividida em
trés regides sendo elas a da Animacdo que ocupa o lado esquerdo da tela, a dos Graficos que
ocupa a regido superior direita e, logo abaixo, a regido de Controles de Parametros subdivida
em Controle do Tempo, Variaveis do Aparelho, Variaveis do Movimento e Imagem. E
importante destacar que, a exemplo do péndulo simples, embora as hastes da animagao tenham
sido desenhadas de modo bastente préximo a hastes reais que possuem massa e momento de
inércia, para este trabalho, tais parametros das hastes foram desprezados, ou seja, estas hastes

apresentam massa e momento de inércia despreziveis.

Uma diferenca que se percebe aqui com relagdo a simulacdo do péndulo simples é a
existéncia de dois pequenos botdes no lado superior direito logo apos o titulo graficos, esses
botdes servem para a escolha de qual grafico se deseja visualizar; aquele que descreve a
evolugéo temporal da posigdo angular da haste 1 ou o que descreve a posi¢ao angular da haste
2.
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A seguir temos um exemplo desses dois gréficos nas Figuras 13 e 14:

Tipo de Grafico [z, e;{r}|
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Figura 13 — Gréfico da Posi¢do Angular da Haste 1 com Relagdo ao Tempo.
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Figura 14 — Gréfico da Posi¢do Angular da Haste 2 com Relagdo ao Tempo.

Para facilitar a rdpida visualizacdo e entendimento dos graficos temos as cores dos

gréaficos (vermelho e azul) de acordo com as cores dos corpos cilindricos da animagéo e ainda
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0 pequeno circulo que, ao deslizar sobre a linha do gréfico, indica qual o ponto encontra-se a
animacao em relacdo aos dados apresentados pelos referidos graficos.

4.3 Péndulo Triplo

A simulagdo que serd apresentada a seguir trata de um péndulo triplo composto por trés
hastes de massas despreziveis que possuem em suas extremidades trés corpos cilindricos

dotados de massas que ndo sofrem atrito de quaisquer naturezas.

Como ja mencionado anteriormente, as simulacGes sdo divididas em dois grandes
blocos, o de resolugcdo numérica das equacdes obtidas pelas equacdes de Euler-Lagrange e o

bloco que contém a animacao, gréaficos e controle de parametros.

Temos a seguir a linha de comando para a resolucéo das EquacGes 14, 15 e 16.

L, (g(m1 +my + mz)sen(6,(t)) + Ly(my + m3)sen(0,(t) — 0,(£))05(t)* +
Lymgsen(0,(t) — 05(£))05(t)% + Lym, 07 (£) + (m, + m3) (Lle{’(t) + Lycos(6,(t) —

6,(6))85 (8)) + Lymacos(8, (£) - 93(t))9§'(t)) —0 . (14)

Ly(—Ly(my + m3)sen(6;(t) — 6,(t))61(t)* + Lymzsen(6,(t) — 65(1))03(t)* +
(m, + m3)(gsen(6;(t)) + Licos(01(t) — 6,())0:"(t) + L,0,"(t)) + Lymzcos(6,(t) —
85()85"'(¥) =0 (15)

Lyms (gsen(93 () — Lysen(01(t) — 85(£))01(6)? — Lysen(8,(t) —

05())05 ()% + Lycos(6, () — 05())01' (t) + Lycos(0,(t) — 65(1))65' (1) + L39§’(t)) =0
(16)

obtidas através do formalismo lagrangeano conforme exposto do Capitulo 3.
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solucao =
NDSolve[
{Ll (g (ml +m2 +m3) Sin[61[t]] + L2 (m2 +m3) Sin[e1[t] - 62[t]] 62'[t]? +
L3m3 Sin[e1[t] - 63[t]] 63’ [t]® + Ll ml 1" [t] +
(m2 +m3) (L1617[t] + L2 Cos[61[t] - 62[t]] 627 [t]) + L3 m3 Cos[O1[t] - ©3[t]] 63" [t]) =0,
12 (-L1 (m2 +m3) Sin[61[t] - 62[t]] 61'[t]” + L3 m3 Sin[62[t] - ©3[t]] ©3'[t]* +
(m2 + m3) (gSin[62[t]] + Ll Cos[@1[t] -62[t]] 61" [t] + L2827 [t]) +
L3m3 Cos[62[t] - 63[t]] 93"[1;]) =0,
L3m3 (g $in[63[t]] - L1 Sin[61[t] - €3[t]] 61'[t]® - L2 Sin[62[t] -63[t]] ©62'[t]* +
L1Cos[61[t] -63[t]] 61" [t] + L2 Cos[62[t] - €3[t]] 62" [t] + L3 63" [t]) == O,
©1[0] = 610, 61'[0] == 0,
©2[0] == ©20, ©2'[0] == 0,
©3[0] == ©30, 63'[0] == V30},
{e1[t], 2[t], 63[t]}, {t, O, tmax}];

alt ]
éb[t ]
ec[t ]

61[t] /. First[solucao];
62[t] /. First[solucao];
63[t] /. First[solucao];

Figura 15 — Linhas de Comando para a Resolucdo das Equacdes 14, 15 e 16.

Aqui, na Figura 15, temos as oito primeiras linhas do comando dedicados a escrita das
Equacdes 14, 15 e 16 obtidas pelo formalismo lagrangeano, as 4 subsequentes relativas aos
parametros iniciais a serem determinados pelo usuario e as trés Gltimas linhas com a fungéo de

nomearem as variaveis que irdo guardar os dados obtidos pela execucao do comando.

Na Figura 16 é apresentado o segundo bloco dessa simulacdo que é a tela da Animacao,
Graéficos e Controle de Parametro. E importante destacar que, a exemplo da simulg&odo péndulo
duplo, embora as hastes da animagdo tenham sido desenhadas de modo bastente proximo a
hastes reais que possuem massa e momento de inércia, para este trabalho, tais parametros das
hastes foram desprezados, ou seja, estas hastes apresentam massa € momento de inércia

despreziveis.

Note que de forma semelhante a tela do péndulo duplo aqui também é possivel, na regido
dos gréficos, escolher a qualquer momento qual dos trés graficos deseja-se consultar, graficos
esses gque também estdo a todo momento em consonancia com a animagao no que diz respeito

a suas cores e evolucdo no tempo.
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Tipo de Grafico Sty Bz it} A3tk

X Tt
T

Controle do Tempo
Tempo (5)

[z | EDTHEEIE]

Tempo maximo (s) —_

Variaveis do Aparelho
Massa 1(kg) _D_ ag
Comprimento da Haste 1 (m} _D_ 14
Massa 2 (kg) _D_ ]
Comprimento da Haste 2 (m) _D_ 14
Massa 3 (kg) _D_ a2
Comprimento da Haste 3 (m) _D_ 2

) Variaveis do Movimento
Angula inicial da Haste 1 (rad) _D_ x
f\ngulo inicial da Haste 2 (rad) _D_ =
fangulo inicial da Haste 3 (rad) _D_ =
Velocida inicial da massa 3 (rad/s) _D_
Gravidade (m/s*} N, I

Imagam

Tarene s imen

E

&

Figura 16 — Tela Principal da Simulacéo do Péndulo Triplo.

4.4 Péndulo com Movimento Vertical

Nesta sessdo sera apresentada uma simulacdo de um péndulo com movimento vertical
gue é composto por um corpo cilindrico dotado de massa preso a uma haste de massa
desprezivel que por sua vez esta presa a um suporte que move-se na vertical executando um
MHS (movimento harmdnico simples) que nado é afetado pelo movimento ou posicionamento
da haste. Todas as forcas de atrito sdo consideradas despreziveis.

A Figura 17 a seguir apresenta a sub-rotina para a resolugdo numérica da Equagéo 17.

Lm((g — Aw? cos(wt))sen(6(t)) + LO" (£))?) =0 (17)
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obtida através da aplicacdo do formalismo lagrangeano como ja apresentado no Capitulo 3

solucao = NDSolve[{Lm ((g-Aw” Cos[tw]) Sin[6[t]] +LO"[t]) =0,
e[0] == 60, 6°[0] == VO},
e[t], {t, 0, tmax}];

ea[t ] =6[t] /. First[solucao];

Figura 17 — Linhas de Comando para Resolucéo da Equacdo 17.

Aqui os parametros que podem ser alterados pelo usuario da simulacdo sdo
comprimento do péndulo (L), a massa (m), a gravidade (g), a amplitude do movimento vertical
do suporte da haste (A), a pulsacdo desse suporte (w), a posicdo angular da haste (6[0]) e a
velocidade inicial (6°[0]).

As solucBes encontradas pelo programa sdo armazenadas na variavel 6a]t].

E importante destacar que, a exemplo das simulagdes anteriores que, embora a haste da
animacao tenha sido desenhada de modo bastente proximo a uma haste real que possue massa
e momento de inércia, para este trabalho, tais para@metros da haste foi desprezado, ou seja, esta

haste apresenta massa e momento de inércia despreziveis.

Na sequéncia temos a Figura 18 que apresenta a tela principal da simulacdo onde
encontra-se a animacdo do péndulo com movimento vertical, o grafico da evolucdo temporal

da posic¢éo angular da haste e os controles dos parametros.
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Controle do Tempo
Tempo (5) —{—
s
Tempo MAxiMo (5) e == 20

Variaveis do Aparelho
Massa(kg) ——f}— = &1
Comprimento da Haste(m) ———{J—— 23

) Variaveis do Movimento
Angulo Inicial(rad) ——{}——o0= -%
Velocidade Inicial (rad/s) —{}—— 31
Amplitude(m) —{J—— = 28
Pulsagdo do suportefrad(s) —{j—w0— = 23
Gravidade (m/s?) ——{}—— 28

Imagem

Tamanho da Imagem | 700

Figura 18 — Tela Principal da Simulacdo do Péndulo com Movimento Vertical.

45 Péndulo com Movimento Horizontal

A seguir é apresentada uma simulacdo de um péndulo com movimento horizontal que é
composto por um corpo cilindrico dotado de massa preso a uma haste de massa desprezivel que
por sua vez estd presa a um suporte que move-se na horizontal executando um MHS
(movimento harménico simples) que ndo é afetado pelo movimento ou posicionamento da

haste. Todas as for¢as de atrito séo consideradas despreziveis.

A Figura 19 a seguir apresenta a sub-rotina para a resolugdo numérica da Equacéo 18.
Lm (—sz cos(wt) cos(e(t)) + gsen(@(t)) + LH”(t)) =0 (18)

obtida através da aplicacdo do formalismo lagrangeano como ja apresentado no Capitulo 3

solucao = NDSolve[{Lm (—Aw2 Cos[tw] Cos[6[t]] + g Sin[B[t]] +L9”[t]) =0,
e[0] == 60, 6°[0] == VO0},
e[t]l, {t, 0, tmax}];

6a[t ] =6[t] /. First[solucao];

Figura 19 — Linhas de Comando para a Resolu¢do da Equacéo 18.
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Nesta simulacdo, de maneira muito semelhante a que ocorre com a simulacdo
apresentada anteriormente os parametros que podem ser alterados pelo usuario da simulagéo
sdo comprimento do péndulo (L), a massa (m), a gravidade (g), a amplitude do movimento
horizontal do suporte da haste (A), a pulsacdo desse suporte (w), a posi¢do angular da haste
(6[0]) e a velocidade inicial (6°[0]).

A varidvel 6a[t] armazena as solu¢Ges encontradas pela sub-rotina que resolve

numericamente a equacao escrita na primeira linha.

Na Figura 20 € apresentada a tela principal da simulacdo onde encontra-se a animagao
do péndulo com movimento horizontal, o gréfico da evolugdo temporal a posicao angular da
haste e os controles dos parametros.

a2ty

Controles de Tempo
Tempo (5) ——{}-
v | EREEEE

Tempao Maximo (3) —{}— =20

Variaveis do Aparelho

Massalkg) ——{} 27
Comprimento da Haste(m) —{J———= 17

Variaveis do Movimento
Angulo Inidial(rad) ——{——:=-%
Velocidade Inicial (rad/s) ——{}—=7.
Amplitude(m) {J—=07
Pulsacdo do suporte(rad/s) —{}——=22
Gravidade (m/s%) —{ 28

Irmagem

Tamanho da Imagem

Figura 20 — Tela Principal da Simulagéo do Péndulo com Movimento Horizontal.

4.6 Péndulo Elastico

A simulacdo a seguir refere-se a um péndulo eléstico que é semelhante a um péndulo

simples como o da sessdo 4.1 mas diferindo-se desse por ter este uma mola ideal de constante
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K, tamanho inicial rO e massa desprezivel no lugar da haste rigida do péndulo simples. Nesta

simulacdo quaisquer atritos foram desprezados.

A Figura 21 apresenta a sub-rotina que tem por funcdo a resolucdo numeérica das

Equacdes 19 e 20
kry + mgcos(8(t)) + mr(6)0' ()2 — kr(t) —mr"(t) = 0 (19)
e
mr(t)[gsen(6(t)) + 2r'(t)0'(t) +r(t)0"(t)] =0 (20)

obtidas através do formalismo lagrnageano conforme Capitulo 3.

solucaoc = NDSolve[{k rO+gmCos[e[t]] +mr[t] 8 [t]° =kr[t] +mr"[t],
mxr[t] (gSin[e[t]] +2 =z [t] &' [t] +x[t] 8 [t]) =0,

r[0] = =x0, £'[0] == 0,
e[0] == 80, &'[0] = VO},

{x[t], ©[t]1}, {t, O, tmax}];

ra[t ]
ealt ]

r[t] /. First[soclucao];

e[t] /. First[=soclucao];

Figura 21 — Linhas de Comando para a Resolucédo das EquacGes 19 e 20.

Nesta simulacdo, os parametros que podem ser alterados pelo usuario da simulagédo séo
a constante elastica da mola (k) comprimento inicial da mola (r0), a velocidade inicial do corpo
cilindrico na direcdo que se encontra a mola, a massa (m), a gravidade (g), a posi¢do angular

inicial da mola (6[0]) a velocidade angular inicial do corpo cilindrico (6°[0]).

A varidveis ra[t] e 8a[t] armazenam as solugdes encontradas pela sub-rotina que resolve
numericamente as equacg0es escritas nas suas duas primeiras linhas conforme apresentado na
figura anterior.
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A Figura 22 refere-se a tela principal da animagdo onde encontra-se a animagéo do
péndulo eléstico, os graficos da evolugdo temporal da posi¢do angular da mola e da evolugéo

temporal do comprimento r da mola e os controles dos parametros.

Tipo de Grafico |E M

r Xt

Controle do Tempo

Tempo (5} _D_
EPTHEEIE]

Tempo maximo (5} —_——cn

Varidveis do Aparelho
Massalg) —{f—2
Comprimento incial da molaim} _.D_ 18
Constante elastica da maola(N/m) _D_ 15

Variaveis do Movimento
Angulo inicial(rad) _D_ =
Velocida inicial (rad/s) _D_ 5T
Gravidade (m/s%) —f—— 32

ImagaT

e

Figura 22 — Tela Principal da Simulacéo do Péndulo Eléstico.
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5 Uma Proposta de Aulas

A forma geral adotada para o uso das simulagdes computacionais nesse trabalho foi
planejada para aulas expositivas com a utilizacdo da projecédo da tela de um computador sobre
uma lousa para um grupo de aproximadamente 40 alunos que tenham, durante algumas aulas,
acesso a computadores individuais ou, pelo menos, uma méquina para cada 3 ou 4 alunos pois,
para 0 modelo aqui apresentado é imperativo o dialogo entre professor e alunos para a
implementacao de uma aprendizagem significativa. A utilizacdo das simulacdes é feita ora para
apresentar determinados conceitos e solucdes aos alunos e ora como fonte de investigacao para
obtencg&o de respostas a questdes propostas pelo professor. Tais questdes séo elaboradas com o
intuito de estimular as discussGes em grupo, o levantamento de hipdteses e a producéo de textos.
Para que tais objetivos sejam atingidos os materiais precisam ser potencialmente significativos,
de forma que sejam capazes de estabelecer elos de ligacdo entre os conhecimentos prévios dos
alunos e os novos apresentados, com o claro objetivo de estabelecer a consolidagéo, revisdo e
diferenciacdo dos conceitos apresentados. Vale ratificar que essa forma de trabalho, aulas
expositivas pautadas no tripé proposto por Dileizocov (1994) (Problematizacdo inicial,
Organizacdo do conhecimento e Aplicacdo do conhecimento) com destaque em discussdes em
grupo e didlogos, através do uso de simulagcBes computacionais permite apresentar e fazer a
analise de situacdes fisicas langando méo da utilizacéo de multiplicidade de linguagens e formas
de interacdo com o objetivo de propor questionamentos aos alunos atraves da analise dos

fendbmenos em seu formato mais interativo e dinamico.

Dentro da metodologia proposta a funcdo do professor ndo é fornecer definicGes
acabadas e inquestionaveis, mas sim de estimular o grupo de alunos a apresentar seus
conhecimentos prévios a respeito dos conceitos apresentados e, através de suas intervencdes e
interacdes com os materiais a disposicdo, apresentar suas percep¢des sobre os sistemas que
serdo simulados e adquirirem novas habilidades para responder 0s questionamentos propostos
pelo professor ou pelo proprio grupo de alunos. Sendo assim, é muito importante que o
professor responda simplesmente aos questionamentos dos alunos, mas que conduza discussdes
gue induzam os alunos a analisar os conceito e métodos apresentados e produzam suas proprias

conclusdes a respeito das situacdes e conceitos apresentados.

No proximo tépico serd apresentado um exemplo de 3 aulas de 1,5 h, cujo objetivo é
apresentar as equacdes de Euler-Lagrange como ferramenta para a obtengédo das equacdes de

movimento de seis sistemas pendulares.
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Conforme exposto no Capitulo 2 usaremos como suporte metodoldgico para o exemplo
de planejamento dessas aulas os Momentos Pedagdgicos de Delizoicov que se estruturam da

seguinte forma:

e Problematizacéo Inicial;
e Organizacdo do Conhecimento;

e Aplicacdo do Conhecimento.

Assim, a aula 1 estd estruturada para dar conta da Problematizagdo Inicial e para
comecar a trabalhar a fase de Organizacdo do Conhecimento. A aula 2 encarrega-se de esgotar
para esse assunto a Organizacao do Conhecimento e de iniciar as atividades que tratam da fase

de Aplicacdo do Conhecimento.

51 Aulal

A aula 1 estd esquematizada para dois momentos pedagdgicos sendo eles |

Problematizacdo Inicial e Il de Organizacdo do Conhecimento.

A fase | — Problematizacdo Inicial — é aquela que pretende despertar no aluno a
consciéncia de que ha situacbes problemas que ele ainda ndo € capaz de resolver de maneira
adequada com o conhecimento prévio que possui, bem como, através da interacdo professor-
aluno, revelar ao professor qual o conhecimento prévio que o aluno possui com relacdo aos
conceitos e contetdo que se pretende abordar, assim, é imprescindivel que haja inicialmente
um dialogo entre professor e aluno. Com o intuito de fomentar esse dialogo sugerimos que seja
exibido o video Double Pendulum ( ) que

mostra um péndulo duplo através do qual o professor pode explorar os seguintes aspectos:

| —a importancia da resolucéo desse problema para os dias atuais;
Il — a dificuldade de se estruturar a resolucdo desses problemas com o formalismo

newtoniano;

Il — explorar através de questionamento qual seria a alternativa se é que ha, de se

resolver esse problema sem o uso da mecanica newtoniana;

IV — colocar a equagéo diferencial (3) que resolve o problema do pendulo duplo na lousa

e perguntar se eles saberiam como resolver essa equacao.

V — perguntar como se pode ter ideia da sensibilidade de um determinado sistema as

condigdes iniciais.
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A fase Il — Organizacdo do Conhecimento — é aquela na qual, atraves da orientacdo do
professor, os conceitos de fisica necessarios para a compreensdao dos temas e da
problematizacéo inicial séo estudados. Apresenta-se entdo nessa altura da aula o formalismo de

Lagrange chegando-se até a Equacdo 1.

d (61:) (GL) — 0
dt\ag’) \ag)
e utiliza-se a mesma para resolver o problema do péndulo simples como demonstrado
no capitulo 3 chegando-se a Equagéo 2

0" + %sen@ =0

Pode-se perguntar para os alunos, “sera que realmente essa equagdo descreve o
movimento de um péndulo simples?”, e como ferramenta de investigacao o professor apresenta

a Simulagdo 1 que esta nomeada como “01 Péndulo Simples.ntb”.

Vale lembrar que a simulacdo 1 é apresentada aos alunos principalmente para credenciar
essa estrutura de programacdo para resolver outros problemas realmente complexos assim, €
importante que o professor exponha em linhas gerais o algoritmo que ira gerar a simulacéo do

péndulo simples.

Essa explicitacdo do funcionamento do algoritmo de resolucdo pode comegar com uma
breve explicacdo do terceiro Box (Figura 23) que aparece logo no inicio do programa que gera
a simulacdo do péndulo simples com o objetivo de que os alunos visualizem a correlagdo
existente entre os elementos desse Box e a equacdo 1 de Euler-Lagrange que foi apresentada na

lousa.

Lagrangiana[T , V_, Q : 0, genCoords List] :=
Module[{L=T-V}, (D[D[L, D[#, t]], €] -D[L, #] == Q) & /@ coord]

Figura 23 — Algoritmo de Resolucao.

Note que a estrutura entre chaves logo ap6s o comando Module corresponde a
Lagrangeana (L = T — V) e logo a seguir temos a estrutura (D[D[L, D[#,t]],t] — D[L, #] ==

Q)que corresponde exatamente a Equacdo 1 mas ainda com a varidvel Q ndo definida.
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A estrutura de resolucdo adotada nessas simulacfes permite que a priori determinemos
uma sentenca matematica como por exemplo (L =T —V) ou (D[D[L,D[#,t]],t] — D[L, #] =
= Q) e posteriormente informemos ao programa quais os valores que as variaveis (T, V e Q)
irdo assumir, assim, € importante que o professor, ao apresentar essas rotinas aos alunos deixe
claro que esse programa permite nos darmos ao luxo de nem mesmo montarmos a lagrangeana
de um determinado problema, muito menos resolver as respectivas equacdes de Euler-
Lagrange, bastando para tanto informar corretamente a estrutura de formacéo das energias

cinéticas e potencial como veremos a seguir.

‘coord: (61t}

{elt])

‘x[t_] = L1«Sin[6[t]]

‘y[t_] = -L1«Cos[6[t]]

|
|
|
‘m sin[@[t]] ‘
|
|

-L1Cos[B[t]]

T=(1/2)#m ((x"[t])*2+ (y'[t])*2)
V=mxgxy[t]

Q=0;

% m (L1° Cos[0[t]] &'[t]® + L1% Sin[o[t]]? &' [t]?)

-gLimCos[O[t]]

Figura 24 — Quadro de Programacéo.

Na primeira linha desse quadro da programacdo (retangulo azul) da Figura 24, temos a
definicdo de qual sera a varidvel sob a qual o programa deve executar as derivadas da estrutura
equivalente a equacdo de Euler-Lagrange e na segunda linha (retdngulo branco) temos a

confirmacé&o por parte do programa que 0 mesmo assimilou o comando.

Na terceira linha (retangulo azul) temos a defini¢do de uma funcdo x(t) que relaciona
0 comprimento da haste (L1) com sua posi¢do angular 6(t) em relacdo a um eixo x que tem
origem na articulagdo do péndulo com valores positivos a direita. Na quarta linha (retangulo

branco) o programa confirma a informacé&o fornecida.

Temos na quinta linha (retdngulo branco) o mesmo tipo de informacéo da terceira linha

mas aqui com relacdo a um eixo y de origem na articulacdo do péndulo e com valores positivos
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para cima deste ponto e na linha seguinte a confirmacdo do programa com relacdo a esta

informagéo.

Nas préximas 3 linhas (grande retangulo azul) temos a definicdo da energia cinética T
em funcgdo de x(t) e y(t) informados ao programa na terceira e quinta linha , temos também a
definicdo da energia potencial V em funcdo de y(t) e finalmente da varidvel Q. Nas duas
ultimas linhas temos (dois ultimos retangulos brancos) temos a confirmacao do entendimento

das energias cinética e potencial respectivamente ja com as devidas derivadas efetuadas.

Na Figura 25 a seguir temos as quatro linhas que dizem respeito a definicdo da

lagrangeana do sistema (L = T — V) e da equacdo de Euler-Lagrange Equagéo 1.

lagrange = Lagrangiana[T, V, Q, coord] // FullSimplify

{Lln (gSin[8[t]] +L167[t]) = 0}

eql = lagrange[[1]]

Llm (gSin[6[t]] +116"t]) = 0

Figura 25 — Definicdo da Lagrangeana.

Na primeira linha temos o acionamento da variavel “lagrange” que ja& havia sido
determinada anteriormente mas que neste ponto ira trabalhar com as novas definicdes de T, V
e Q e em seguida temos, na segunda linha (retangulo branco), a lagrangeana (L =T — V)

encontrada pelo programa.

Na terceira linha (retangulo azul) é dado o comando para executar a sub-rotina que
gerard na proxima linha (retdngulo em branco) a equacdo de Euler-Lagrange Equacdo 1 que

pode ser confrontada com a equacéo que o professor definiu na lousa com os alunos.

Podemos dizer que aqui acaba o primeiro dos trés blocos da apresentacdo da simulagdo
e o professor pode passar para o segundo bloco que trata em especial da obtencdo da solugdo
numérica da equacdo de Euler-Lagrange encontrada pelo programa e do uso dessas solugdes

para gerar a animacéo interativa e os graficos que s@o parte dessa simulacao.

A Figura a seguir mostra a sub-rotina de resolucdo da equacdo de Euler-Lagrange

encontrada pelo programa.
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Style [Manipulate[

solucao = NDSolve[{Llm (g Sin[6[t]] +L167[t]) = 0,
e[0] == 60, 6'[0] == V0},
e[t], {t, 0, tmax}];

fa[t ] =6[t] /. First[solucao];

Figura 26 — Sub-rotina de Resolucéo da Equacao de Euler-Lagrange

Temos inicialmente a variavel solucao recebendo os valores do comando NDSolve que
ird gerar solugdes numeéricas para a equacao que vem logo a seguir segundo as condigdes iniciais
que serdo definidas mais a frente pelo usuério e armazenadas nas varidveis 6[0] e 6'[0] que
correspondem respectivamente a posi¢cdo angular e velocidade angular inicial do corpo
cilindrico do péndulo. E importante destacar que as respostas numéricas serdo encontradas para

0(t) serdo armazenadas na variavel 8a[t] conforme a ultima linha da figura anterior.

A Figura 27 mostra o inicio dos comandos de desenho da animacao propriamente dita.

Show [ {
Graphics3D[{

Rotate[{Gray, Cuboid[{-0.05, 0, 0}, {0.05, 0.05, -L1}]}, ®a[t], {0, -1, 0}, {0, 0, 0}],
Gray, Cylinder[{{0, 0, 0}, {0, 0.05, 0}}, 0.05],

| '
Red, Cylinder[{{Ll*Sin[ea[t]], 0.05, -L1«Cos[Ea[t]]},
{L1xSin[Ba[t]], 0.15, -L1xCos[6a[t]]}}, 0.2 (m)~(1/4)],
Red, Cylinder[{{Ll=*Sin[Ba[t]], 0, -L1«Cos[Ba[t]]},
{Ll1%Sin[6a[t]], -0.10, -L1 #Cos[6a[t]]}}, 0.2+ (m)*(1/4)],
Black, Cylinder[{{Ll % Sin[6a[t]], 0, -L1xCos[Ba[t]]},
{Ll1wSin[Ba[t]], -0.25, -L1xCos[6a[t]]}}, 0.1],

Figura 27 — Comandos de Desenhos da Animagao

O importante aqui € que o professor destaque que 0 programa usara as solugdes
numericas das equacOes armazenadas na variavel 6a[t] para gerar os movimentos das figuras
(cubos e cilindros) que compde a animacgédo conforme pode-se perceber em todas as linhas, bem
como os parametros que serdo definidos pelo usuario como comprimento do péndulo (L1) e

massa (m) que também pode-se perceber nesta Figura.
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Por Gltimo, nesse segundo bloco da apresentacéo, o professor pode rolar a programagao
até a regido mostrada nas Ultimas duas figuras (Figura 28 e 29) que tratam respectivamente da
construcdo do gréafico (fxt) e das sub-rotinas que permitem a criacdo da area de controle de
parametros onde o usurario ird definir a massa do péndulo (m), comprimento do péndulo (L1),

posicao inicial 80, gravidade (g) entre outros.

Dynamic|
Show[Plot[Ea[t], {t, 0, tmax},
Epilog - {Red, PointSize[0.03], Point[{tl, 6a[tl]}]},

LabelStyle -+ Directive[13],
FrameLabel » {"t", "e (t)"},
PlotStyle » Directive[Darker[Red], Thick],
GridLines - Automatic,
GridLinesStyle 5 Directive[Black, Dashed],
Frame - True,
PlotRange - All,
ImageSize -+ 0.51,
PlotLabel - Style["6 x t", 15] ] ]

1,

Figura 28 — Comandos de Construcdo do Grafico (6xt).

Delimiter,
Item["Variaveis do Aparelho", DefaultBaseStyle - {Bold, 15, FontFamily - "Helvetica"},
Alignment -+ Center],

{{m, 1, Style["Massa(kg)", "Helvetica", 15]}, .1, 10, .1, ImageSize - Small,

Appearance - "Labeled"},

{{L1, 1, Style["Comprimento da haste(m)", "Helvetica", 15]}, .1, 5, .1, ImageSize -+ Small,
Appearance - "Labeled"},

Delimiter,

Item["Variaveis do Movimento", DefaultBaseStyle » {Bold, 15, FontFamily » "Helvetica"},
Alignment - Center],

{{e0, -pi/4, style["Angulo Inicial(rad)", "Helvetica", 15|}, -2Pi, 2Pi, .1,
ImageSize » Small, Appearance - "La.beled"} '

{{Vv0, 0.2, Style["Velocidade Inicial (rad/s)", "Helvetica", 15]}, 0, 10, .1,
ImageSize -» Small, Appearance - "Labeled"},
{{g, 9.8, Style["Gravidade (m/s?)", "Helvetica", 15]}, .1, 20, .1, ImageSize —» Small,

Figura 29 — Comandos de Criag&o da Area de Controle de Parametros.

Finalmente pode agora o professor mostrar a parte mais dindmica da simulacdo que é a

animacao, o gréafico e a area de controle de parametros conforme a Figura 30.
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©

Controle do Tempo
Tempo (s}

[ 1 EPEEEIE
Tempo maximo (s} —_n
Varidveis do Aparelho
Massalkg) _D_ 4a
Comprimento(m) _D_ 17
Variaveis do Movimento
Angulo Inicial(rad) —f—s
1
Velocidade Inicial (rad/s) .D_ [iH]
Gravidade (mjs%) — (s

magam

Tamanhs daimagen

Figura 30 — Tela Principal da Pimulacdo do Péndulo Simples.

E importante que o professor ressalte que essa tela esta dividida em 3 areas sendo uma
a da animacdo, outra a de um Unico grafico nesse caso e a area de controle de parametros.
Também é necessario que o professor acione o botdo play do tempo e mostre a animacao

funcionando e sua modificacdo quando os parametros sao alterados.

Agora seria interessante o professor lembrar os alunos do questionamento inicial antes

da apresentagdo da simulagdo “sera que realmente essa Equagao.
0" + %sen@ =0

descreve o movimento de um péndulo simples?”

Agora que o grupo tem em m&os uma simulacdo que foi construida com o formalismo
lagrangeano basta, para medir o sucesso ou fracasso desse formalismo, submeter a simulagéo a
uma condicdo inicial que devera produzir uma resposta conhecida obtida através de outras
estruturas de resolucdo ja conhecida pelos alunos como por exemplo calcular a velocidade
minima (Figura 31) que o péndulo deve ter para conseguir dar uma volta completa usando

apenas a conservacao de energia e testar isso na simulagdo como sugerido a seguir.
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Figura 31 — Velocidade Minima.

EA:EB

UA+KA:UB+KB

mVz?

—-mgL1l +

Vy=.2.9.L1

e como

Temos

=mgL1+0
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para L1 =2,5m e g = 10m/s? chegamos a

0'=4rad/s

Agora basta o professor ir a &rea de controle de parametros e colocar no item
Comprimento da haste (m) valor 2,5, no item Angulo inicial (rad) valor 0 no item Velocidade
inicial (rad/s) valor 4 e finalmente no item Gravidade (m/s?) impor o valor 10 e acionar o bot&o
play do tempo para observar a situacdo de velocidade minima para uma volta completa
mostrada pela animacao e pelo gréfico. Pode-se ainda explorar o valor de 4,1 e 3,9 o item
Velocidade inicial (rad/s) na simulacéo para mostrar que o valor 4 é realmente aquele que divide

dois comportamentos distintos para esse sistema; executar ou ndo uma volta completa.

Assim o professor pode agora argumentar que o formalismo lagrangeano consegue
representar muito bem essa situagdo uma vez que uma simulagdo computacional elaborada com

sua estrutura responde da forma esperada com relacdo a resultados previstos.

O professor pode, ao fim da aula, ressaltar o beneficio de se ter uma simulacéo
computacional para testar os calculos realizados no papel e ainda para conseguir a resolucao
numeérica das equacfes de movimento de sistemas sem ter necessariamente que conseguir ao
menos montar a lagrangeana do sistema, mas apenas fornecer as funcées x(t) e y(t) em relagdo
ag().

5.2 Aulas?2

A aula 2 esta planejada para esgotar o segundo momento pedagdgico — Organizagdo do
Conhecimento e iniciar o desenvolvimento do terceiro momento pedagdgico — Aplicacdo do
Conhecimento sendo que este ultimo é aquele no qual estimula-se o estudante a aplicar o
conhecimento adquirido no momento anterior em situacoes diferentes das ja apresentadas, com

0 intuito de que o estudante se aproprie realmente do conteido apresentado.

Deve-se comecar esta aula retomando rapidamente parte da aula anterior, ou seja,
mostrando a simulacdo do Péndulo Simples, escrevendo a lagrangeana do sistema e a equagédo
de Euler-Lagrange para esse sistema e comparando com as equagdes encontradas pelo
programa. E interessante também relembrar a situagio da velocidade angular inicial minima no

ponto mais baixo da trajetoria necessaria para executar uma volta completa.



62

Como essa é uma outra aula mas que ainda contempla o segundo momento pedagogico
— Organizacdo do Conhecimento se faz necessario a abordagem de um segundo problema para
se atingir o nivel almejado no segundo momento pedagdgico, para tal foi pensado a
apresentacdo de um segundo problema seguido por sua respectiva simulacdo, sendo entao
escolhido o problema do Péndulo Duplo. E bastante interessante a apresentacdo desse segundo
problema por se tratar de uma situacdo semelhante a do péndulo simples no que diz respeito ao
equacionamento mas que apresenta suas particularidades que vao permitir ao aluno distinguir
0s aspectos gerais do formalismo lagrangeano para serem aplicados em outros problemas como
por exemplo a equacéo de Euler-Lagrange definida para duas variaveis (81 e 62).0utro aspecto
bastante relevante pode ser apresentado aqui que é a ja comentada anteriormente vantagem
algébrica que o formalismo Lagrangeano apresenta para o equacionamento deste problema com
relacdo ao formalismo newtoniano, o professor pode abordar este aspecto mostrando uma
possivel abordagem newtoniana do problema como a que apresentamos no capitulo 3 apenas
com slides e depois equacionar o problema juntamente com os alunos usando o formalismo

lagrangeano até a equacdo de Euler-Lagrange (Equacéo 1).

A exemplo do que foi feito na aula 1 com relagéo a apresentacao da primeira simulacéo,

sugerimos aqui algo semelhante mas que pode ser feito com uma velocidade um pouco maior:

e Mostrar a estrutura responsavel por montar a lagrangeana do sistemas e as

equac0es de Euler-Lagrange conforme a Figura a seguir:

Lagrangiana[T , V., Q : 0, genCoords List] :=
Module[{L=T-V}, (D[D[L, D[#, t]], t] -D[L, #] == Q) & /@ coord]

Figura 32 — Estrutura de Montagem da Lagrangeana do Sistema.

e Apresentar o equacionamento das coordenadas em forma de funcdo que agora

serdo quatro por termos duas massas (ml1 e m2), conforme a Figura 33 a seguir:
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‘coord = (01[t], €2[t]}

{e1[t], e2[¢]}

‘xl[t_] = L1«Sin[O1[t]]

‘yl[t_] = —LlxCos[61[t]]

‘m sin[e1[t]] ‘
-L1Cos[61[t]] ‘

x2[t ] = x1[t] + L2 x Sin[62[t]]

‘Ll Sin[@1[t]] + L2 Sin[62[t]] ‘

y2[t ] =yl[t] - L2 «Cos[62[t]]

-11Cos[61[t]] - L2 Cos[62[t]] ‘

Figura 33 — Equacionamento as Coordenadas em Forma de Funcéo.

e Apresentar a montagem das energias cinéticas (T) e potencial (V) e as
respectivas Lagrangeanas do sistema e suas equacdes de Euler-Lagrange, é
importante que o professor chame a atengdo dos alunos para a complexidade das
equacOes que estdo sendo encontradas pelo programa com relagdo ao grande

numero de termos conforme a Figura 34 a seguir:

T=(1/2)»ml ((x1'[t])"2+ (y1'[t])*2) + (1/2)«m2 ((x2'[t])*2+ (Yy2'[t])"2);
V=mlxgxyl[t] +m2+xgxy2[t];
Q=0;

lagrange = Lagrangianal[T, V, Q, coord] // FullSimplify

{11 (12 m2 sin[e1[t] -82[t]] 82'[t]* +
(ml+m2) (gSin[61[t]] +L161”[t]) + L2 m2 Cos[61[t] -62[t]] 62" [t]) =0,
L2 m2 (gsin[62[t]] - L1 Sin[e1[t] -62[t]] 61'[t]® + L1 Cos[61[t] -62[t]] 617 [t] + L2 62" [t]) = 0}

|eq1 = lagrange[[1]] |

L1 (L2 m2 Sin[e1[t] -62[t]] 62 [t]® +
(ml+m2) (gSin[61[t]] +L161"[t]) + L2 m2 Cos[1[t] - 62[t]] 62" [t]) = 0

|eq2 = lagrange[[2]] |

‘LZ m2 (gsin[e2[t]] - L1 Sin[e1[t] - 62[t]] 1'[£]? + L1 Cos[61[t] - 62[t]] 617 [t] + L2 62" [t]) = 0 ‘

Figura 34 — Energias Cinéticas, Potenciais e as Respectivas Lagrangeanas do Sistema.

e Apresentar a rotina de resolucdo numérica das duas equagdes de Euler-Lagrange
encontradas pelo programa conforme a Figura 35 e as variaveis que iréo

armazenar essas solucdes (fa[t] e 6b[t]).
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Style [Manipulate|

solucao =
NDSclve[
{r1 (L2 m2 sin[ei[t] - €2[t]] €2'[t]® + (ml +m2) (g Sin[e1[t]] +Tie1”[t]) +
1.2 m2 Cos[01[t] - 62[t]] ez"[t]) =0,
L2m2 (gSin[62[t]] - L1 Sin[61[t] - 62[t]] €1'[t]” + L1 Cos[61[t] -02[t]] O17 [t] + L2 62" [£] ) ==
0,
61[0] == 610, 61'[0] == 0,
©2[0] == 820, ©2'[0] == V20},
{e1[tl, e2[tl}, {t, 0, tmax}];

a[t ] =01[t] /. First[solucao];
6b[t ] =82[t] /. First[solucao];

Figura 35 — Rotina de Resolu¢do Numérica das Equac@es de Euler-Lagrange.

e Conforme mostrado na Figura 36, indicar para os alunos que os desenhos criados
pelo programa usam as respostas das solucdes numérica armazenadas nas

variaveis 0a[t] e @b[t] bem como os dois graficos gerados nessa simulacao.

Show [ {

Graphics3D[{

Rotate[{Gray, Cuboid[{-0.05, 0, 0}, {0.05, 0.05, -11}1}, ea[t], {0, -1, 0}, {0, 0, 0}1,
Gray, Cylinder[{{0, 0, 0}, {0, 0.05, 0}}, 0.05],

Red, Cylinder[{{x1[t], 0.05, yi[t]}, {x1[t], 0.15, y1[t]}}, 0.2% (m1)~(1/4)],
Red, Cylinder[{{x1[t], O, y1[t]}, {x1[t], -0.10, y1[t]}}, 0.2 (ml)~(1/4)],
Black, Cylinder[{{x1[t], O, yi[t]}, {x1[t], -0.25, y1[t]}}, 0.1],

Figura 36 — Comandos de Criacdo da Animacéo.

e ¢ finalmente apresentar aos alunos a parte gréafica da simulacdo na qual é
importante novamente destacar que a mesma estid dividida entre 3 areas

(animacdo, graficos e controles de parametros) conforme a Figura 37.
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Tipo de Gréfico for &)

&x t

Controle do Tempo

Tempo (5) _(}_
L EPHERE
Tempo maximo (s) e 20

Variaveis do Aparelho
Massa 1(kg) _D_ 1
Comprimento da Haste 1 (m) e . - 18
Massa 2 (kg) B L——
Comprimento da Haste 2 (M) e s 1.7

X Variaveis do Movimento
Angulo inicial da Haste 1 (rad) B ! m
Angulo inicial da Haste 2 (fa0) emme{jm  *
Velocida inicial da massa 2 (1a0d/S) e Jrmm - 02
Gravidade (M/s”) e - 22

imagem

Tamanha daimagem | 830

Figura 37 — Tela Principal da Animacéo do Péndulo Duplo.

Note que agora, na area de graficos temos duas possibilidades de visualiza¢do sendo o
grafico de 6,xt e 6,xt , diferentemente da simulacdo do péndulo simples no qual tinhamos
apenas um tipo de gréafico, sendo assim, é importante o professor chamar a atencédo para essa
diferenca. Além disso o professor deverd ainda mostrar rapidamente que essa simulacdo
também ¢é sensivel as modificacdes dos parametros da area de controle (massas, comprimentos

de hastes, gravidade, etc).

Nesse terceiro e ultimo momento pedagdgico os estudantes devem colocar em pratica
0s conhecimentos apresentados até aqui em situacdes diferentes das duas apresentadas
anteriormente afim de que, através do esfor¢o pessoal ou em grupo para resolver 0s novos
problemas propostos, cada estudante internalize realmente os conceitos que até o presente
momento foram apresentados apenas na lousa, slides ou por meio das duas simulagdes ja

apresentadas.

Para que esse novo momento pedagdgico ocorra de maneira eficiente e eficaz
planejamos dividir os alunos em grupos de 3 ou 4 pessoas de forma que possam interagir entre
si para, através da troca de suas impressdes, chegarem de maneira mais rapida e segura as

solugdes dos problemas que o professor ird propor.



Ap0s os grupos formados o professor deve apresentar as 4 situag@es a segulir:

e Péndulo Triplo.

Figura 38 — Péndulo Triplo.

e Péndulo com Movimento Vertical.

Figura 39 — Péndulo Com Movimento Vertical.
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Paraoqual 1y, = Acos(wt)

Péndulo com Movimento Horizontal.

Figura 40 — Péndulo Com Movimento Horizontal.

Paraoqual x,; = Acos(wt)

Péndulo Elastico.

Figura 41 — Péndulo Elastico.
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e pedir que cada grupo determine para cada situacao:
| - as coordenadas generalizadas;

Il - as energias cinéticas e potencial;

I1l - a lagrangeana de cada sistema;

IV - e as equagdes de Euler-Lagrange para cada coordenada generalizada.

Obviamente enquanto os grupos discutem as possiveis solu¢des o professor deve estar
acessivel para dialogar com cada grupo pois € nesse momento que as davidas realmente surgem
mas é também através superacdo dessas dificuldades que os conceitos sdo realmente
internalizados e cada individuo torna-se autbnomo para aplicar as novas ferramentas em outras
situacoes.

Apds o professor perceber que todos 0s grupos propostos para chegaram a algum tipo
de solucdo para cada item, é hora de apresentar para toda a sala uma possivel resposta para cada
item e discutir com os alunos o caminho trilhado para chegar-se a cada uma das respostas, a

seguir temos uma sugestao de resposta para cada item proposto anteriormente:
Péndulo Triplo

Coordenadas generalizadas sdo 64,0, e 05

X, = Lisenb, ; y; = —L,cos0,
x, = L,senf;+L,senf, ; y, = —(L,cos0; + L,cos0,)
x3 = Lysenf;+L,senf,+Lzsenbs ; y; = —(L;cos8; + L,cos8, + L3cos05)

T—lm (x12 + ’2)+1m (x52 + ’2)+1m (x52 + 3%
=M V1 5 Ma2(X2 Y2 5 M3 X3 V3

V=migy, + mygy, + mzgys

L=T-V

L_l 2 r2 1 12 12 1 12 12y
_Zml(xl + Y1 )"‘zmz(xz + Y2 )+2m3(x3 +y3°) — (M gy, + mygy,

+ m3gys)



d (613) (E)L) —0
dt \ae’ 6)

d ( 0L ) (613) —0
dt\ae,’ 26,/
d ( oL ) (c’LC) — 0
dt\ae,’ 20,/

d(c’)L) (E)L)_O
dt \oe,’ 00,/

Péndulo com Movimento Vertical.
Coordenada generalizada 6

x = Lsen® ; y = Acos(wt) — Lcos6

1
T = Em(x’2 +y'%)

V =mg(Acos(wt) — LcosO)

L=T-V
1
L= Em(x’2 +y'%) — mg(Acos(wt) — Lcos8)
d ((’)L) <6L> _0
de\ae’/ \ao)

Péndulo com Movimento Horizontal.

Coordenadas generalizadas r e 6

T = %m(r'(t)z +7()%0'(t)?)
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V= %k(r(t) —19)% — mgr(t)Cos(8(t))

L=T-V

1 1
L=om@' (O +7(0)20"(0)*) = G (r() —70)* = mgr(¢)Cos(6(1)))

d (612) (6L) — 0
dt \or' or)

d(aL) (613)_0
dt \ao’ 20)

Ap0s apresentar essas possiveis respostas para cada uma das quatro situacdes problemas
o0 professor pode chamar a atencdo para o fato de ser extremamente oneroso conseguir obter
manualmente as equacdes de Euler-Lagrange ou até mesmo a Lagrangeana de sistemas como
0 péndulo triplo, mas que com as simulacbes deste trabalho ou com outras ferramentas
computacionais torna-se bastante simples, ¢ importante frisar ainda que somente aquele que
realmente domina os conceitos fisicos e matematicos envolvidos em cada uma dessas situacoes
é que tem possibilidade de beneficiar-se das facilidades de tais ferramentas computacionais bem
como entender os resultados que elas produzem do contrario, quem tenta fazer uso dessas
ferramentas assemelha-se a uma crianga que ainda ndo dominando as quatro operagdes basicas
da aritmética brinca com uma calculadora cientifica sem ter nogédo das respostas que tal aparelho

fornece.

Finalmente o professor apresenta as 4 simulac@es deste trabalho (péndulo triplo,
péndulo com movimento vertical, péndulo com movimento horizontal e péndulo elastico) de
forma semelhante a apresentacéo ja feita com as simulagdes do péndulo simples e péndulo
duplo, ou seja, destacando em cada uma as estruturas que irdo gerar as Lagrangeanas dos
sistemas, as equacdes de Euler-Lagrange e, desta vez principalmente, chamando a atencdo para
as resolucdes que o programa fornece para cada equacao (Energia Cinética, Energia Potencial,
Lagrangeanas, etc) e ainda conseguindo fornecer solugdes numeéricas das equacdes encontradas
e fazer animacdes e graficos dessas solucdes, algo que vai muito além do que se conseguiria

fazer apenas com caneta e papel ou ainda giz e lousa.
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53 Aula3

As A aula de numero 3 € a Ultima das trés aulas planejadas para esta atividade e trata
Unica e exclusivamente do terceiro e ultimo momento pedagogico que é o da Aplicacdo do
Conhecimento. Essa aula foi planejada quase que exclusivamente sobre atividades de
investigacao de situacOes criadas para serem respondidas pelos alunos utilizando as simulagdes

computacionais.

O professor devera comecar essa aula retomando rapidamente as 4 situacfes problemas
estudadas na aula anterior e de forma rapida, suas respectivas lagrangeanas e equacées de Euler-
Lagrange, poderé tambeém abrir uma das simulagdes e relembrar a forma como essas equagdes
aparecem no programa e como sdo resolvidas dentro da estrutura dos mesmos. A seguir 0
professor pode anunciar que nesta aula o trabalho em equipe dos alunos sera de investigacao
mais profunda dos resultados obtidos das equacGes da aula passada, e abrindo a simulacéo do
péndulo simples exemplificar o trabalho desta aula da seguinte forma: “Sera que o movimento
do péndulo simples depende da massa?” Alterar entdo a massa na area de controle de parametros
e verificar que ndo ocorre nenhuma modificacdo no movimento do péndulo. Destacar para 0s

alunos que a equacdo de Euler —Lagrange encontrada pelo programa

L1m(gSin[6[t]] + L168"[t]) == 0
Pode ser reescrita no seguinte formato:

Le"(t) + gsen(@(t)) =0

Equacdo essa que realmente ndo apresenta dependéncia da massa m.

O professor pode da mesma forma levantar a questdo: “O que se espera do
comportamento desse péndulo de aumentarmos seu comprimento?”. Da mesma forma altera-se
o comprimento do péndulo na area de controle de parametros e verifica-se que quanto maior o
comprimento do péndulo maior sera seu periodo. Por ultimo o professor pode perguntar “Sera
que o péndulo simples é um sistema que apresenta grande sensibilidade a mudancas de
condi¢cdes iniciais?”. Ao alterar os parametros como comprimento, gravidade, velocidade
inicial ou posicéo inicial é possivel perceber que esse sistema ndo altera bruscamente seu
comportamento chegando-se assim a conclusdo de que esse sistema apresenta pouca

sensibilidade a modificagfes nas condigdes iniciais. O professor anuncia entdo que este sera o
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trabalho dos alunos, investigar o comportamento dos sistemas estudados na aula passada no que
diz respeito a sensibilidade as mudancas ocorridas nas condicdes iniciais bem como entender
melhor de que forma os pardmetros como massa, gravidade, comprimentos, influenciam no
movimento de seus componentes e pede para que os alunos dividam-se em grupos de 3 ou 4

pessoas.

A seguir o professor anuncia que as questfes respondidas por eles devem ser as

seguintes:
Com relacdo ao péndulo duplo e péndulo triplo:

| - As massas e a gravidade tem influéncia nos movimentos desse sistemas? De que

forma e porque ocorre essa influéncia?

Il - Esses sistemas apresentam grande sensibilidade as mudancas de condi¢@es iniciais?
Como chegaram a essa conclusdo? Quais dos dois sistemas parece ser mais sensivel a mudancas
de condigdes iniciais?

Com relagéo ao péndulo com movimento vertical e movimento horizontal as questdes
respondidas devem ser:

| - As massas e gravidade interferem nos movimentos e que modo? Explique porque.

Il - A amplitude e a pulsagéo interferem de que modo nos movimentos dos péndulos?

I11 - Os sistemas sdo tdo sensiveis a mudancgas de comprimentos das hastes ou mudancas

nas massas quanto os péndulos duplo e triplos?

Com relagdo ao péndulo elastico as questbes respondidas devem ser:

| - A massa, constante elastica e comprimento inicial da mola interferem no movimento

do péndulo elastico? Como cada uma dessas caracteristicas interferem no movimento?

Il - Esse sistema sempre apresenta movimento periédico? Como chegaram a essa

conclusdo?

Para levar os alunos a ultima investigagdo o professor exibe o filme Control of Double
Inverted Pendulum ( ) e pede para que
encontrem os valores para 0 movimento equivalente ao péndulo invertido nas simulacdes do

péndulo com movimento vertical.
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Apos alguns minutos de tentativas dos alunos o professor pode mostrar uma das
possibilidades de movimento de péndulo invertido da simulacdo Péndulo com Movimento
Vertical, colocando na area de controle de parametros os seguintes valores:

Massa (Kg) =10

Comprimento (m) = 3,4

Angulo Inicial(rad) = =

Velocidade Inicial (rad/s) = 0.2

Amplitude (m) =2

Pulsacéo do Suporte (rad/s) =5

Gravidade (m/s?) = 9,8

Pode-se ainda pedir que os alunos cologuem exatamente esses valores em suas

simulacdes e descubram quais desses parametros ndo influenciam para modificagdo do

movimento de péndulo invertido.

Esta é a sugestdo para um conjunto de trés aulas de aproximadamente 100 minutos cada
uma para 0 ensino superior para uma sala de aproximadamente 40 alunos com acesso de um
computador para pelo menos cada 3 alunos com enfoque principal de administrar o contetdo
inicial de formalismo lagrangeano utilizando as seis simulagdes apresentadas neste trabalho
para exemplificacdo e fixacdo do conhecimento e interatividade com simulacdo de sistemas

muito proximos da realidade.
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6 Um Exemplo de Aplicacdo em Laboratorio Didatico

Este Capitulo versa sobre o uso de uma das simulagdes elaboradas e que foi utilizada
como recurso pedagogico com alunos de graduacao do curso de engenharia do primeiro ano do
Instituto Tecnoldgico de Aeronautica (ITA) na matéria intitulada Laboratorio de FIS-26 e
coordenada pelo professor José Silvério Edmundo Germano que € o orientador deste trabalho.
Tal matéria tem por objetivo propiciar o contato dos alunos com experimentos didaticos que
auxiliem, conforme a ementa do curso, o aprendizado de alguns topicos de Mecanica Classica
tais como Dinadmica do Corpo Rigido, Movimento Oscilatorio, Movimento Ondulatoério,

Gravitacdo e Mecanica Analitica.

E importante esclarecer, antes de continuarmos este capitulo, que o método de trabalho
escolhido pela equipe coordenadora desta matéria nao € aquele que tradicionalmente é adotado
nos cursos de laboratorios para engenharia no qual os alunos sdo separados em pequenos
grupos e, geralmente apds um introducdo tedrica dada pelo professor da matéria, precisam
coletar dados de dispositivos previamente montados por um técnico sobre bancadas e
posteriormente apresentarem um relatério que no geral contém uma descri¢cdo dos conceitos
fisicos que regem o funcionamento de tal experimento, uma descri¢do do experimento, os dados
coletados, uma comparacao entre esses dados coletados e aqueles previstos pelo modelo teérico
e uma conclusdo que deve entre outras possibilidades conter hipdteses que possam esclarecer
as causas das diferencas entre os valores previstos pelo modelo tedrico e aqueles coletados pelo

grupo de alunos.

A estratégia escolhida pela coordenacdo dessa matéria se diferencia da estratégia
comumente adotada em laboratérios didaticos descrita anteriormente principalmente pelo fato
dos alunos poderem sugerir quais problemas eles mesmos irdo estudar e proporem experimentos
gue abordem o0s conceitos necessarios para a resolucdo de tais problemas, desde que essas
situacOes tenham o envolvimento necessario com os assuntos da ementa da matéria Laboratorio
de FIS-26. Essa metodologia de trabalho baseia-se em uma estratégia de ensino denominada
PBL (Problem Based Learning), também denominada ABP (Aprendizagem Baseada em
Problemas). O PBL é uma estratégia de ensino-aprendizagem que tem em seu foco principal os
estudantes que véo, paulatinamente, tornando-se responsaveis por sua propria aprendizagem e
assim, dentro desse processo, vao tornando-se cada vez mais independentes do professor, desta
maneira a responsabilidade do professor € fornecer orientacGes e materiais didaticos que

potencializem a aprendizagem de seu grupo de alunos.
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Descrigdo da metodologia de trabalho no laboratério.

Ao matricular-se no primeiro semestre do curso de engenharia do ITA o aluno esta
automaticamente matriculado na matéria Laboratdrio de FIS-26 tendo que comparecer as aulas

que no primeiro semestre de 2017 ocorreram todas as tardes ao longo da semana.

Dentro da metodologia norteadora (PBL) o foco principal de cada professor durante os
encontros no laboratdrio é motivar, orientar e fornecer material de apoio aos alunos, nas quais
a meta a ser atingida é a compreensdo do problema a ser estudado e que deve ser montado sobre
a bancada de trabalho do laboratério. Desta forma, no primeiro dia os alunos formam duplas e
sdo apresentados aos seguintes topicos: ementa do curso, a metodologia PBL com a qual terdo
que trabalhar, os assuntos da matéria que terdo que pesquisar nos computadores do préprio
laboratério com os quais eles tém acesso a peridédicos que comumente trazem artigos sobre
experimentos didaticos como a Revista Brasileira de Ensino de Fisica ou Journal Physics
pesquisa nome, entre outras revistas. Logo em seguida a todas as pesquisas efetuadas, cada
grupo escolhe tres experimentos que abordem os topicos da ementa e que serdo construidos e
analisados durante o curso. Para cada uma das montagens a serem estudadas e analisadas todos
0S grupos terdo que explorar varios aspectos do problema, tais como: uma simulagédo
computacional que pode ser feita em qualquer programa como por exemplo Mathematica® |
Interactive Physics, Algodoo, etc; analisar os dados obtidos por video no Tracker que trata-se
de um software freeware (grétis) de video analise que permite extrair por exemplo, dados como
posicdo, velocidade, aceleracdo de videos simples de corpos em movimento; e um relatério

escrito no formato de um artigo cientifico.

Como ja se espera, nem todas as duplas conseguem propor bons experimentos para todas
as situacBes ou experimentos que possam ser construidos dentro das limitacdes do laboratdério,
assim, em alguns casos, € necessario que os professores sugiram experimentos que o laboratério
ja possui em seu acervo. Esse foi o ocorrido com 4 duplas de alunos no primeiro semestre de
2017e, entre outros experimentos, foi-lhes sugerido a montagem experimental que

denominamos Carretel.

O Carretel que é composto de um cilindro oco de ago de Diametro Interno de
aproximadamente 90 mm com altura aproximada de 100 mm onde foram fixadas dois discos
sem furos nas bordas de Diametro Externo de 150mm aproximados, a massa total desse Carretel

é de aproximadamente 2,0 Kg (Figura 42).
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Didmetro externo
| ————

Figura 42 — Carretel (Relatério Dupla 1).

O objetivo dessa montagem experimental é estudar a dindmica de rotacdo de um corpo
rigido, sendo assim, é enrolado um barbante ao corpo cilindrico do carretel e, com 0 mesmo na
horizontal, esse barbante é puxado. Nota-se, de maneira bastante curiosa, que se 0 angulo que
o fio faz com a horizontal for abaixo de um determinado valor o carretel gira em um sentido,
mas se 0 angulo for acima de um determinado valor o sentido de giro do carretel é o oposto. O

trabalho dessas 4 duplas de alunos era o de entender e explicar esses movimentos.

Diferentemente do que geralmente se faz nesse laboratério resolvemos disponibilizar
para os alunos, além do carretel, duas simulagdes desenvolvidas no Mathematica®. O intuito de
fornecer essas duas simulacBes aos grupos antes deles mesmo produzirem suas préprias
simulacdes foi o de perceber qual o efeito que o convivio dos alunos com simulacdes de

experimentos poderia impactar o desenvolvimento de seus trabalhos no laboratorio.
A seguir temos uma breve apresentacdo das duas simulagoes.

As duas simulagdes sdo iguais com relacdo ao modelo matematico que aborda o

fendmeno conforme se segue:
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dcm

Fat

Figura 43 — Carretel - Leis de Newton.

Aplicando a segunda lei de Newton temos:

Z E. = ma:y,

FcosO — Fy = magy, (21)

Aplicando agora a somatoria de torques temos:

Z Tem = Aoy

—F.r+F;.R= al.,, (22)

Se considerarmos exclusivamente o rolamento sem deslizamento podemos admitir que

a.n = a.R e desta forma, isolando-se a forcga de atrito em 21 e 22 temos:

__ (r—RcosO)F
"~ Igp+mR2

(23)
Onde a ¢ a aceleracdo angular, R € o raio externo dos discos, r € o raio do cilindro, F ¢
a forca de tragdo aplicada ao barbante, 8 é o &ngulo que o barbante faz com a horizontal e Icm

€ 0 momento de inércia com relacdo ao centro de massa do carretel.
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Note gue se aplicarmos a condicdo a = 0, determinamos o angulo critico 6,:

0c = arccos (%)

de forma que se:

6 > 0. : a aceleracdo do centro de massa é negativa e o carretel move-se para a

esquerda;

0 = 6. : a aceleracdo do centro de massa € 0 e o carretel ndo apresenta movimento de

rotacao e se
0 < 6. : aaceleracdo do centro de massa é positiva e 0 carretel move-se para a direita.

As duas simulacbes, como pode-se verificar na proxima figura, fazem uso da Equacéo

23 para estabelecer os movimentos das respectivas animacdes e produzir os gréaficos.

Style [Manipulate [

alfa = (r-R«Cos[teta]) *F/ (Icm+m% (R*2));
If[alfa>0, ur=1 , ur = -1 1;

Figura 44 — Linhas de Comando Sobre a Equacéo 23.

Embora para as duas simula¢fes os modelos matematicos sejam 0S mesmos, essas se
diferenciam na area referente a animacgdo, de forma que uma delas contém apenas uma
animacao mais simples em duas dimensdes e uma area de controle de parametros (Figura 45)
enguanto outra, mais sofisticada, possui uma animacéo em trés dimensdes, uma area de controle
de parametros e ainda uma area com dois graficos que podem ser visualizados conforme a
vontade do usuério sendo eles da posi¢ao em relacdo ao tempo (s x t) e outro, da posi¢éo angular
em relacdo ao tempo (6 x t) (Figura 46).
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Figura 45 — Simulacgéo Simples 2d.
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Figura 46 — Simulacéo sofisticada 3d.
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Vale esclarecer que, embora as duas simulag¢des fornegcam os mesmo resultados uma vez
que obedecem ao mesmo modelo matematico, houve uma intencdo pedagdgica ao fornecer duas
simulacdes aos alunos ao invés de apenas uma delas, a simulacdo mais simples é de mais facil
compreensdo com relacdo a sua estrutura interna de programacéo o que poderia propiciar aos
alunos um entendimento mais facil de como sua estrutura interna foi escrita , ja a simulagéo
mais sofisticada poderia levar os alunos a enxergar de modo mais imediato 0 experimento em
si e ter uma visdo mais realista de como é o arranjo experimental na realidade, além de servir
como estimulo para que eles mesmos, em outras simulacdes, se esforcem para produzirem

outras mais sofisticadas.

6.1 Resultados Obtidos

Antes de quaisquer resultados obtidos especificamente para essas quatro duplas de
alunos que escolheram trabalhar com a montagem experimental do carretel é importante frisar
que, de um modo geral, a aplicacdo da metodologia PBL no laboratério didatico tem gerado
melhores resultados com relagdo ao dominio do conteldo proposto na ementa do curso que
dificilmente se atingia quando tal matéria era trabalhada da maneira tradicional, e isso torna-se
claramente perceptivel ndo apenas ao final do semestre, mas sim durante todo o processo uma
vez que a motivagdo e o envolvimento dos alunos com seu objeto de estudo sdo muito mais
profundos pois 0s mesmos, ao serem convocados a participar de maneira ativa na elaboracéao
dos experimentos, percebem-se responsaveis pelo seu aprendizado e, evidentemente, nota-se 0
crescimento de cada dupla na forma de abordagem de cada novo problema pois 0s mesmos véao
aprimorando suas habilidades de lidarem com as ferramentas e aquilo que era uma barreira a
ser superada nos primeiros experimentos torna-se recurso facilitador na compreensao de novas

situacoes.

Com relacdo especifica as quatro duplas que trabalharam com o carretel percebemos um
ganho de motivacédo para realizarem esse estudo uma vez que ja tendo em méos as simulagdes,
conforme relato dos mesmos, a compreensdo do que é relevante para os fendmenos envolvidos
no experimento ocorreu de maneira muito mais rapida. Comumente, nesse tipo de montagem
experimental, os alunos que ndo possuem a simulagao previamente procuram determinar o valor
de parametros irrelevantes como coeficientes de atrito com a superficie ou ndo percebem de
imediato que terdo que manter o angulo aproximadamente constante de aplicacdo da forca

enquanto o carretel gira para sua filmagem, com esses quatro grupos isso nao ocorreu de forma
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que ao chegarem para realizar o experimento demonstraram um incomum nivel de intimidade

com os dispositivos como se ja tivessem realizado esse experimento outras vezes.

E importante também destacar que uma das duplas que chamaremos de dupla 1
incorporou a simulacdo ao seu trabalho modificando-a ao acrescentar outros graficos que
originalmente ndo faziam parte da simulagdo mais sofisticada. Essa dupla dividiu os graficos
em dois tipos sendo eles, graficos de resultado teodricos e graficos de resultados praticos

comparativos, os graficos de resultados teéricos sdo um total de quatro graficos sendo eles:

a) Aceleracao do centro de massa pelo angulo de aplicacao da forca (Figura 47)
b) Torque pelo angulo de aplicacéo da forca (Figura 48)
c) Aceleracao angular pelo angulo de aplicacéo da forca (Figura 49)

d) Forca de atrito pelo angulo de aplicacao da forca (Figura 50)

grafteoricoacm = Plot[acm[FPhi], {Phi, 0.698, 1.221}, PlotRange —» All,
FrameLabel -+ {{"Aceleragdoc Centroc de Massa(m/s?*)", None},
{"Phi (rad)", "Aceleragdo (Tedrica)"}}]
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Figura 47 — a) Gréafico de Aceleracio por Angulo de Acdo da Forca.
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grafteoricoTorque = Plot[Torque[Phi], {Fhi, 0.698, 1.221}, PlotRange —» All
{"Phi (rad)", "Torque (Tedrica)"}}]

Torque (Tedrica)
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Figura 48 — b) Gréfico de Torque por angulo de a¢do da forca

grafteoricoAlfa = Plot[alfa[Phi], {Phi, 0.698, 1.221}, PlotRange - All
{"Phi(rad)", "Alfa (Teorica)"}}]
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Figura 49 — c) Grafico de Aceleracdo Angular por Angulo de Ac#o da Forga.



83

grafteoricoFat = Plot[Fat[Phi, acm], {Phi, 0.698, 1.221}, PlotRange —» All
{"Phi(rad)", "Forga de Atrito (Tedrica)"}}]
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Figura 50 — d) Gréfico de Forca de Atrito por Angulo de Acéo da Forca.

E dois gréficos de resultados reais sendo eles:

a) Aceleracdo do centro de massa pelo angulo de aplicacdo da forca (Figura 51)

b) Aceleracdo do centro de massa pelo angulo de aplicacdo da forca (Comparativo)
(Figura 52).

grafExperimental = ListPlot[dadosExperimentais[[R211, {2, 1}]1].
FrameLabel —» {{"Rceleracao (m/s*)", None},
{"Phi(xrad)", "Aceleragao Escalar(m/s?)
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Figura 51 — Gréfico de Aceleracio por Angulo de Acdo da Forga.
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Show [grafExperimental, grafTeorico, PlotRange —» All, FrameLabel
{"Angulo Phi(rad)", "Comparacio Grafico
Comparagao Grafico Tedrico e Experimental da Aceleragéo Escalar
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Figura 52 — b) Grafico Comparativo Aceleracio por Angulo de Acéo da Forga.

Temos aqui um exemplo muito rico de como a simulacdo estimulou os alunos a
compreenderem o problema e irem mais além, o que aqui vemos nos graficos comparativos
poderia muito bem ter sido mostrado através de tabelas , mas os préprios alunos enxergaram a
possibilidade de usar a simulacdo que ja estava finalizada como ferramenta de auxilio para o
comparativo entre os dados da previsao tedricas e aqueles obtidos experimentalmente, gerando
uma simulacdo mais robusta, atribuimos essa iniciativa por parte dos alunos a dinamica tipica
gue a metodologia PBL acaba estabelecendo, dinamica esta que estimula os alunos a
construirem seus proprios materiais sem, como de costume, rotular tais materiais de apoio como
inalteraveis e finalizados. E importante chamar a atenco para o fato de haver um grafico
tedrico de forca de atrito e ndo haver um comparativo com dados medidos uma vez que 0s
grupos perceberam em sua modelagdo matematica que esse parametro é irrelevante para este

problema.

A segunda dupla de alunos, que denominaremos dupla 2, ndo cita as simulacfes
fornecidas como parte de seu trabalho, mas também nédo informa como obteve o dado tedrico
de angulo critico (angulo de aplicacdo da forca para qual o carretel ndo gira) e apesar da

auséncia dessas informacdes no relatério final expde um grafico comparativo entre os valores
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esperados para a aceleracdo do centro de massa e seus valores obtidos através da analise de

video com o software Tracker e ainda uma curva de aproximacdo desses Ultimos valores
conforme a Figura 53.

30,00
20,00
10,00

0,00

:.
-10,00 © 0.5

a [cmy/s?)

-20,00

-30,00

-40,00 _
8 (radianos)

FIGURA 6. Grafico da aceleragdo do
centro de massa pelo dngulo 6. A linha
azul representa o resultado experimental
e a laranja, a previsdo tedrica. A reta
preta é uma aproximacdo linear para a
curva experimental.

Figura 53 — Gréafico de Comparativo entre AceleracBes da Dupla 2 (Relatorio dupla 2).

A terceira dupla (dupla 3) disponibilizou dois videos com os quais fizeram a analise no
software Tracker, é interessante perceber que nessas imagens os alunos primeiro procuram
angulos maiores para demonstrar que o carretel gira em um sentido em um dos videos e no
outro video buscam angulos menores para 0s quais o carretel gira no sentido oposto,
demonstrando claramente que ja entendiam perfeitamente o experimento quando foram fazer

essa filmagem, atribuimos esse entendimento ao convivio prévio com as simulagdes fornecidas.

Em seu relatorio escrito essa dupla cita a simulacdo de maneira bastante curiosa, pois
para eles, o resultado tedrico esperado ndo vem simplesmente da relacéo teorica da aceleracdo
angular que os mesmos demonstram, mas sim da simulac¢éo que obviamente obedece ao mesmo
modelo, dessa forma podemos inferir que essa dupla entendeu a simulagdo como seu principal

referencial tedrico e sdo os resultados desse referencial que foram comparados com os obtidos
com o software Tracker.
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Tabela 1 — Comparacio entre valores
teoricos & experimentais.

Angulo Critico (%)
Tracker 57.2
Mathematica 57.7
Variacio 1%

Ou seja, os dados expenimentais
se encaixam dentro da tolerdncia
estabelecida previamente, de maneira
que a correspondéncia entre e o tedrico
e o experimental fo1 satisfatorio.

Figura 54 — Quadro Comparativo Citando o Mathematica® (Relatério Dupla 3).

A Ultima dupla a ser analisada, dupla 4, decidiu fazer uma outra simulacdo do carretel
ao invés de utilizar as fornecidas ou incrementa-las, para tanto usaram o software Algodoo, que

é um 6timo software para a visualizacdo de algumas situacdes fisicas em duas dimensdes mas

que possui sérias limitacbes quando comparado com o Mathematica® no que diz respeito a

gerar uma animacao ou graficos que obedecam a um modelo matematico especifico, vale aqui
ressaltar que a propria dupla de alunos registra em seu relatorio essa limitagdo do software da

seguinte maneira:

“...através da simula¢ao feita no Algodoo foi encontrado um angulo similar. Devido a
limitacBes do programa, nao foi possivel simular todas os cenarios do problema proposto. Além
disso, a simulacdo ndo foi capaz de encontrar o angulo exato, apenas um em que o carretel

girava numa velocidade perto de zero.”

Consideramos que o entendimento dessa dupla com relagéo a limitag&o da simulacéo no
software Algodoo deve-se principalmente ao conhecimento das duas simulagdes previamente
fornecidas uma vez que os alunos, de posse dessas simulag¢fes, podem estimar o angulo critico

exato para quaisquer raios do carretel e ndo o conseguem fazer da mesma forma no Algodoo.

De um modo geral consideramos que as quatro duplas atingiram o objetivo minimo de
entendimento da rotacdo de corpos rigidos através dessa montagem experimental uma vez que
cada uma das duplas apresentou um relatério bem estruturado, sem erros conceituais e

demonstraram ter passado por todas as etapas que a metodologia adotada pela coordenacao da
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matéria Laboratorio de FIS-26 e acima de tudo, percebemos claramente a diferenca entre alunos
que simplesmente coletam dados de maneira passiva em um laboratdrio didatico tradicional e
esses que sao convocados a fazerem parte da estruturacéo das ferramentas de seu conhecimento,
sendo que esses Ultimos, além de apresentarem durante o desenvolvimento, maior motivacao
para suas atividades ainda demonstram um conhecimento mais profundo a respeito dos tdpicos
abordados em cada montagem experimental, vale novamente ressaltar que, para essas 4 duplas,
0 convivio prévio com as simulacdes além de motiva-los propiciou-lhes um entendimento da
situacdo experimental de maneira mais rapida e eficiente que aqueles que apenas leem textos a

respeito desse assunto.
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7 Consideracodes Finais

Nesse trabalho, apresentamos uma forma alternativa de desenvolvimento e
possibilidades de uso de simulaces 3D de sistemas mecanicos complexos construidos com o
Mathematica®. A ferramenta se mostrou muito Util para esse tipo de aplicagdo pois possui
fungdes graficas e de solucBes numéricas de equagdes diferencias poderosas e que permite
explorar varios aspectos importante no processo de desenvolvimento e criacdo das simulagdes
a serem concebidas. Outro ponto forte e que cada vez mais deve ser discutido no ambito do
processo educacional, é a flexibilidade do uso do material didatico a ser desenvolvido, que deve
ser usado tanto pelo professor no ambiente da sala de aula, bem como pelos alunos num
ambiente de internet em seus estudos extraclasse ou ainda em laboratérios didaticos. Nesse
contexto, enfatizamos que o diferencial das simulacdes desenvolvidas nesse trabalho s&o:
ilustracdo com animacao tridimensional que confere ao problema uma grande proximidade com
o experimento real, ilustracdo dos graficos correspondentes as solugBes das equacdes de
movimento permitindo uma discusséo da influéncia dos parametros que envolvem o problema
no comportamento desses graficos e uma forte interacdo devido a possibilidade de alterar os
parametros fisicos como massa, velocidade inicial, comprimentos de hastes, podendo observar
simultaneamente o efeito dessas alteragdes, tanto através dos movimentos na animacdo quanto

nos gréaficos correspondentes.

Consideramos ainda que é importante a utilizacdo de ferramentas que podem nos
conduzir a uma maneira inovadora de ensinar conteudos de fisica na qual a percepc¢édo e
entendimentos de fendmenos ndo é feita apenas através de experimentos ou da abstrata
modelagem matematica, mas também através de interacdo dos alunos com as simulacGes
dindmicas e interativas. Tais materiais mostram-se ser potencialmente significativo, de acordo
com Moreira (1999b), um material potencialmente significativo é aquele que pode ser
relacionado ou incorporado a estrutura cognitiva do aluno, de modo n&o-arbitraria e ndo-literal,
assim, nossas simulacdes, por possuirem caracterisitcas altamente interativas e trabalharem
instantaneamente a visualiza¢do das situacdes fisicas através de animagdes tridimensionais e
gréaficos possuem alto potencial de, conectando a observacéo natural do aprendiz a linguagem
especifica fisico-matematica, ir alem do aprendizado através de simples repeticbes de um
algoritmo mecanicamente memorizado pelos mesmos, ou seja, realmente concluir todas as

etapas da aprendizagem significativa.
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Dentro do contexto atual de aulas tradicionais do ensino de fisica para o ensino superior
que esta basicamente alicercado na repeti¢do de algoritmos para resolucdo de exercicios com
grande énfase na matematizacdo abstrata de situaces hipotéticas, € importante e necessario
desenvolver uma cultura de utilizacdo sistematica de aplicativos computacionais, uma vez que
as geracdes que a partir de agora alcancam a idade para ingresso no nivel superior ja nasceram
dentro de uma realidade muito influenciada pelo desenvolvimento tecnologico computacional,
por gue entdo deveria 0 ambiente de formacéao do ensino de ciéncias permanecer apartado dessa

tendéncia?

Acreditamos estar disponibilizando para toda a comunidade um conjunto de
simuladores computacionais que, por permitir varios niveis de interatividade, por fazer uso
adequado da visualizacdo cientifica das situagdes propostas, por estimular que professores 0s
utilizem inclusive em combinac¢des com outros materiais, formam um importante conjunto de

material de apoio instrucional.

Para finalizar, enfatizamos a importancia do professor como figura central na organizacdo do
material no que diz respeito a escolha das simulagdes, forma de utilizagdo das mesmas em
consonancia com outros materiais e estruturacao das aulas e principalmente como a figura que
propulsiona os alunos durante as aulas e fora delas a adquirir conhecimento, seja pela
provocacao atraves de questionamentos, seja pela disponibilidade de dialogar e tirar ddvidas ou
ainda pela maneira que apresenta aos alunos os novos conceitos que deverdo ser por eles
adquiridos, sendo assim, € imperativo que, em trabalhos futuros, sejam desenvolvidas
metodologias para treino de tais profissionais, uma vez que alterando-se 0s materiais e 0S
métodos de ensino, se faz necessario que a formacdo do professor também caminhe em

consonancia com tal sistema de ensino aprendizagem.
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