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Resumo

As correlagoes de dois corpos desempenham um papel importante na determinacao da
energia do estado fundamental e das excitagoes de sistemas nucleares. Grandes classes
dessas correlagoes, dos tipos de particula-particula, buraco-buraco e do tipo particula-
buraco, podem ser levadas em consideracao através de aproximacgoes do tipo HF, BCS
e qRPA. Para melhor compreensao da aplicabilidade dessas aproximacgoes, comparamos
elas com solugoes exatas de um gds de Fermi de spin 1/2 unidimensional. A solugao
exata é obtida usando o ansatz de Bethe (KARBACH; MULLER, 1997) (KARBACH et al.,
1998) e foi descrita por Gaudin (M.GAUDIN, 1967). Aqui, a solucao exata do estado
fundamental é comparada com as aproximacgoes BCS, qRPA, HF e com uma soma de
escadas no meio nuclear. Comparamos também o potencial quimico dessas aproximagoes,
o emparelhamento das aproximacoes BCS e qRPA e os momentos de Fermi da solugao

HF e da solucao exata de Gaudin.



Abstract

Two-body correlations play an important role in determining the ground state energy
and the excitations of nuclear systems. Large classes of these correlations, of particle-
particle and hole-hole types as well as of particle-hole type, can be taken into account
through aproximations of the types HF, BCS and qRPA. For a better understanding of
the applicability of these approximations we compare them with exact solutions of a one-
dimensional spin 1/2 Fermi gas. The exact solution is obtained using the Bethe ansatz
(KARBACH, 1997) (KARBACH, 1998) and has been described by Gaudin (M.GAUDIN,
1967). Here the exact ground state solution is compared to the BCS, qRPA and HF
aproximations as well as to an in-medium ladder sum. We also compare the chemical
potential of the approximations, the BCS and qRPA pairing and the Fermi moment of

the HF solution and the exact Gaudin solution.
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1 Introducao

1.1 Introducao

Quase todos os sistemas de interesse fisico sao compostos de muitas particulas intera-
gindo entre si. A importancia do problema de muitos corpos, isto é, do estudo dos efeitos
da interagao entre as particulas no comportamento do sistema é claro. Porém, sabe-se
que o estudo de problemas de muitos corpos é complexo e que ainda existem grandes
dificuldades em descrever tais sistemas, independente da dimensionalidade destes. Varias
aproximacoes as solugoes de problemas de muitos corpos foram desenvolvidas, entre estas,
as de Hartree, de Hartree- Fock (HF), de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) e de Brueckner.
Cada uma tenta levar em conta caracteristicas da interacao e do sistema, consideradas im-
portantes para sua descricao. Porém, sao raros os sistemas para os quais existem solugoes

exatas que permitem uma comparagao direta com as varias aproximagoes.

Neste trabalho, estudamos um sistema de muitos corpos em 1-D. Baseando-nos no
artigo (M.GAUDIN, 1967), apresentamos solugoes exatas do modelo unidimensional para
spin 1/2 do gds de Fermi usando o ansatz de Bethe. Comparamos essas solu¢oes com
as solugoes de Bardeen-Cooper e Schriffer (BCS), (sendo esta desenvolvida através da
aproximagao de HFB) e com as aproximagoes de quasi-particula de fase aleatdria (do
Inglés qRPA). Outras aproximagdes também sao calculadas, dentre elas, a de HF e uma
soma de escadas no meio nuclear. Além da energia, comparamos o potencial quimico e o

emparelhamento nas aproximagoes de BCS e qRPA.
O trabalho esta apresentado da seguinte maneira:

No capitulo 2 discutimos inicialmente topicos de matéria nuclear e o desenvolvimento
basico da segunda quantizacao aplicada a férmions. Abordamos o conceito do principio de
exclusao de Pauli e o modelo do gés de Fermi de um gés ideal para 1-D e 3-D. Mostramos
definigoes bdsicas de operadores de criagao (a') e aniquilagio (a), que serd a linguagem
abordada no trabalho.

Posteriormente abordamos o método de Hartree, HF e HFB. Desenvolvemos as fungoes

de onda de Hartree e HF, onde explicamos a diferenca entre elas e descrevemos didati-
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camente a hamiltoniana na linguagem de segunda quantizacao, a fim de obter por meio
desta as equagoes de auto-consisténcia de HF. Ja para HFB, aproximagao que consiste
do movimento independente de quasi-particulas, para encontrar solucoes da teoria HFB
em um sistema homogeéneo, reduzimos a hamiltoniana a dois potenciais, o de campo mé-
dio (contém correlagoes de longo alcance) e o de emparelhamento (contém correlagoes de
curto alcance). Descrevemos a hamiltoniana pelo teorema de Wick para expandirmos os
produtos de criacao e aniquilacao de operadores, podendo assim reduzir produtos arbi-
trarios para somas de produtos de pares em termos de um conjunto completo de estados
independentes. Escrevemos as matrizes e os autovetores de HFB, determinando assim o

operador de quasi-particula do sistema.

Dividimos o capitulo 3 em duas se¢oes. Na primeira, discutimos conceitos e calculos
de cada método a serem desenvolvidos através do sistema descrito pela equacao 3.1, que
¢ a hamiltoniana do problema. Dentre os topicos abordados, no sistema de dois corpos,
discutimos a equagao de movimento no estado de spin-singleto antissimétrico, chegando
por meio desta a equacao de estado ligado e a funcao de onda para formar solucoes

antissimétricas.

Retomamos as equacoes de HFB para analisar o campo médio e de emparelhamento
independentes do momento e determinamos a matriz de HFB para o nimero de onda,
bem como as equagoes de auto-consisténcia e a densidade de energia desta. Neste tépico,
discutimos também o potencial quimico de HFB e como a solucao de HF pode ser obtida

com o limite de emparelhamento zero.

A soma de escadas discute as contribuicoes da soma de escadas no meio nuclear, com
zero, uma e duas insercoes da contribuicao com matéria. Trazemos a abordagem de
(KAISER, 2011) para o caso de uma interagao de contato, obtendo assim, a densidade de

energia da soma de escadas no meio nuclear, bem como seu potencial efetivo.

Na discussao do ansatz de Bethe tratamos do modelo ferromagnético e antiferromagné-
tico. Abordamos nestes itens a diferenca entre as hamiltonianas do modelo de Heisenberg
(que diferem apenas por um sinal mas possuem diferentes propriedades fisicas), a acao
e caracterizacao dos autoestados do ansatz de Bethe nos subespacos invariantes e como

podemos calcular os nimeros quanticos de Bethe e a energia do estado fundamental.

Finalizamos a primeira parte do capitulo 3 discutindo a solucao exata de Gaudin.
Nesta secao, descrevemos as duas equacoes acopladas que determinam o niimero de ocu-
pacao dos estados de momento, n(k), e a partir destas determinamos a densidade de

energia e o potencial quimico.

Na segunda e ultima parte do capitulo 3, esbogcamos e discutimos o resultado dos
célculos de energia (BCS, Gaudin, HF, qRPA e soma de escadas), do potencial quimico

(BCS, Gaudin, HF e qRPA), o momento de Fermi para a aproximagao de HF e a solucao
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exata de Gaudin, o emparelhamento de BCS e do qRPA e, por fim, as ocupacoes dos

estados de momento linear da solucao de Gaudin.

J& no capitulo 4, apresentamos as conclusoes sobre o trabalho.



2 Aproximacoes na Matéria Nuclear

2.1 Segunda Quantizacao Aplicada a Férmions

2.1.1 Particulas idénticas e principio de exclusao de Pauli

Formulado em 1925 por Wolfgang Pauli, este principio afirma que a funcao de onda
total de um sistema composto por dois férmions idénticos deve ser antissimetrica, ou seja,
férmions idénticos ndo podem ocupar o mesmo nivel quantico simultaneamente (PAULI,
1925).

Inicialmente fazemos uma andlise para a funcao de onda espacial. Considere um
sistema formado pela particulas 1 na posicao r; e 2 na posi¢ao rp, a funcao de onda
total é dada pelo produto das fungoes de onda v, e 13, onde a e 3 representam os
diferentes estados que as particulas 1 e 2 podem assumir. Para satisfazer o principio da
indistinguibilidade é necessario adicionar a contribuicao da particula 1 na posicao ry e 2

na posicao ry, o que resulta em

¥ = = (U (F1)05(r) £ Vo (12)05(r). @.1)

No entanto, devido ao principio de exclusao de Pauli, duas particulas nao podem ocupar
o mesmo estado quantico, ou seja, a fungao de onda total deve se anular quando o estado
de uma particula for igual a outra, o — 3. Na Eq. 2.1, a op¢ao que satisfaz essa condicao

resulta no sinal negativo no segundo termo,
1
Uy — 7 (Ya(r1)ths(r2) — a(r)s(ry)). (2.2)

Contudo, para o caso de um sistema formado por trés particulas idénticas, a funcao
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de onda normalizada que satisfaz a condicao de antissimetria é dada pela equacao

Q
~
=
N
S~—
<
™
~~
-
w
S~—
<
=2
—~
=
n
SN—

Uy = 25 [a(r)ys(ra)v,(rs) + ¢
+ Yalrs)p(r), (re) — Ya(rs)vs(re) ), (r1)—
= Ya(r1)tp(r3)h, (ra) — Ya(r2)s(r1), (rs)], (2.3)

que pode ser escrita na forma matricial

Yo (r1) Y5 (
Uy = —=| ¥a(r2) p(ra) ¥ (r2) |, (2.4)
val Vo (r3) Pp(r3) 1, (r3)

-
—
N—
<
2
—
=
—
S—

-
n
~—

onde 1 representa as fungoes de onda de cada particula do sistema fisico. Portanto,

podemos generalizar para o caso de um sistema constituido por N particulas,

U, = (2.5)

1
(o (I‘N) Yy (I’N)

A funcao acima é chamada de determinante de Slater (SLATER, 1931) e define a fungao
de onda de um sistema de N particulas idénticas de spin semi-inteiro, que por sua vez

satisfaz o principio de exclusao de Pauli.

2.2 O gas de Fermi ideal

O modelo de gas ideal aplicado na Mecanica Classica consiste em um modelo tedrico
onde particulas pontuais nao-interagentes movem-se aleatoreamente. Tal como este, o gas
de Fermi ideal é um modelo quantico composto por férmions nao interagentes, ou seja,
para particulas compostas de spin semi-inteiro que obedecem ao principio de exclusao de
Pauli.

2.2.1 Modelo unidimensional e tridimensional para o gas de

Fermi ideal

Para um modelo unidimensional, um gas de particulas de massa m confinado em uma
caixa com comprimento L é constituido por N particulas nao-interagentes, distribuidas

em uma linha reta na coordenada x dentro do intervalo 0 < z < L, onde o potencial de
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interagao ¢é zero (V = 0) (GRIFFITHS, 1994). A energia do sistema é dada por

R SN 92
Ev (%1],,.CCZJ) = —% i a—x?\ll (xl,xQ,...,xN), (26)
fornecendo para cada particula
R o2
onde p2p2
B =" 2.8
- (2.8)
e a energia total
N

E=>E,. (2.9)

A funcao de onda de cada particula deve ser continua no intervalo 0< z < L. A condicao

de contorno entao satisfaz
Y(z) =2 (x+1L),

que implica em

onde

A (2.10)

possui valores de [ inteiros positivos [ = 0, +1,...,n. O nivel de energia F; de uma particula

em um géas de Fermi no sistema unidimensional pode ser expresso por

R (ir)?
E = —||—
2m L
h2m2?
= —. (2.11)
2mL>?

Tal como feito para o sistema unidimensional, em um sistema tridimensional consi-
deraremos um gas de particulas de massa m confinado em uma caixa de arestas com
comprimento L, cujas particulas possuem fungao de onda no espago cartesiano ¢ (z,y, 2),
onde esta é a solugao da equacao Hvy = FE1. Nesse caso E é a energia da particula. A

hamiltoniana da equacao 2.7 passa entao a ser

h2
—%VQ@D(ZE,Q,Z) :Ew (‘Tayaz)v (212)

Sabendo que a fungao v (z,y, z) deve ser continua dentro da caixa e periddica nas
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extremidades, a funcao de onda deve satisfazer as seguintes condi¢oes de contorno

U(ry2) = ¢(r+ Ly, 2),
lr,y,z) = @y+L2),

Portanto, como resultado, a solucao normalizada para ¢ deve ser dada como demonstra
a Fq. 2.13,

1 3/2
vl = (1) eonlili+ b+ ko)l (2.13)
onde
I
kl = f>
nm
kn =
L
P

[,m e p sdo numeros inteiros que representam os niveis quanticos do sistema. Sabendo
)
que k? = k2 + k; + k2%, substituimos na Eq. 2.8, o que resulta na expressao dos niveis de

energia da particula do gas de Fermi, 2.15,

s = 3o | () + () ()]
h2n?

= 57 [P +n® +p?]. (2.15)

Para férmions, os niveis sao preenchidos do nivel mais baixo para o mais alto, sendo
que o nivel mais alto é conhecido como nivel de Fermi (ng), onde a particula possui a
energia de Fermi ep, cada particula ocupa um nivel de energia até que sejam preenchidos

todos abaixo de ng, como representado na Fig. 2.1.

2.2.2 Definicoes da Segunda Quantizacao

A segunda quantizacao transforma funcoes de onda em operadores que respeitam a
equagao de Schrodinger. Este formalismo é representado por um sistema algebraico usado
para descrever um estado quantico com N particulas, conhecido como espago de Fock, de
modo que as particulas obedecem o principio de exclusao de Pauli. Segundo (SAKURALI;
NAPOLITANO, 2013) “Qualquer estado de particulas interagentes pode ser escrita em uma

base de particulas independentes (autokets de operadores de uma particula com autovalor
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ne
Pn

Pe
Ps
P4
P3
P2
P1

@

FIGURA 2.1 — Representagao do nivel de Fermi com preenchimento dos niveis de energia
a partir do nivel mais baixo para o mais alto.

k;)”. Assim, podemos escrever um sistema de estados de particulas @y, x, como

7"7kN
q)kl,kQ,..,kN = |n17 ng, ..., Ny, > ) (216)

onde cada estado em n; representa um estado em ®. Para determinar estados vazios
(n; = 0) ou cheios (n; = 1), utilizamos os operadores a; para aniquilagao e a,t para cria-
¢ao. As definicoes dos operadores ay e a,t para férmions também implicam nas operagoes
(MATTUCK, 1976)

al 1) = 0, (2.17)
all0) = 1), (2.18)
a;[1) = |0), (2.19)
a;|0) = 0, (2.20)

tratando de férmions, cada n; pode ser um estado vazio (0) ou cheio (1) obedecendo o

principio de Pauli e satisfazendo as relagoes

{CLZ', CLT} = aia; + (l;r'(li = 5ij (221)

J

{al,a}} = {a;,a;} = 0. (2.22)
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Para um estado fundamental temos que

al [Wo) =0 (i < N) (2.23)

a; [Ty =0 (i > N). (2.24)

A Eq. 2.23 obedece o principio de exclusao de Pauli, que por definicao possui todos os

orbitais ocupados em |¥y). J& na Eq. 2.24, ndo é possivel aniquilar uma particula se ela

nao existe. A figura abaixo exibe casos de um sistema de férmions para estados cheios e

vazios. Podemos escrever a figura 2.2 (a) em segunda quantizagdo como

Pg
P7
Pe
Ps
P4
P3
P2
P1

Pg
P7
¢ Pe ¢
Ps
o P4
P3
¢ P2 ¢
o P1 o

(a)

FIGURA 2.2 — Sistema de férmions para estados cheios e vazios

¢n1:p1,n2:p2,n3:p4,n4:p6 - |17 ]'7 07 17 07 ]-7

(b)

Na (b) temos uma aniquilagao no estado ny, logo

¢’”«1:P17’”«2:Z727n3:1’6 - |]-7 1,0,0,0,1, ...
= Qy |1, 1,0,0,0,1,...

).

) =

).

Pg
P7
Pe
Ps
P4
P3
P2
P1

(c)

(2.25)

(2.26)
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Ja para (c) temos uma cria¢do no estado ns, de maneira que

(I)m:m,m:pg,ns:ps,m:pa - |17 1,0,0,1,1, > -

=al|1,1,0,0,1,1,...). (2.27)

No espaco de Fock todos os espacos de kets sao normalizados sempre a 1, inclusive o vacuo

(00) = 1, logo, os operadores de criacao e aniquilagdo podem ser expressos por:

a} ]nl,nQ,ng, ...,ni_l,O,ni+1...> = —1)% |n1,n2,n3, ey M1, 1i,ni+1...> y (228)

(
a;‘[ ’n17n27n37 "'7ni—1707ni+1-'-> = Oa

para criacao e

_1)Uz‘

ai|ny,mo, 3, i, L ng) N1, M2, N3, oy Mim1, 04, Mig1, o) 5 (2.29)

(
a; |TL1, No, N3y ...y M1, 1i7ni+1-~~> = 0,

para aniquilagado. Onde v; mede o nimero total de particulas em estados de particulas

Unicas e podemos expressar como

vi=Y Nz onde  Ng=ahag, (2.30)

B<i

e <i.

A partir da definigao do fator de fase (—1)”, podemos expressar

Ni|ni,ne,ng,...,ni,...) = ni|ng,ng,ng,...,ng,...), que ¢é igual a
ala;|ng) = nilny), (2.31)
sendo n; = 0,1 a ocupacao da particula no estado i. As regras para operadores de

construcao e aniquilagao sao expressas na Tabela. 2.1.

Operadores Resultados Discusoes

a|1,1,1,0,1,1,...) | |1,0,1,0,1,1,...) Aniquila a particula no estado ns

ag [1,1,1,0,1,1,...) | O Nao é possivel criar uma particula em ns pois esta jd existe
as]1,1,1,0,1,1,...) | O Néao é possivel aniquilar uma particula em n4 pois esta nao existe
al\l,l,l,(),l,l,...) 11,1,1,1,1,1,...) Cria uma particula no estado ny

a, 0,0,...,1;,...) 9,5 10,0, ...,0;) Aniquila a particula no estado j

al, 10,0, ..., 0y .. 10,0,...; 1y, ... Cria uma particula no estado m

TABELA 2.1 — Regras aplicadas aos operadores de construgao e aniquilagao.

Segundo o principio de exclusao de Pauli, cada nivel de energia pode conter apenas

uma particula. No entanto, considerando que os férmions podem apresentar dois estados




CAPITULO 2. APROXIMACOES NA MATERIA NUCLEAR 22

distintos devido a projecao de spin m, = i%, cada nivel quantico representado pelos

T , o 1 .
indices n, m e p pode acomodar duas particulas, uma para o estado m, = +5 (spin up) e
outra para o estado my = —% (spin down). As funcoes de onda representando os estados

. . ~ _ 1 ~
de spins com as projegoes ms = &3 sao

xr = M,
xp = ),

ou na forma matricial

Além do mais, é vélido lembrar que x4, devem satisfazer as condicoes de ortogonalidade,

ou seja,
arlxn) = 1
ulxy) = 1,
alxe) = 0.

Em geral, nao trataremos de conceitos de particulas e buracos simples e sim, conceitos

como quasi-particulas e buracos.

Segundo (MATTUCK, 1976), uma quasi-particula é considerada como uma “particula
vestida”, ou seja, ela é constituida em torno de uma particula real no seu “nicleo” mas
o comportamento da particula é afetado pelo ambiente. A quasi-particula possui fraca
interacao com outras e suas propriedades diferem de uma particula real, como sua massa
efetiva e tempo de vida. As quasi-particulas sao uma ferramenta matematica capaz de
simplificar a interacao dos fenomenos emergentes que ocorrem dentro de um solido, na

supercondutividade, por exemplo.

Um buraco é a auséncia de uma quasi-particula (estas ocupam niveis de energia defi-
nidos), ja os buracos sdo formados quando uma particula abaixo da energia de Fermi (ep)

¢é elevada a um nivel acima da mesma.
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2.3 Aproximacao de Hartree e Hartree-Fock

As aproximacoes de Hartree e Hartree-Fock foram desenvolvidas a fim de propor so-
lugoes aproximadas de uma hamiltoniana fermionica de muitos corpos. A eficiéncia deste
método consiste em reduzir problemas nucleares de muitos corpos a solugao de equagoes
de um corpo por um método auto-consistente, de maneira que o problema de interagao
de muitas particulas se reduz ao problema de uma particula tnica sofrendo acao de um

campo médio.

Consideramos um operador hamiltoniano de um sistema de N nucleons que pode ser
descrito como (CUSTODIO, 2015)

N
1
H = Z’I‘Z+§ZUU (’I"Z‘,T‘j), (232)
i ij

onde T; representa a energia cinética da particula e v;; a interacao entre os nicleons. No
caso de particulas nao interagentes, a funcao de onda pode ser expressa como
ﬁ2
Ti (v) = (——VQ) Vi (r) = eini (r) . (2.33)
2m
A Eq. 2.33 é uma equagao soluvel de uma particula independente. No método de Hartree,
a funcao de onda é escrita como um produto de funcgoes, violando assim o principio de

exclusao de Pauli e desprezando a indistinguibilidade (OLIVEIRA, 1972),
¢(1,2,3,...., N) =11 (1) 92 (2) ¥3 (3) ..ow (N) . (2.34)

A correcao para tornar a funcao de onda antissimétrica e com indistinguibilidade entre
as particulas é feita no método de Hartree-Fock (HF) a partir da inclusao de termos de
troca. Para fazer da fungao de onda nuclear um produto antissimétrico, aplicamos a Eq.
2.5 na 2.34.

a(l,2,3,...,N) = A{n (1) 12 (2) ¢35 (3) ..y (V) }- (2.35)
onde ¥ 4 é o determinante de Slater das funcoes de particula tunica.

Escrevendo a hamiltoniana 2.32 na linguagem de segunda quantizacao, teremos uma

hamiltoniana geral de dois corpos escrita como

H=T+V, (2.36)



CAPITULO 2. APROXIMACOES NA MATERIA NUCLEAR 24

onde
oY
pq
o= i

pars

]:IT’ q> ala, (2.37)

ﬁv‘ qs> a;aiasaq : (2.38)

Hr e Hy representam os operadores de energia cinética e potencial, respectivamente, na
linguagem de segunda quantizacgao, e os indices p,q,r,s representam os nimeros quanti-
cos dos estados. Para melhor compreensao, consideremos o caso de uma particula livre

unidimensional de massa m que se propaga na direcao x. Sendo assim

- n* d?

Para converter Hy para a linguagem de segunda quantizacao usamos a regra
T = (| By |0), (2.40)

no qual ¥ é a funcao de onda do sistema fisico sendo definido na forma de segunda

quantizagao de acordo com as Eqs. 2.41 e 2.42,
) = D leg) aq, (2.41)
q
(W = Y al(pl (2.42)

p

Portanto, substituindo ¥ em 2.40 temos

T o= > al{epl Hr) leq) a,, (2.43)
p

q

= ) _alag(wpl Hrlog). (2.44)

pq

Quando ¢ satisfaz a equacao de autovalor, como por exemplo,

p2

ﬁT |§0p> =5 |§0p> , (2‘45)
2m

e que ¢'s sao autofungdes ortogonais

<‘Pp |‘Pq> = Opq; (2.46)
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temos

2
- p
T=>" %a;aqapvq. (2.47)
Pq

Por conseguinte chegamos na expressao da hamiltoniana da particula livre na linguagem

de segunda quantizagao,

= Z " ala (2.48)

Mas, em geral, temos

( q> ala,. (2.49)

(s

Como feito para a energia cinética na Eq. 2.40 , a hamiltoniana da energia potencial pode

ser descrita como
1
=3 > v (risry) s
]
V = (UU| Hy |0T). (2.50)

A partir das definigoes de ¥ nas Eqgs. 2.41 e 2.42, definimos o potencial como:

1 N
Vo= 5 Y el Y (eelal [ Y Lo an Y led a,
p r q S
1 R
= 5 a;alaqas <90p90r| Hy |908§0q> . (2‘51)
pqrs
Substituindo o Hy por v
Vo= S Z afalaga (ppr (U] @spq) |
prqs
1
= 3 > afalaga.vpg. (2.52)

prgs

Através de uma analise da Eq. 2.52, pode-se perceber que o termo v,,4s deve obedecer as

seguintes propriedades de antissimetria
Uprqs = ~VUprsq = —Urpgs = Urpsq- (253)

Desta maneira, para evitar a contagem dupla de cada par de interacao, pode-se representar
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a hamiltoniana de v,,45; como

Hy = Zap Lags (0pPr 0] 9aps)

pq’f’S

= —Z {pr|v|qs) alala,a,. (2.54)

pqrs

satisfazendo as Eqgs. 2.21 e 2.22.

A funcao de onda de um sistema fermionico pode ser representada segundo a Eq. 2.5,

empregando a linguagem de segunda quantizacao, como
W) :azla,tQ...aL...aLN 0), (2.55)

que corresponde a criacao de particulas que ocupa cada estado k; a partir do vacuo. Neste

caso |Wy) representa o estado fundamental do sistema fisico.

Para deduzir as equagoes de auto-consisténcia de Hartree-Fock, partimos do valor
esperado da Hamiltoniana, Eq. 2.36, referente ao sistema em um estado arbitrario. A
funcao de onda para tal sistema fisico segundo a Eq. 2.5, pode ser representada na
forma |\If > onde a relagao entre as fungoes de onda do estado fundamental |¥ ) {\I/ >
referente ao estado com energia total F(Z) > Ey (neste caso Ey é a energia do estado
fundamental) é dada pelo teorema de Thouless (THOULESS, 1960),

[0%) = e’ |Wy), (2.56)
7 = szialnai. (2.57)
gerd

Portanto o valor esperado da energia no estado ‘\IJ > ¢ dada por
(U5 |H| V%) = (7 Uy |H|e”Ty). (2.58)

Escrevendo o operador e? na sua forma expandida,

2
e/ = 1+Z+=+-

21
e 1 + Z zm’iajnai + 5 Z Zmz'a/maj Z Zm/i/a’jn/a’i/ + cee
m>N e gt
<N i<N VN
= 1+ Z Zmza CLZ 2' Z Z ZmiZm!i! Am @y aT L + ... (259)
m>N m>N m/>N

<N i<SN /<N



CAPITULO 2. APROXIMACOES NA MATERIA NUCLEAR 27

e substituindo na Eq. 2.58, temos a expansao,

(V4 |H| V%) = (Un|H|Wy) + <\1/N H Y zpial,a; \I/N>

m>N

i<N

+ <\I/N Z z:maZamH \IIN> + e (2.60)
m>N
i<N

Aplicando o principio variacional na Eq. 2.60, obtém-se

dE(Z)

= [<\IJN|HaInaz‘\PN>] +O(Z2>,

= 0. (2.61)

A equacao indenpendente obtida da derivada com respeito a Z* é similar a 2.61. O
segundo termo do lado direito da equacao representa a dependéncia em relacao a 7, de
modo que na condicao Z = 0 tais termos se anulam, restando apenas o primeiro termo

da expansio que define os operadores H e a] a;.

Assim, as equacgoes de auto-consisténcia podem ser definidas como

(Un |Halyai| Un) = himy = (i|Hr|m) + ) (ij[v| mj) =0, (2.62)
J<N

(O |alanH| O ) = hoi = (m|Hrli) + Y (mjlo]if) =0, (2.63)
J<N

que sao as condicoes de Hartree-Fock.

2.4 O método de Hartree-Fock-Bogoliubov

A aproximacao de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) consiste em uma transformacao
canonica de (anti) comutacao desenvolvida a fim de encontrar solugoes da teoria BCS em
um sistema homogéneo (BOGOLIUBOV, 1959).

A teoria de Bardeen-Cooper e Schrieffer (BCS) foi proposta no fim dos anos 50 para
descrever as observacoes experimentais nos supercondutores. A teoria explica a formagcao
dos pares de Cooper e como estes se deslocam sem resisténcia na rede cristalina, uma vez
que elétrons individuais sofrem resisténcia. Ao observarem o acoplamento entre elétrons
e fonons, verificou-se que os elétrons dos pares de Cooper possuem energia um pouco
inferior que a energia dos elétrons individuais nao emparelhados, ou seja, ha um “gap” de

energia entre os elétrons emparelhados e os elétrons livres (BARDEEN et al., 1957).
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A diferenca entre pares de Cooper e elétrons nao emparelhados estd na interacao.
Quando o elétron é tnico da-se a troca de energia entre o elétron por interacao com os
atomos da rede, gerando uma vibracao na mesma. Esta interagao causa uma resisténcia
no deslocamento dos elétrons individuais, porém, se dois elétrons estiverem ligados em
um par de Cooper, esta interacao com atomos da rede s6 serd realizada se a energia
trocada for maior do que o gap de energia. Quando a densidade é alta, nao ha formagao
de pares de Cooper por serem rapidamente aniquilados em sua formacao. No ntcleo, o
emparelhamento é um resultado do fato de que um par de nucleons é quase ligado no vacuo,
assim, o espago da fase de pouca matéria nuclear é suficiente para o emparelhamento

ocorrer.

A aproximacao de HFB consiste no movimento independente das quasi-particulas, de
maneira que a hamiltoniana serd reduzida a dois potenciais: O potencial médio auto-
consistente, I', proveniente da teoria de HF que contém todas as correlagoes de longo
alcance, e, um campo de emparelhamento adicional, A (gap de energia), conhecido da te-
oria de BCS, que resume as correlagoes de emparelhamento de curto alcance (BALBUENA,
2003).

Para tanto, comegaremos utilizando o teorema de Wick (WICK, 1950) para que possa-
mos expandir produtos de criacao e aniquilacao de operadores. Escreveremos o hamilto-

niano 2.36 em termos de um conjunto completo de estados independentes.

Pelo teorema de Wick (P.RING; P.SCHUCK, 1980) podemos reduzir produtos arbitrarios
de operadores de criagao e aniquilagao para somas de produtos de pares destes operadores.

No caso de um estado simples ¢ no vacuo

) = ][ all0) (2.64)

temos
a;ar = (9| a;ar o) + : a;a,, ;
onde
(9] aLar Slp)y =0
e

Oy p,r <N
i _J % ;
<¢‘apar|q§> { 0 p>N ou r>N

De modo que estes valores definem a aproximacao de HF.

(2.65)

Para calcular HFB, usamos a expansao de Wick para um produto de quatro operadores
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fermionicos. Esta expansao resulta em produtos normais e de contracao, assim:

dalaiay = (6lala 8) (8]l 6) — (Blafanl ) (Gladar &) (2.00)
+ <¢ |a;aq‘ gb> calag s+ <(b |a1as| gzﬁ> : a;aq :
— <¢ }a;ﬂas| ¢> . a:[aq D= <¢ ‘aiaq‘ qz5> : a;as :
+ <¢ |a;ai‘ gb> Dasag 4 (¢ |asay| @) a}aa:[ :

+: &Lai&saq .

Escrevemos o operador de energia cinética como

T =) tyala, (2.67)
pr
e o operador da interacao V como
~ 1
V= 1 Z vprqsa;r,aiasaq (2.68)
prqs
onde
Uprgs = ~Uprgs = ~Uprsq = Urpsq- (2.69)

As equacoes de HFB podem ser obtidas utilizando o teorema de Wick a partir da
aplicagao de 2.66 em 2.36, supondo que o estado fundamental tem os seguintes elementos

de matriz,

<<I>‘a;ar|<1>> = Prp
(@ |apar| @) = Ky
(@|alay| @) = &

TP

em que p,, representa a densidade normal, 7, e K, representam as densidades anomalas.

Aplicando o teorema de Wick, obtemos:

T = thrprp + Z tor a;ar : (2.70)
pr pr
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para a energia cinética, e:

1 *
V = 1 Z Uprgs (pq;npsr — PspPqr T ,‘iprﬁ;qs)

prgs

1
+é_l va,,«qs (pqp : aias +psr aTaq D —Psp aiaq D= Pgr a;as :)

prgs

1 *k
+é_l varqs (/{pT D0sQg t tRgs - aLa:[ :)
prqs

+= varqs : a al lasa, : . (2.71)

prqs
para a energia potencial.
Pela simetria de interagao, simplificamos os operadores de V' como

g UprgsPqp aias = g UprgsPsr - aLaq = — 5 UprgsPsp al pQg = — E UprgsPqr - al p0s 5

prgs prgs prgs prgs

]
varqSI{;r D asay = (Z Uprgshisq a;;ai :) . (2.72)

prgs prqs
Para calcular a matriz de HFB, definimos o campo médio e o gap de energia respectiva-

mente como

Tor = Y UpgrsPsg: (2.73)
pr
1
A, = 5 Z UprqshKgs- (2.74)
qs

Substituindo o campo médio (2.73) e o gap de energia (2.74) em 2.71, obtemos:
1 *
Vo= 5 Z (Fprp"‘ + ﬁprAPT)
pr
1 1 .
+ZFW : a;ar : +§ZAW : a:)a:[ : —1—5 ZAPT L apay
pr pr pr

1
+Z varqs : aLaIasaq . (2.75)

prgs
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Temos entao

1 1. .
H = Z ((tpr,« + §Pp7~> Prp + §ApTl€pr)

pr

1 1 .
—|—Z (tpr +Tpr) - a;)ar : —1—5 ZAW : a;al : —1—5 ZAPT s apay
pr pr

+- varqs : a alasa, ;. (2.76)

quS
Usando o fato do produto de contracao ser antissimétrico

: oz,ﬂaj7 o= ara:) — <® ’a,@“ <I>>
= Opr — a;a,, — <<I> ‘5pr — a;ar‘ (I>>
(o — (@ fafar| 2))
= —: a;r,ar :
e definindo A,, como
hpr = tpr +1'pr

de modo que o hermitiano é dado por,
hpp = by, .
podemos escrever
h _ 1 h -ala. - 1 ho - T 1 h h
Zpr. r—§z pr.apar.—§z pr.arap.—iz pr.aar.——z r’
pr pr pr
assim, temos que a hamiltoniana é

| 1
H = Z ((tpr + §Fpr) Prp t §AP7“/{Z?T)

pr

1 hpr  Apy r
S a)( ) (n)
pr pr

+— varqs a alasa gt - (2.77)

prqs

Para conservar o nimero de nucleons, incluimos um mutiplicador de Lagrange A que é

determinado pela adi¢ao do operador de nimero de particulas N, definido por

N:Za;ap.
p
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Temos assim a hamiltoniana

1 1
H=H-AMN = Y ((tm + 5T — Aapr) Prp + §Ap,,m;7,>

pr

1 hyr — A0 A a
+— : T pr pr pr T :
2 ; ( a, Gap > ( _A;r _h;;r + Aoy ai

1
+ varqs talalasa, :, (2.78)
prqs
onde o primeiro termo é a energia do estado fundamental, o segundo termo a matriz de

HFEB e o terceiro termo outras interagoes.

Para obter os autovalores e autovetores da hamiltoniana de HFB, diagonalizamos a
componente de particula unica do segundo termo. Aplicando uma transformacao linear
nos operadores de particulas a}t, podemos escrever os operadores de quasi-particulas de
BCS, f! B, da forma:

B = Z Ua;” + Vigay, (2.79)
!

onde o hermitiano conjugado da equacao 2.79 nos d& o operador (. Temos, portanto,

uma transformagao dos operadores (q;...ans, ) ...at;) = (Bi...Bu, B ...B5;) da forma,

GEE) e

A partir de 2.78, as equagoes de HFB podem ser escritas como,

Doy — Abpy A, U, . U, (2.81)
AL =R+ Ay v, "\ v,

de maneira que as matrizes U e V formam os autovetores de HFB e determinam o operador

de quasi-particula 3.

Quando A ¢é zero, temos a aproximacao de HF. Em geral, a aproximagao BCS pode
ser obtida de HFB por desprezar elementos nao diagonais da matriz de emparelhamento
A na base de HF.



3 O Modelo Unidimensional -

Conceitos e Calculos

3.1 Conceitos

Muitos aspectos do comportamento de supercondutores sao explicados pela teoria
BCS, dentre eles, a existéncia de um meio pelo o qual ha energia necessaria para separar
pares de Cooper. Aqui, queremos estudar a hamiltoniana de N particulas que interage

por contato, cujo sistema ¢é descrito por

R L 92 al
H=—5=3 == > o(wi— ), (3.1)
i=1 ¢ 1=1,i<j

de maneira que compararemos as solucoes exatas do modelo unidimensional para spin
—1/2 do gés de Fermi com solugoes auto-consistentes. A Hamiltoniana possui solugoes

exatas e foi obtida usando o ansatz de Bethe.

As coordenadas de espago da Eq. 3.1 consistem em intervalos [0, L] (ou [—-L/2, L/2])
com condicoes de contorno periddicas nas extremidades do mesmo, de modo que as auto-

funcoes de espaco livre sao dadas por

, 2
U, (2) = —=€*" com k, = —Wn, n=0,=+1, +£2, ...

NG L

Para particulas de spin 1/2, a autofuncao completa pode ser escrita como

Yo ([L’) = Un (l‘) Xo, 0=%1/2, (3'2)

com
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Os elementos de matriz do operador de energia cinética podem ser descritos como

tmom’o’ = <ma |T| m,OJ>

1 L ' B2 92
- d —ikmx i ik,
L /0 ve X ( 2m Ox? ) Xo
n2k?
= - 5mm’60'0 ) 3.3
v (3:3)

enquanto que os de interacao sao

Umontm/o'n't! = <m0n7 ‘V‘ m/U/nIT/>
1 L
= z/ dxldx2 e—zkmm1xlge—zknx2X2T U0(5 ($1 _ l’g) ezkm/xlxl /ezkn/mgx ot
0
Vo

= f 5m+n, m’+n’50'0"577'/7 . (34)

E possivel reescrever a Hamiltoniana em termos de um tunico parametro. Dada a

densidade de particula p = N/L, definimos =’ = px e H', como

N
1
Bl =} > e A > i), 39
1=1,i<g
onde
A= gl com Qo = EUo
p h?

qo define uma escala de comprimento inversa, definida pela interacao enquanto A é adimen-
sional, sendo a razao de duas quantidades inversamente proporcionais ao comprimento.
Observamos que o limite de A — 0 corresponde a acoplamento fraco, vy — 0 ou a densi-
dade alta, p — oco. J& o limite de A — oo corresponde a acoplamento forte, v9 — o0 ou a

densidade pequena, p — 0.

3.1.1 O sistema de dois corpos

A equacao de movimento de dois corpos no estado de spin-singleto antissimétrico,

descrito como
U (21, 22) (X114 X2— — X1-X21)/ V2, (3.6)

é simétrica na coordenada espacial,

h2 82 h2 82

—— — vl (11 —29) ¥ = EV |
2m 8:61 2m 8:(:2 w0 (21 = 22)
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esta pode ser separada em duas equagoes, uma equacao para o movimento de centro de

massa By
cm X + 4
_ — N B e X = , 3.7
2(2m) dX? 4 com 2 (3.7)
e outra para o movimento relativo
h? d?
—@d—;f—v d(x)Y = E.qi com r=x1—Ty € pu=m/2. (3.8)

O estado ligado tem a forma

() =AMl
e satisfaz a Eq. 3.8 (comn > 0en — 0)

" h2 d*1) B2y
[ (‘@w‘ WW)“@%

-n

i — vt (0) = /n dr (—Ex) =0. (3.9)

=
Substituindo a forma explicita pela funcao de onda, encontramos

h2
—2ky, = vg de modo que ky = do com qo = mvo )
241 h?

A energia do estado ligado é entao,

h? h?
By = —— k2 — 2 3.10
2 20 b 4mq0 ( )

As funcoes de onda para os estados de spin simétricos sao antissimétricas no movimento

relativo e descrevem um par de particulas que nao interagem. Elas podem ser escritas

CcOoImo

h2k?
2

W(x) = Asin(kx), com FE.q =

Os estados de espalhamento antisimétricos de spin-singleto satisfazem as mesmas equa-
¢oes do centro de massa e movimento relativo, como o estado ligado. Podemos escreve-lo
como 2 122
——— — qod(z)Y = k" com E..=

x 20

(3.11)

Consideramos duas solugoes: 1) com ondas entrantes e refletidas para a esquerda e uma
onda de saida para a direita e 2) outra com ondas entrantes e refletidas para a direita e

uma onda de saida para a esquerda.

Temos para o primeiro caso,

w_ (,CE) — eik’x . pe—ikx x S 0
x) = T1et* z>0 3.12
Yy (r)
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a solucao satisfaz as duas equacoes

¥-(0) = 4(0)
d diy_
QO@/J—(O) = - (% - j—x) |x:0
fornecendo
l—p =71
@(l—p) = —(ikt —ik —ikp)
= 2ikp.

A solucao das equagbes para o primeiro caso é

_ do
P = @+ 2ik
21k
T = .
Qo + 2tk
No segundo caso, temos
V_(z) = TeTih x <0
Q)D+(,1,‘) — e—ika: pezkaz x>0
Isso fornece
l—p =171
@l —p) = —(ik —ikp+ ikT)
= 2ikp,
sendo a mesma solucao que 3.14
_ do
P = @+ 2ik
21k
T = .
qo + 2tk

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Para formar uma solucao simétrica, somamos as equacoes 3.12 e 3.15 para obter

w_(l.) _ eikz . e—2i506—ik‘x r <

w+<x> _ efikx o 672i(506ik‘x T >

0
0
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onde
2k

tan dg = —
qo0

Para tornar a simetria explicita, escrevemos a funcao de onda como

P(x) = e tlEl _ g=20%0 giklz] (3.17)

3.1.2 As equagoes de HFB

Para obter as equacoes de HFB no sistema estudado, analisaremos inicialmente os

campos médios, dados pelas equagoes

Fmo’nT == g Umom!'c'nrn/v' Pm’o'n' '
m/o-/n/,r/
Vo
= 3507 E 5m+m’,n+n’pm’a’n’a’ (318)
m'n’o’
e
1
Amanr = 5 E Umonrm/o'n'v' Bm/o'n/ 7/
m/a./n/T/
Vo
- 27, mA4n,m/+n' Rm/on/r (3.19)
m'n’

Como o hamiltoniano é independente do spin, o momento ¢ conservado e assumimos que

o estado fundamental é invariante a translacao, esperamos que

Pmonr = pmaémn 507’ 5

de modo que a Eq. 3.18 se reduz a

2’00
Fmanr = Témn(SaT Z Pm/o! - (320)

J& para o campo de emparelhamento A, observamos que o estado que ird emparelhar
com um estado m,o é o estado invertido no tempo —m, —o. Podemos entao escrever a

Eq. 3.19 como
Vo

Aman'r -
L

6m+n5cr+7' Z Km/o,—m/—o - (321)

m
Devido a antissimetria de A e k, temos

Ama,—m—a _A—m—o,ma € Rmo,—m—c = —R—m—0o,mo> -
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Para converter as somas em integrais, usamos a condicao de quantizagao de maneira
que escreveremos

Gn = —N como Aq, = fAn,

para fazer a substituicao (An = 1)

> fmdn = 3 fa) yoba L [ 51500, (3.22)

Ik / g— (3.23)

A (k) = / ;Z— (3.24)

Temos entao

com

FO’T(k) = 60’7‘F7 Ako’,fkfcr = Ao' € Rko,—k—0 = '%o‘(k) )

onde levamos em conta o fato de que I' e A sao independentes do momento. Construindo

a equacao da matriz HFB para o niimero de onda k, encontramos

hk — U 0 0 A Uko Uk

O h - _A 0 —0 —0
koA R I e (3.25)

0 —A H—= hk 0 Vg—o Vi—o

A 0 0 w— hy Uko Uko

onde hy =t + T, com t;, = h*k*/2m.

As solugoes para estas equagoes sao dadas por

1 hy —
2 E— M
= - (1
Uk 2( + £k )
1 hy — p
2
= —[|1-—
Vko 2( L >7

€k=\/<hk—,u>2+A2,

e as densidades normais e andémalas, p, e k., sd0 respectivamente,

pU(k> = Ulza

’io(k> = UkoVko,

de modo a completar as Eqgs. 3.23 e 3.24.

As duas equacoes de auto-consisténcia de HFB sao aquelas para o campo médio I e o
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campo de emparelhamento A,

r = vo/—ka (3.26)

A = g —ukvk, (3.27)
2

com o vinculo da densidade de particulas dada por

P = /—2%

Como o campo médio é uma constante proporcional a densidade de particulas, I' = vgp,

nao ¢ essencial para determinar a auto-consisténcia. Redefinimos o potencial quimico

ep=pu—1T e usamos tp = =hy —T. (3.28)

Reescrevemos os coeficientes wuy, e v, como

1 tr — e
2 = — 1+ 2T 3.29
i = (145 (3.20)
1 tr —e
2 = (12 .
v? 2( = (3.30)
com
Er — \/(tk - 6F>2 + JACH (331)

Os parametros que determinam a auto-consisténcia sao, entdao, o campo de emparelha-
mento A e a energia de Fermi ep, determinadas da auto-consisténcia da equacao de

emparelhamento e do vinculo da densidade.

Para estimar um valor inicial para ep, usamos o limite A — 0, para o qual
vi%&(tk—ep) .

Neste caso, temos

dk I 2k
p :/—2v,§ = —/ dk = =L (3.32)
2m T J iy 7r
A densidade de energia de HFB, pode entao ser escrita como
dk r A
Enp = / or [(tk + 5) 20k + 5@0} (3.33)

ou entao, na forma de energia de BCS,

dk h2k? 2 A2
Epes = / ST g2 g - 2 (3.34)
4 Vo
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Observamos que, devido ao fato que o campo de emparelhamento A é constante, a apro-

ximagao HFB ¢é equivalente a BCS.

Para fazer a comparacao com outros formalismos, normalizamos a densidade de energia

dividida pela densidade vezes metade da energia de ligacao de duas particulas,

E h?
Ehes = bes com Ey=—q. (3.35)
p

:4m

O potencial quimico é dado pela energia de Fermi e deslocado pelo campo médio U =

UOp/Qa

. tp
Hboes F 9
e normalizado como )
ﬂbcs = — Ubpes - (336)
oo

A solucao Hartree-Fock pode ser obtida como o limite de emparelhamento zero da

solucao HFB. Nesse caso

dk h2k? Meodk | RPkE RS
— 2 — / — 2 = (3.37)
21 2m —kp 2T 2m 3amm
e a densidade de energia torna-se
h2 k3 Vo 2 2kp
Eyp — F_<_> . 3.38
BE = 3mr 2 comt P s ( )
O potencial quimico é dado por
V) h2k?
,uHerF_%O e er = QmF,
e normalizado como .
dovo

Conforme o emparelhamento BCS— 0, o potencial quimico p tende a aproximacao de
HF.

3.1.3 A soma de escadas no meio nuclear

Seguindo a andlise de (KAISER, 2011) da energia de um gas de Fermi com interagao
de contato obtida da soma a todas as ordens dos diagramas de escadas no meio nuclear,
calculamos as contribuicoes da soma de escadas com zero, uma e duas insercoes no meio,

By, By e By, respectivamente, representados pela figura 3.1.
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— — — — — —

n P2 P1 P2 yul P2

FIGURA 3.1 — A soma de escadas no meio nuclear representada por nimeros de insercoes
para By, By ¢ By. Retirada do artigo (KAISER, 2011).

Escrevemos o momento total P e o momento de troca ¢ como

:p1+p2 o _ b1 —po

P
2 1 2

(3.40)

onde | p1 |< kr e | po |< kp.
A partir do propagador G,
1
po — P?/2mp + i€

G (po,p) = — 276 (po—ﬁQ/ZmF)G(kjp—@]),

as contribui¢oes no meio podem ser descritas em termos da contribuicao sem matéria

S 1
b= |
D “ﬂ( L >
2lq) J_oo 2 \l—lq| —in 1+]q| —in
. qo
= —2—7
2|q|

e da contribui¢ao com matéria,

< dl 1
Bi=a | g 0= P I)+ 0k~ [P+I)) . (34D

Para facilitar o calculo, reescrevemos 3.41 em termos de |P| . Quando P < 0, apenas
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trocamos as duas integrais, de modo que sua soma ainda é a mesma. Assim

< dl 1
B = CIO/OO%me(kF_HP|_l|)

_ W P*’”ﬂ( Lo )
21q] Jipj—ke 27\l =gl —in 1+ |q|+1n

_ (ln(’fF+|P|—|Q|) —ln<kF+|P|+|q|>+2m')
A |q] kr — |P|+ 14| kr —|P| = lq| ’

< dl 1
Bi, = q /_m%me(kF—HPH”)

_ o k‘”ﬁ( L __ 1 )
2lql Jgpypr 27 N\l — gl —in 1+ ]q| +in
9 kF—!PI—Iq!> (kF—|P|+IQI) )
— In (E— 1T gy (TN om )
4r |q| ( (kF+ 1P| + gl ke +|P| = |q|

que é idéntico a primeira contribuicao. Assim, podemos reescrever a Eq. 3.41

% (kr —lq))> = P?\  q
Bi=B, +B; = In +i—. 3.42
D P ((kF + |q])* — P2 4] (342)

Para obter a contribuigdo com duas inser¢oes no meio, (KAISER, 2011) usa o fato que é

puramente imaginario e que a parte imaginaria total das trés contribuicoes ¢ dada por

Im[By+ B, + By] = —qo/j;%wa(l?—q?) [0 (kp —|P —=1))0(kr — |P+1])
+ 0 (P =1 —kp) O (P +1] — kr)]
= g [ =10 e~ P 1) % (3.43)
0 (kp —|P+1))
= _ D (3.44)

20ql’

onde o termo particula-particula proporcional a 6 (|P — 1| — kr) 0 (|P + 1| — kr) é zero,

desde que |p1| < kp e |pa| < kp.

Podemos assim reescrever

By+ By = —R(P,q) 4+l (q),
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com ,
k - pP?
R(PQ) qo0 In <F+|Q|)2 ] e I(q):ﬂ
2l \ (kr — lg])> — P 2ldl
enquanto
BO + Bl + Bz =—R (P, q) — 1l (q) (345)
com
By = —2il () (3.46)

Segundo Kaiser, as contribuigoes contendo n interagoes de contato, de ordem n — 1 no
lago em meio nuclear, obtem-se multiplicando os termos da forma (By+ By)" '~/ (By)? por
—qo, bem como o fator de simetria apropriado, e integrando sobre os momentos |p;| < kg
e |po|] < kp. A distingdo entre as inser¢oes dupla em meio nuclear (Bs) e as outras
(BoeBy) é devida a simetrias adicionais que estas possuem. A expressdo correta para as

contribuicoes de ordem n — 1 sao dadas por

n—1 -
: By+B)" (B — = — < >B+B"JBJ
j[)(J >(0 1) (2)]+1 nB2j:0 i+l (Bo 1) (Bs)
1 < /n e ;
= =D () Bt B) T (B (347)
n 2j=1 7
1 n
= B ((Bo+ By + B2)" — (B + By)") .
2

Se somarmos 3.47 sobre n, teremos

>

n=1 j=0

n—1

( )BO+BI)” 1ﬂ(BQ)j.L = —iln(

j4—1 .BQ

_ 1 1n<1+11%(P,q)+z'l(61)>
2l (q) \1+R(P,q)—il(q)

= 1 arctan A
= T <1+R<P,q>)' (3.48)

Levando em conta um fator de 2 devido a antissimetria, e outro fator de 2 x 2 para a

multiplicidade de spin, a densidade de energia é entao

R2E3, Fodpy [F dps 1 I(q)
Eimed = t — . 3.49
T 3mr /kF 2m /kF 2w 1 arc an(1+R(PaQ>> ( )

Quando gy << 1, I(q) e R(P, q) sao pequenos, teremos

3
T
arctanr — T — 34—..., quando lz| << 1,
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de modo que

e
—— arctan

1(q) 1 1 I(q)?
I(q) ) -

1+ R(Pq)) 1+R(Pq) 31+R(Rq)

e, a ordem mais baixa em g,

21.3 2
Wkp 0 (3.50)

Ein—me — K - )
¢ HE = S 4

Podemos também calcular o potencial efetivo para um determinado valor do momento p;

CcOomo

"Fdpy 1 I(q)
U(p1) = —vo /kF 9 100 arctan (1—|—R—(P,q)) . (3.51)

Em termos da equacao 3.51, podemos escrever

Rk} o
Ez’n—med - E +/ % (p1> (352)

3mm

e definimos o potencial quimico como

ppr =ep +U(py = k) com er (3.53)

3.1.4 Solucgao exata do ansatz de Bethe

Bethe propos o ansatz que agora carrega seu nome em 1931, quando apresentou um
modelo em que obtinha os autovalores e autovetores exatos do modelo de Heisenberg
unidimensional (1-D) para spin 1/2. O modelo consiste em uma rede unidimensional de
particulas com interagoes entre vizinhos mais proximos, de modo que o ansatz fornece um
método exato para o célculo de autovalores e autovetores do sistema. Segundo (KARBACH;
MULLER, 1997), oferece duas grandes vantagens: (I) Todos os autoestados sao caracte-
rizados por um conjunto de niimeros quanticos que podem ser usados para distingui-los
de acordo com propriedades fisicas especificas. (II) Em muitos casos, os autovalores e as

propriedades fisicas deles derivadas, podem ser avaliados no limite termodinamico.

3.1.4.1 O modelo ferromagnético

A hamiltoniana do modelo de Heisenberg foi introduzida pelo mesmo em 1928, através

dos estudos das propriedades do estado fundamental e excitacoes baixas de um sistema

ferromagnético. A hamiltoniana apresenta um conjunto de spins S,,, localizados e fixados
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na rede com troca de interagoes entre vizinhos proximos

H=-7) 8,8, (3.54)
(mn)
onde a relagao de comutacao ¢é descrita como
[5775, 9’;} = —ibune™S,, 87 =5(S+1), (3.55)

sendo J a magnitude do acoplamento e S a magnitude de cada spin. Quando o acopla-
mento J > 0, o estado fundamental de uma cadeia de N spins terd seus vizinhos alinhados
em uma mesma dire¢do. Em um sistema unidimensional (1-D) de N spins s = 1/2, a

hamiltoniana de Heisenberg agindo no espaco de Hilbert é representada por

N
H = —J) 8,8
n=1

N
1
- _‘]Z {5 (S:S;H + S;SIH) + 5, Z+1} ’ (3.56)
n=1

(KARBACH; MULLER, 1997) com condigées de contorno periddicas dada por S, 1 = Sy,

onde S,, = (5%,5Y,58%) e SF = (8% +iS5Y) obedecem as regras de comutacao de spins.

E= 50 wiby, |55 8E| = widweSE, (S8, ] = 200 (3.57)

A hamiltoniana 3.56 pode ser expressa como uma matriz real e simétrica em uma
dimensao 2V x 2V gerada pelos vetores de base ortogonais |o;...ox) com spins up (o, =1)
ou down (o, =|). A figura 3.1, representa as regras de aplicagao dos operadores de spins

nos vetores de base e suas regras.

A matriz hamiltoniana pode ser escrita em forma diagonal de bloco. A simetria de
rotagao sobre o eixo-z no espaco de spin, eixo de quantizacao, implica que a componente
2 de spin total Sz = S 5% é conservada, tal que [H, Sz] = 0. Assim, a Hamiltoniana

se separa em blocos de estados com o mesmo valor S7.

De acordo com a figura 3.2, a operagao da hamiltoniana 3.56 em |oy...0y) produz uma

combinacao linear de vetores de base, cada um dos quais sao classificados de acordo com

o numero quantico S% = % —r, onde r é o nimero de spins para baixo, o que é necessario

para diagonalizar o bloco de um nimero quantico da matriz hamiltoniana.

O bloco com r = 0 (todos spins para cima) consiste em um unico vetor |F) = |1 ... 1),
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S L)
ST 0 )
S- L) 0

S; .1 L)

FIGURA 3.2 — Regras que regem a aplicacao dos operadores de rotacao nos vetores de
base |oy...0n) com spins up (0, =T) e down(o, =]). Retirada do artigo (KARBACH;
MULLER, 1997).

com autoestado de H |F) = E |F) e energia Ey = —JN/4.

In) =95, |F), n=1,..,N. (3.58)

O bloco com r = N (todos com spin para baixo), consiste também em um tnico
vetor |F) = ||l ... ]) com a mesma energia Fy = —JN/4. Estes sdo os estados de spins

totalmente alinhados.

Os vetores de base N no subespago invariante com r = 1 (um spin para baixo) sdo
marcados pela posi¢ao de spin invertido. Para diagonalizar o bloco r =1 de H, que tem
tamanho N X N, supomos que 0s autovetores possuem a mesma invariancia sob translagoes

da hamiltoniana para escrever

2mm

N
1
n=1

Os vetores |¢) sao autovetores do operador de translagdo com autovalores de exp (ik) e

sao também autovetores de H com autovalores de

E — Ey= J(1—cos(k)). (3.60)

O ansatz de Bethe age sobre os subespagos invariantes com 2 < r < N/2. Observe
que os estados > N — 1, com um spin up, possui propriedades similares. Nestes casos, a
base translacionalmente invariante nao diagonaliza completamente a matriz hamiltoniana
mesmo considerando simetrias adicionais, como por exemplo, a simetria total de rotacao

no espaco de spin ou a simetria de reflexao na rede.

Para r = 1, o ansatz para qualquer autovetor H |¢) = E'|¢) é uma superposi¢ao dos

vetores de base

) = a(n)|n), (3.61)
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de maneira que os coeficientes a(n) satisfazem as equagoes lineares,
2[E — E,Ja(n) = J2a(n) —a(n—1)—a(n+1)], a(n+ N)=a(n)N, (3.62)

para n inteiro, e com condicoes de contorno periddicas. Este sistema de equacoes diferen-

ciais possui N solucoes linearmente independentes

2
a(n) = exp (ikn), k= Nﬂm, m=0,1,..,N -1, (3.63)

que fornece os resultados anteriores.

(N+1)
2

de a(nq,ny) para todos os autoestados. O autovetor pode ser expandido como,

J& no subespaco de r = 2, com dimensao N

, precisamos determinar os coeficientes

Wy =" > a(ni,ng)|ni,ma). (3.64)

n<ni<na<N

O ansatz de Bethe de tais coeficientes é dado por

. 1 , 1
a(ny,ny) = exp (i(kiny + kano + 591’2)) + exp (i(k1ng + kony + 592,1)), (3.65)
onde o angulo de fase 615 = —#; = 6 depende de dois vetores de onda k1, ko que satisfazem
0 k k
2 cot 5= cot 51 — cot ?2 (3.66)

Duas relagoes adicionais entre ki, ks e 6 expressam a exigéncia de que a fungao de
onda 3.64 seja translacionalmente invariante, o que implica a(ni,n2) = a(ng,n; + N).

Esta condigao é satisfeita desde que
exp (ik1N') = exp (i6), exp (tkaN) = exp (—if), (3.67)

ou

N]{]l = 271')\1 + 6, N/fg = 271')\2 — 9, (368)
onde os inteiros A; € {0,1,..., N — 1} sdo chamados de ntimeros quanticos de Bethe.

Os autoestados sao encontrados resolvendo este sistema de relagoes algébricas. Cada
solugao k1, ko, 0 determina um conjunto de coeficientes de expansao de a(ni,ns) e assim

determina o autovetor com energia

2T

E=FEy+J )Y (1—cosk;), k=k +k = v

§=1,2

(A1 + A2). (3.69)

Para r = 2, as solucgoes se dividem em trés classes.
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1° uma classe C de estados para os quais um dos nimeros quanticos de Bethe é zero,
A =0,=0,1,...,. N — 1.

2° Uma classe Cy de estados A1 e Ay nao nulos, que diferem em dois ou mais: Ap—A; > 2.

Existem N % + 3 desses pares.

3° Uma classe C3 de estados com A; e Ay nao nulos, que sao iguais ou diferentes por
unidade. Existem 2N — 3 desses pares, mas somente N — 3 produzem solucoes, a maioria
dos quais sao complexos.

A figura 3.2 esboga os pares de nimeros quanticos de Bethe (A1, A2) permitidos que
(N-1)

2_1 no subespaco r = 2 para N = 32. Os estados das

classes (', Cy e (5 estao coloridos em vermelho, branco e azul, respectivamente.

caracterizam os autoestados N

AL+ Ao = 3N/2

MAdo=N

A+ A= N/2

A

0

0 N —1
As

FIGURA 3.3 — Respresentagao dos ntiimeros quanticos de Bethe para os estados de classe

Cy (vermelho), Cy (branco) e C5 (azul). A figura caracteriza os autoestados N % de r

=2, para um subespaco de N=32. Retirada do artigo (KARBACH; MULLER, 1997).

3.1.4.2 O modelo antiferromagnético

No modelo antiferromagnético de Heisenberg (1-D), escrevemos a hamiltoniana como

N
Hy=J7Y S,Su. (3.70)

n=1

A diferenga da hamiltoniana (3.54) para (3.70) é apenas o sinal. Na hamiltoniana

antiferromagnética de Heisenberg H,4, todos os autoestados permanecem os mesmos que
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em (3.54), mas os autovalores de energia possuem sinais opostos, logo, ha diferentes
propriedades fisicas. O estado |F') (vetor do estado fundamental ferromagnético), agora

tem energia mais alta.

A reflexao sobre a ordem antiferromagnética de longo alcance, tal como o vetor |F)
faz para a ordem ferromagnética de longo alcance, sugere que a primeira poderia ser

representadas por dois vetores

M) =1L, N = 1), (3.71)

que sao chamados estados de Néel. Assumindo que o nimero de spins N em (3.70) é par

e que as condigdes de contorno periédicas sao impostas (KARBACH et al., 1998).

Mas nem |Ni), |N3), ou as combinagoes lineares invariantes & translacao, |Ni) =
(|N1) £ |N3)) /+/2, sdo autovetores de Hy. No valor esperado de energia (H,), o estado
de Néel minimiza somente <S§S§ +1>. Um estado com a simetria de rotagao completa de
H 4 pode ter uma energia mais baixa. Como |N.), o estado fundamental |A) é encontrado

no subespaco com S} =) 57 = 0.

No ansatz de Bethe, todos os autoestados de H4 com S7 = 0 podem ser obtidos
a partir do estado de referéncia |F) excitando r = N/2 particulas com momento k; e
energias —J(1 — cosk;), onde cada autoestado é especificado por um conjunto diferente
de N/2 (numeros quanticos de Bethe) {\;}. Os indices de fase k; e os angulos de fase 6;;
nos coeficientes da fungao de onda de Bethe resultam das equacoes do ansatz de Bethe
(3.66) e (3.68). Para N-finito, o estado fundamental |A) tem momento real k; e niimeros
quanticos de Bethe
Ny =1{1,3,5,..., N — 1}, (3.72)

podendo relacionar o momento de particula k; com uma nova variavel z;, como

ki=7—¢(z). (3.73)

Através da fungao ¢(z) = 2arctan(z), a relacao entre cada angulo de fase 6;; para um par

de particulas e diferenca z; — z;, é dada por

0, = msgn [R(z — 2))] - 01z — )/2], (3.74)

onde R(z) denota a parte real de z, e sgn(y) = %1, o sinal de y. Substituindo (3.73) e

(3.74) em (3.68) produzimos as equacgoes do ansatz de Bethe para as varidveis z;:

No(z) =2rLi+> ¢[(zi—2)/2], i=1..r (3.75)
J#i
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Os novos numeros quanticos de Bethe I; assumem valores inteiros para valores de r
impares e semi-inteiros para r pares. Para o estado fundamental |A), dada a solugao
{z1, .., 2z} das equagoes para um estado especificado por {1, ..., I.}, a energia e o niimero

de onda sao descritos como

N N+
4 4

[\CR V]

1 N 1
+§7— ,...72_5}, (376)

{]’i}A - {_
(E—Ep)/J = ZE(Zi)a (3.77)

k= Z [T —¢(z)] = mr — 2% Z I;. (3.78)

A fungao de onda de Bethe (3.64 em um sistema para r = N) é obtida a partir de {z;}
por meio das equagoes (3.73) e (3.74). O estado fundamental |A) pertence a uma classe
de autoestados que s@o caracterizados por solugoes reais {z;} das equagoes do ansatz de

Bethe. Para encontréa-los numericamente, convertemos (3.75) em
n 1 n n
ZZ( ) = tan (%L +on ;gﬁ [(zz( ) _ zj(- ))/2]> . (3.79)

A configuracao z; para o estado fundamental de N-finito obtém |A) numericamente.
Todas as raizes sao reais e seus valores sao classificados na ordem dos nimeros quanticos

de Bethe associados a ;.

A inversa da funcao discreta Zy(z;) = I;/N é reescrita a partir da Eq. (3.75) sob a

forma:

I n(z) = 6(2) — v 301z~ 5)/2]. (3.50)

J#i
Para N — 0o, Zn(z;) se torna uma funcao continua de Z(z) cuja derivada, oo(z) = dZ/dz
representa a distribuicao das rafzes. Na Eq. (3.80) a soma (1/N) >~ ...¢ substituida pela
integral [ dz'og(z')... Apés a diferenciagdo, a versdo continua de (3.80) se torna uma

equacao integral linear

don(2) = —e(2) — /_ h %00(5), (3.81)

onde £(z) = 0k/dz = —2/(1 + 2?).

Aplicando a transformada de Fourier em 3.81 produzimos uma equacao algébrica para

+ . ) .. . -
(u) = f_;o dze"*oo(z). Aplicando a transformada de Fourier inversa a sua solugao
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resulta em .
oo(z) = Zsech(ﬂz/Z). (3.82)

A energia do estado fundamental por sitio pode ser reescrita como (Eq. 3.77)

EA _ EF B +00 B
2t /_ dz2(2)00(2) = —In2. (3.83)

Este valor é menor do que o valor esperado de energia dos estados de Néel. O estado |A)
tem um spin total S = 0 (singleto). Ao contrario de |F'), que retém a simetria de rotacao
completa de (3.70) este estado ndo exibe ordem magnética de longo alcance. O niimero
de onda de |A), obtido de (3.78), é k4 = 0 para N/2 pares e k4 = m para N/2 impar. O

estado |A) para N — oo pode ser descrito por uma distribui¢ao continua de k,

k AV
po(k) = {8 sin? 3 cosh (g cot 5)] (3.84)

para 0 < k < 2.

3.1.5 A solucao exata de Gaudin

A solugao exata do gds de Fermi unidimensional (Eq. 3.1), foi obtida por Gaudin
usando o ansatz de Bethe. A solu¢do (M.GAUDIN, 1967) pode ser escrita como duas
equagoes acopladas que determinam o niimero de ocupacao do estado de momento, n (k),

dada a restricao da densidade de particulas p,

n (k) =2 — 2o /kF dg__nl) (3.85)

ke 27 (R — @) + ¢
com

kr g m
p=2 / Dnlg) e a= . (3.86)

fp 2T

O momento de Fermi kr é determinado pela exigéncia da consisténcia das duas equagoes.
A distribuicao de momento é 2 no limite de interacao zero, correspondente a uma particula
em cada estado com um spin up e um spin down, e diminui a medida que a forca de
interacdo aumenta. Uma vez obtidas as solugdes para as duas equagoes (kp e n(k)), a

densidade de energia pode ser calculada como

"rodg B2 h?
q 2 P 2
E, =2 — — ——q;. .

g /_kF 2T qu n(q) 24mq0 (3 87)

O primeiro termo nesta expressao corresponde a energia cinética. O segundo termo pode

ser reescrito como —pFs/2 e corresponde a energia de ligagdo das particulas em pares,
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com a densidade de pares sendo metade da densidade de particulas. Em baixa densidade,
a contribuicao do termo de energia cinética tende a zero em relagao ao do termo de ligacao
do par. Definindo

F () = n(kpz) e K:k—F,
do
lembrando a defini¢ao de A = ¢o/p, podemos escrever as equagoes de auto-consisténcia

em forma normalizada como (M.CASAS et al., 1991),

F(z) = 2——/ dy1+K2 m)— ME (3.88)

1

V= B e, (3:89)
T J

onde o parametro K e a distribuicao de ocupagao F (z) devem ser determinados auto-

consistentemente, como acontece com as densidades de energia BCS e HF. Escalamos a

densidade de energia de Gaudin dividindo pelo fator pFEj,/2 e depois transformamos a

forma normalizada. Assim, reescrevemos a Eq. (3.87) como

Eg 4 3 ! 2
—1 K F(y). .

o potencial quimico pode ser obtido como

E, d
Hg = ? + pd_p (Ey/p) - (3.91)

Usando o fato que qovg = 4E5 e A = qo/p, podemos normalizar (3.91) obtendo

_ Hg 1 deg
=——=-\¢€ 3.92
Hg Jolo 8 ( g d/\) ( )
onde o potencial quimico deve ser calculado numericamente.

Também analisamos os resultados de uma aproximacao qRPA (quasi-Random Phase
Approzimation) na qual os campos médios sao obtidos de uma equacao do tipo Brueckner,
utilizando a funcao resposta qRPA, estudado por (T.ALM; P.SCHUCK, 1996).

U, A, A A p—k p—k
(5 %) - 4 f s bt 25t e
XY (ko)SkY (ko)] (3.93)

A energia do qRPA é fornecida pela energia do BCS usando os campos médios da Eq.
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3.93.
dk (22 U, & dk Ay
Bow= | — (2 2R ) (1 ) [ Z2A,—2F 3.94
e /27r(2m+2>< ,/§£+AZ /47T k4/§g+Az ( )
3.2 Calculos e Discussoes

As figuras de 3.3 a 3.7 esbogam as relagoes entre as aproximagoes de muitos corpos para
a energia (¢), o potencial quimico (1) e o emparelhamento (A) em funcao do parametro
adimensional A7!. O parametro adimensional é definido pela hamiltoniana 3.1 escrita em
termos de um unico parametro, que é a densidade de particula (p) dividida pela escala de

comprimento inversa (¢o) definida pela interacao.

10 T T T T I T T T T T T T T T T T T

7.5

2,5

0 = — QRPA

(e
e
[,
—
—
(9]
[\

FIGURA 3.4 — Energia por nucleon em relacao ao parametro A\~! para as aproximacoes
de HF, BCS, qRPA, Gaudin e soma de escadas em meio nuclear.

Valores pequenos do parametro A~ correspondem a densidade baixa (ou acoplamento
forte) enquanto valores grandes correspondem a densidade alta (ou acoplamento fraco).

As grandezas ¢, 1 e A foram normalizadas usando os seguintes critérios,

£ i (3.95)
g = ara energias, .
pBa2 P &
o= ol para potenciais quimicos, (3.96)
4F,
A
A = para emparelhamento, (3.97)

E,
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onde Fy = %vﬁ é a energia de ligacao de um par no vacuo.

5 T T T T T T T T T T T T T T T T T
B — BCS b
B [ T T T T T T T T T3 Gaudin b
M o4 Y --- HF
3,751 — QRPA

||4|||||||||||

““ 25+

-0,2_""|""|""|""
0,2 04 0,6

0,8

1,25

FIGURA 3.5 — Potencial quimico em relacao ao parametro A\~! para as aproximacoes de
HF, BCS, qRPA e Gaudin.

A Fig. 3.4 mostra os valores das energias do estado fundamental. A linha vermelha
mostra os valores encontrados para a aproximagao de BCS (3.35), a linha preta mostra
os valores da aproximagao de HF (3.38), a azul esboga a aproximacao de qRPA (3.94),
a linha rosa exibe os resultados da energia da soma de escadas, que chamaremos de lago
(3.52) e a solugao exata de Gaudin (3.90) é representada pela linha verde, respectivamente.
Podemos observar que as energias de qRPA, BCS e Gaudin no limite de densidade zero
(acoplamento forte) tendem a -1, onde estas solugbes descrevem a matéria totalmente

ligada em pares.

Com o aumento da densidade, os pares comecam a se desfazer, contudo, devido ao
movimento dos nucleons esse processo ocorre mais rapidamente nos casos BCS e qRPA
do que na solucao exata. Ja as energias de laco e HF no limite de densidade zero tendem

a zero, uma vez que estas aproximagoes nao contém pares ligados.

A divergéncia entre Gaudin e BCS para valores mais altos de A™! ocorre em razao
do tratamento diferente dos pares. A aproximagao de BCS considera apenas pares com
momento zero, enquanto a solucao exata de Gaudin permite pares com momentos arbi-

trarios.

Esperavamos que a energia de lago estivesse proxima a energia de HF, uma vez que

estas aproximagoes nao descrevem pares ligados. No entanto, observamos uma diferenca
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nos calculos entre o potencial efetivo da soma de escadas e o potencial de HF, onde a
proximidade entre tais aproximagoes comega a ocorrer apenas para altos valores de A= (
acoplamento muito fraco). Verificamos que em A™' = 30 o potencial da soma de escadas

alcancou apenas 95% do valor potencial de HF.

1 T T T T T T T T T T T T I T T T T

L — BCS -
L — QRPA i

0,75

A 05

0,25

FIGURA 3.6 — Emparelhamento em relacao ao parametro A~! nos casos BCS e qRPA.

O resultado dos célculos dos potenciais quimicos nos casos BCS (3.36), Gaudin (3.91),
HF (3.39) e qRPA sao apresentados na Fig. 3.5.

O potencial quimico tende a metade da energia do par ligado para as solugoes com
pares, quando A~! tende a zero. Assim, os potenciais quimicos normalizados, u, das
solugoes BCS, qRPA e Gaudin tendem a 1/8 quando A™! tende a zero. Em densidades
mais altas, percebemos que o potencial de BCS tende ao potencial de HF. No limite do
acoplamento forte, a aproximacao de qRPA e BCS tém praticamente os mesmos valores,
dado que estes tendem a energia do par ligado, ou seja, os dois tendem a mesma energia

quando a densidade vai para zero. Na Fig. 3.6, mostramos o campo de emparelhamento

como funcao do parametro A\~!. Podemos observar que o campo de emparelhamento da
solu¢do qRPA tem valores similares aos da solugao BCS. O campo da solugao BCS tem
valor maximo por volta de A™! ~ 0.75, diminuindo monotonicamente para valores maiores
de A7! convergindo assintoticamente a zero para valores de A™' > 2.05. Verificamos
aqui um problema na convergéncia da solucao qRPA. Ainda desconhecemos uma solugao

satisfatéria para este problema.

Esbocamos na Fig. 3.7, os momentos de Fermi kp das solucoes de HF e Gaudin.
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FIGURA 3.7 — Momento de Fermi em relacao ao parametro A~! para as solucoes de HF

e Gaudin.
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FIGURA 3.8 — Ocupacao do estado de momento em relagao ao momento linear da solugao

exata de Gaudin.

Sabemos que, para acoplamento muito forte, todos os nicleons da solucao exata estao

ligados em pares. Assim, vemos que o momento de Fermi da solucao de Gaudin possui

metade do momento de Fermi da solucao de HF por descrever pares de nucleons em vez

de cada nucleons individual. Conforme aumentamos a densidade, os momentos de Fermi

comecam a crescer em paralelo, porém, nao sabemos quanto da variacao do momento de
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Fermi da solucao de Gaudin é devido a quebra de pares e quanto é devido apenas ao seu

movimento.

A Fig. 3.8 exibe os resultados da solugao de Gaudin para o nimero de ocupagao dos
estados de momento linear (3.86), para varios valores de A™!. Verificamos que, quanto
mais forte o acoplamento (ou menor a densidade), a distribuicdo de momento fica mais
proxima de 2 e conforme aumentamos a densidade (ou diminuimos o acoplamento), a
distribuicao de momento n(k) diminui. Isso ocorre devido & quebra e ao movimento dos

pares.



4 Conclusao

Neste trabalho, comparamos varias aproximacoes auto-consistentes de um sistema
unidimensional com a solugao exata proposta por Gaudin (M.GAUDIN, 1967). As apro-
ximacoes abordadas foram as de HF, HFB, qRPA e a soma de escadas no meio nuclear.
Comparamos, além da energia por nucleon, o potencial quimico, o momento de Fermi
(kr) das solugoes de Gaudin e da aproximagao de HF, bem como o emparelhamento de
HFB e qRPA.

Verificamos que as baixas densidades (ou acoplamento forte), A= pequeno, as solugoes
de qRPA e HFB sa@o proximas a solucao exata. A divergéncia da energia da solucao
de Gaudin e HFB ocorre pela diferenca no tratamento de pares. Com o aumento da
densidade, os pares das aproximacoes de HFB e qRPA comecam a se desfazer enquanto

os pares da solucao exata comecam também a se movimentar.

No limite da densidade baixa (acoplamento muito forte), as solugoes de qRPA, Gaudin
e HFB tendem A energia do par ligado, enquanto a energia de HF e laco tendem a zero,
pois estas nao contém pares ligados. Esperavamos que o potencial efetivo da soma de
escadas e HF estivessem préximos, porém, somente a densidades elevadas (acoplamento

muito fraco) o valor potencial de HF pode ser alcangado.

Tal como para energia, o potencial quimico no limite do acoplamento forte (densidade
baixa) tende & energia do par ligado para as solugoes exatas de qRPA e HFB. Conforme
aumentamos o parametro A\~!, os pares das aproximacoes de HFB e qRPA comecam a se

quebrar e sua solucao tende A aproximacao de HF'.

Analisamos o momento de Fermi kr na solucao de Gaudin e HF e verificamos que a
densidades baixas (A™! pequeno), a solugao de Gaudin descreve pares de nucleons, tendo
assim, metade do kr de HF. Constatamos que quando aumenta a densidade (ou diminui
o acoplamento), os valores de kr aumentam mais ou menos em paralelo. Nao sabemos
quanto da variacao de kr na solucao de Gaudin ocorre devido ao movimento dos pares ou

quanto pela sua quebra.

Na ocupacao dos estados de momento linear da solucao exata de Gaudin, observamos
que, no limite do acoplamento forte (densidade muito baixa), que corresponde a matéria

na qual todos os nucleons estao ligados em pares, a distribuicao do momento tende a
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2. Conforme aumentamos a densidade (ou diminuimos o acoplamento), a distribuicao de

momento n(k) diminui devido a quebra e ao movimento dos pares.

O campo de emparelhamento entre a aproximacao de HFB e qRPA possuem valores
aproximados. No entanto, constatamos um problema na convergéncia de qRPA cuja
solugao ainda desconhecemos. O problema na solucao de qRPA nao se trata apenas de
um problema numérico. Devido a isso, retiramos o desenvolvimento desta aproximagcao

do trabalho e deixamos apenas os resultados obtidos previamente.

Através dos resultados analisados, podemos concluir que nenhuma das aproximacgoes
inclui todas as interagoes e correlagoes da solucao exata. Ainda estamos longe de descrever

o sistema de muitos corpos, mesmo para o caso 1-D.
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