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desta dissertação e para emprestar ou vender cópias somente para propósitos acadêmicos
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Resumo

As correlações de dois corpos desempenham um papel importante na determinação da

energia do estado fundamental e das excitações de sistemas nucleares. Grandes classes

dessas correlações, dos tipos de part́ıcula-part́ıcula, buraco-buraco e do tipo part́ıcula-

buraco, podem ser levadas em consideração através de aproximações do tipo HF, BCS

e qRPA. Para melhor compreensão da aplicabilidade dessas aproximações, comparamos

elas com soluções exatas de um gás de Fermi de spin 1/2 unidimensional. A solução

exata é obtida usando o ansatz de Bethe (KARBACH; MÜLLER, 1997) (KARBACH et al.,

1998) e foi descrita por Gaudin (M.GAUDIN, 1967). Aqui, a solução exata do estado

fundamental é comparada com as aproximações BCS, qRPA, HF e com uma soma de

escadas no meio nuclear. Comparamos também o potencial qúımico dessas aproximações,

o emparelhamento das aproximações BCS e qRPA e os momentos de Fermi da solução

HF e da solução exata de Gaudin.



Abstract

Two-body correlations play an important role in determining the ground state energy

and the excitations of nuclear systems. Large classes of these correlations, of particle-

particle and hole-hole types as well as of particle-hole type, can be taken into account

through aproximations of the types HF, BCS and qRPA. For a better understanding of

the applicability of these approximations we compare them with exact solutions of a one-

dimensional spin 1/2 Fermi gas. The exact solution is obtained using the Bethe ansatz

(KARBACH, 1997) (KARBACH, 1998) and has been described by Gaudin (M.GAUDIN,

1967). Here the exact ground state solution is compared to the BCS, qRPA and HF

aproximations as well as to an in-medium ladder sum. We also compare the chemical

potential of the approximations, the BCS and qRPA pairing and the Fermi moment of

the HF solution and the exact Gaudin solution.
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1 Introdução

1.1 Introdução

Quase todos os sistemas de interesse f́ısico são compostos de muitas part́ıculas intera-

gindo entre si. A importância do problema de muitos corpos, isto é, do estudo dos efeitos

da interação entre as part́ıculas no comportamento do sistema é claro. Porém, sabe-se

que o estudo de problemas de muitos corpos é complexo e que ainda existem grandes

dificuldades em descrever tais sistemas, independente da dimensionalidade destes. Várias

aproximações às soluções de problemas de muitos corpos foram desenvolvidas, entre estas,

as de Hartree, de Hartree- Fock (HF), de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) e de Brueckner.

Cada uma tenta levar em conta caracteŕısticas da interação e do sistema, consideradas im-

portantes para sua descrição. Porém, são raros os sistemas para os quais existem soluções

exatas que permitem uma comparação direta com as várias aproximações.

Neste trabalho, estudamos um sistema de muitos corpos em 1-D. Baseando-nos no

artigo (M.GAUDIN, 1967), apresentamos soluções exatas do modelo unidimensional para

spin 1/2 do gás de Fermi usando o ansatz de Bethe. Comparamos essas soluções com

as soluções de Bardeen-Cooper e Schriffer (BCS), (sendo esta desenvolvida através da

aproximação de HFB) e com as aproximações de quasi-part́ıcula de fase aleatória (do

Inglês qRPA). Outras aproximações também são calculadas, dentre elas, a de HF e uma

soma de escadas no meio nuclear. Além da energia, comparamos o potencial qúımico e o

emparelhamento nas aproximações de BCS e qRPA.

O trabalho está apresentado da seguinte maneira:

No caṕıtulo 2 discutimos inicialmente tópicos de matéria nuclear e o desenvolvimento

básico da segunda quantização aplicada a férmions. Abordamos o conceito do prinćıpio de

exclusão de Pauli e o modelo do gás de Fermi de um gás ideal para 1-D e 3-D. Mostramos

definições básicas de operadores de criação (a†) e aniquilação (a), que será a linguagem

abordada no trabalho.

Posteriormente abordamos o método de Hartree, HF e HFB. Desenvolvemos as funções

de onda de Hartree e HF, onde explicamos a diferença entre elas e descrevemos didati-
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camente a hamiltoniana na linguagem de segunda quantização, a fim de obter por meio

desta as equações de auto-consistência de HF. Já para HFB, aproximação que consiste

do movimento independente de quasi-part́ıculas, para encontrar soluções da teoria HFB

em um sistema homogêneo, reduzimos a hamiltoniana a dois potenciais, o de campo mé-

dio (contém correlações de longo alcance) e o de emparelhamento (contém correlações de

curto alcance). Descrevemos a hamiltoniana pelo teorema de Wick para expandirmos os

produtos de criação e aniquilação de operadores, podendo assim reduzir produtos arbi-

trários para somas de produtos de pares em termos de um conjunto completo de estados

independentes. Escrevemos as matrizes e os autovetores de HFB, determinando assim o

operador de quasi-part́ıcula do sistema.

Dividimos o caṕıtulo 3 em duas seções. Na primeira, discutimos conceitos e cálculos

de cada método a serem desenvolvidos através do sistema descrito pela equação 3.1, que

é a hamiltoniana do problema. Dentre os tópicos abordados, no sistema de dois corpos,

discutimos a equação de movimento no estado de spin-singleto antissimétrico, chegando

por meio desta à equação de estado ligado e à função de onda para formar soluções

antissimétricas.

Retomamos as equações de HFB para analisar o campo médio e de emparelhamento

independentes do momento e determinamos a matriz de HFB para o número de onda,

bem como as equações de auto-consistência e a densidade de energia desta. Neste tópico,

discutimos também o potencial qúımico de HFB e como a solução de HF pode ser obtida

com o limite de emparelhamento zero.

A soma de escadas discute as contribuições da soma de escadas no meio nuclear, com

zero, uma e duas inserções da contribuição com matéria. Trazemos a abordagem de

(KAISER, 2011) para o caso de uma interação de contato, obtendo assim, a densidade de

energia da soma de escadas no meio nuclear, bem como seu potencial efetivo.

Na discussão do ansatz de Bethe tratamos do modelo ferromagnético e antiferromagné-

tico. Abordamos nestes itens a diferença entre as hamiltonianas do modelo de Heisenberg

(que diferem apenas por um sinal mas possuem diferentes propriedades f́ısicas), a ação

e caracterização dos autoestados do ansatz de Bethe nos subespaços invariantes e como

podemos calcular os números quânticos de Bethe e a energia do estado fundamental.

Finalizamos a primeira parte do caṕıtulo 3 discutindo a solução exata de Gaudin.

Nesta seção, descrevemos as duas equações acopladas que determinam o número de ocu-

pação dos estados de momento, n(k), e a partir destas determinamos a densidade de

energia e o potencial qúımico.

Na segunda e última parte do caṕıtulo 3, esboçamos e discutimos o resultado dos

cálculos de energia (BCS, Gaudin, HF, qRPA e soma de escadas), do potencial qúımico

(BCS, Gaudin, HF e qRPA), o momento de Fermi para a aproximação de HF e a solução
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exata de Gaudin, o emparelhamento de BCS e do qRPA e, por fim, as ocupações dos

estados de momento linear da solução de Gaudin.

Já no caṕıtulo 4, apresentamos as conclusões sobre o trabalho.



2 Aproximações na Matéria Nuclear

2.1 Segunda Quantização Aplicada a Férmions

2.1.1 Part́ıculas idênticas e prinćıpio de exclusão de Pauli

Formulado em 1925 por Wolfgang Pauli, este prinćıpio afirma que a função de onda

total de um sistema composto por dois férmions idênticos deve ser antisśımetrica, ou seja,

férmions idênticos não podem ocupar o mesmo ńıvel quântico simultaneamente (PAULI,

1925).

Inicialmente fazemos uma análise para a função de onda espacial. Considere um

sistema formado pela part́ıculas 1 na posição r1 e 2 na posição r2, a função de onda

total é dada pelo produto das funções de onda ψα e ψβ, onde α e β representam os

diferentes estados que as particulas 1 e 2 podem assumir. Para satisfazer o prinćıpio da

indistinguibilidade é necessário adicionar a contribuição da part́ıcula 1 na posição r2 e 2

na posição r1, o que resulta em

Ψ2 →
1√
2

(ψα(r1)ψβ(r2)± ψα(r2)ψβ(r1)) . (2.1)

No entanto, devido ao prinćıpio de exclusão de Pauli, duas part́ıculas não podem ocupar

o mesmo estado quântico, ou seja, a função de onda total deve se anular quando o estado

de uma particula for igual à outra, α→ β. Na Eq. 2.1, a opção que satisfaz essa condição

resulta no sinal negativo no segundo termo,

Ψ2 →
1√
2

(ψα(r1)ψβ(r2)− ψα(r2)ψβ(r1)) . (2.2)

Contudo, para o caso de um sistema formado por três part́ıculas idênticas, a função
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de onda normalizada que satisfaz a condição de antissimetria é dada pela equação

Ψ3 = 1√
6

[ψα(r1)ψβ(r2)ψγ(r3) + ψα(r2)ψβ(r3)ψγ(r1)+ .

+ ψα(r3)ψβ(r1)ψγ(r2)− ψα(r3)ψβ(r2)ψγ(r1)−

− ψα(r1)ψβ(r3)ψγ(r2)− ψα(r2)ψβ(r1)ψγ(r3)] , (2.3)

que pode ser escrita na forma matricial

Ψ3 =
1√
3!

∣∣∣∣∣∣∣
ψα (r1) ψβ (r1) ψγ (r1)

ψα (r2) ψβ (r2) ψγ (r2)

ψα (r3) ψβ (r3) ψγ (r3)

∣∣∣∣∣∣∣ , (2.4)

onde ψ representa as funções de onda de cada part́ıcula do sistema f́ısico. Portanto,

podemos generalizar para o caso de um sistema constitúıdo por N part́ıculas,

ΨA =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψα (r1) · · · ψN (r1)

ψα (r2) · · · ψN (r2)
...

. . .
...

ψα (rN) · · · ψN (rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.5)

A função acima é chamada de determinante de Slater (SLATER, 1931) e define a função

de onda de um sistema de N part́ıculas idênticas de spin semi-inteiro, que por sua vez

satisfaz o prinćıpio de exclusão de Pauli.

2.2 O gás de Fermi ideal

O modelo de gás ideal aplicado na Mecânica Clássica consiste em um modelo teórico

onde part́ıculas pontuais não-interagentes movem-se aleatoreamente. Tal como este, o gás

de Fermi ideal é um modelo quântico composto por férmions não interagentes, ou seja,

para part́ıculas compostas de spin semi-inteiro que obedecem ao prinćıpio de exclusão de

Pauli.

2.2.1 Modelo unidimensional e tridimensional para o gás de

Fermi ideal

Para um modelo unidimensional, um gás de part́ıculas de massa m confinado em uma

caixa com comprimento L é constitúıdo por N part́ıculas não-interagentes, distribúıdas

em uma linha reta na coordenada x dentro do intervalo 0 < x < L, onde o potencial de
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interação é zero (V = 0) (GRIFFITHS, 1994). A energia do sistema é dada por

EΨ (x1j, ..., xij) = − ~2

2m

N∑
i

∂2

∂x2
i

Ψ (x1, x2, ..., xN) , (2.6)

fornecendo para cada part́ıcula

− ~2

2m

∂2

∂x2
i

Ψ (xi) = EiΨ (xi) (2.7)

onde

Ei =
~2k2

i

2m
(2.8)

e a energia total

E =
N∑
i

Ei. (2.9)

A função de onda de cada part́ıcula deve ser cont́ınua no intervalo 0< x < L . A condição

de contorno então satisfaz

ψ (x) = ψ (x+ L) ,

que implica em

ψ (x) =

√
1

L
expi(klx),

onde

kl =
lπ

L
, (2.10)

possui valores de l inteiros positivos l = 0,±1, ..., n. O ńıvel de energia El de uma part́ıcula

em um gás de Fermi no sistema unidimensional pode ser expresso por

El =
~2

2m

[(
lπ

L

)2
]

=
~2π2l2

2mL2
. (2.11)

Tal como feito para o sistema unidimensional, em um sistema tridimensional consi-

deraremos um gás de part́ıculas de massa m confinado em uma caixa de arestas com

comprimento L, cujas part́ıculas possuem função de onda no espaço cartesiano ψ (x, y, z),

onde esta é a solução da equação Hψ = Eψ. Nesse caso E é a energia da part́ıcula. A

hamiltoniana da equação 2.7 passa então a ser

− ~2

2m
∇2ψ (x, y, z) = Eψ (x, y, z) , (2.12)

Sabendo que a função ψ (x, y, z) deve ser cont́ınua dentro da caixa e periódica nas
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extremidades, a função de onda deve satisfazer as seguintes condições de contorno

ψ (x, y, z) = ψ (x+ L, y, z) ,

ψ (x, y, z) = ψ (x, y + L, z) ,

ψ (x, y, z) = ψ (x, y, z + L) .

Portanto, como resultado, a solução normalizada para ψ deve ser dada como demonstra

a Eq. 2.13,

ψ (x, y, z) =

(
1

L

)3/2

exp [i (klx+ kny + kpz)] , (2.13)

onde

kl =
lπ

L
,

kn =
nπ

L
,

kp =
pπ

L
. (2.14)

l, n e p são números inteiros que representam os ńıveis quânticos do sistema. Sabendo

que k2 = k2
x + k2

y + k2
z , substitúımos na Eq. 2.8, o que resulta na expressão dos ńıveis de

energia da part́ıcula do gás de Fermi, 2.15,

El,n,p =
~2

2m

[(
lπ

L

)2

+
(nπ
L

)2

+
(pπ
L

)2
]
,

=
~2π2

2mL2

[
l2 + n2 + p2

]
. (2.15)

Para férmions, os ńıveis são preenchidos do ńıvel mais baixo para o mais alto, sendo

que o ńıvel mais alto é conhecido como ńıvel de Fermi (nF ), onde a part́ıcula possui a

energia de Fermi eF , cada part́ıcula ocupa um ńıvel de energia até que sejam preenchidos

todos abaixo de nF , como representado na Fig. 2.1.

2.2.2 Definições da Segunda Quantização

A segunda quantização transforma funções de onda em operadores que respeitam a

equação de Schrödinger. Este formalismo é representado por um sistema algebraico usado

para descrever um estado quântico com N part́ıculas, conhecido como espaço de Fock, de

modo que as part́ıculas obedecem o prinćıpio de exclusão de Pauli. Segundo (SAKURAI;

NAPOLITANO, 2013) “Qualquer estado de part́ıculas interagentes pode ser escrita em uma

base de part́ıculas independentes (autokets de operadores de uma part́ıcula com autovalor
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FIGURA 2.1 – Representação do ńıvel de Fermi com preenchimento dos ńıveis de energia
a partir do ńıvel mais baixo para o mais alto.

ki)”. Assim, podemos escrever um sistema de estados de part́ıculas Φk1,k2,..,kN como

Φk1,k2,..,kN = |n1, n2, ..., ni, ...〉 , (2.16)

onde cada estado em ni representa um estado em Φ. Para determinar estados vazios

(ni = 0) ou cheios (ni = 1), utilizamos os operadores ak para aniquilação e a†k para cria-

ção. As definições dos operadores ak e a†k para férmions também implicam nas operações

(MATTUCK, 1976)

a†i |1〉 = 0, (2.17)

a†i |0〉 = |1〉 , (2.18)

ai |1〉 = |0〉 , (2.19)

ai |0〉 = 0, (2.20)

tratando de férmions, cada ni pode ser um estado vazio (0) ou cheio (1) obedecendo o

prinćıpio de Pauli e satisfazendo as relações{
ai, a

†
j

}
= aia

†
j + a†jai = δij (2.21)

{
a†i , a

†
j

}
= {ai, aj} = 0. (2.22)
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Para um estado fundamental temos que

a†i |Ψ0〉 = 0 (i ≤ N) (2.23)

ai |Ψ0〉 = 0 (i > N). (2.24)

A Eq. 2.23 obedece o prinćıpio de exclusão de Pauli, que por definição possui todos os

orbitais ocupados em |Ψ0〉. Já na Eq. 2.24, não é posśıvel aniquilar uma part́ıcula se ela

não existe. A figura abaixo exibe casos de um sistema de férmions para estados cheios e

vazios. Podemos escrever a figura 2.2 (a) em segunda quantização como

FIGURA 2.2 – Sistema de férmions para estados cheios e vazios

Φn1=p1,n2=p2,n3=p4,n4=p6 = |1, 1, 0, 1, 0, 1, ...〉 . (2.25)

Na (b) temos uma aniquilação no estado n4, logo

Φn1=p1,n2=p2,n3=p6 = |1, 1, 0, 0, 0, 1, ...〉 =

= a4 |1, 1, 0, 0, 0, 1, ...〉 . (2.26)
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Já para (c) temos uma criação no estado n5, de maneira que

Φn1=p1,n2=p2,n3=p5,n4=p6 = |1, 1, 0, 0, 1, 1, ...〉 =

= a†5 |1, 1, 0, 0, 1, 1, ...〉 . (2.27)

No espaço de Fock todos os espaços de kets são normalizados sempre a 1, inclusive o vácuo

〈0|0〉 = 1, logo, os operadores de criação e aniquilação podem ser expressos por:

a†i |n1, n2, n3, ..., ni−1, 0, ni+1...〉 = (−1)υi |n1, n2, n3, ..., ni−1, 1i, ni+1...〉 , (2.28)

a†i |n1, n2, n3, ..., ni−1, 0, ni+1...〉 = 0,

para criação e

ai |n1, n2, n3, ..., ni−1, 1i, ni+1...〉 = (−1)υi |n1, n2, n3, ..., ni−1, 0i, ni+1, ...〉 , (2.29)

ai |n1, n2, n3, ..., ni−1, 1i, ni+1...〉 = 0,

para aniquilação. Onde υi mede o número total de part́ıculas em estados de part́ıculas

únicas e podemos expressar como

υi =
∑
β<i

Nβ, onde Nβ = a†βaβ, (2.30)

e β < i.

A partir da definição do fator de fase (−1)υi , podemos expressar

Ni |n1, n2, n3, ..., ni, ...〉 = ni |n1, n2, n3, ..., ni, ...〉 , que é igual a

a†iai |ni〉 = ni |ni〉 , (2.31)

sendo ni = 0, 1 a ocupação da part́ıcula no estado i. As regras para operadores de

construção e aniquilação são expressas na Tabela. 2.1.

Operadores Resultados Discusões
a2 |1, 1, 1, 0, 1, 1, ...〉 |1, 0, 1, 0, 1, 1, ...〉 Aniquila a part́ıcula no estado n2

a†2 |1, 1, 1, 0, 1, 1, ...〉 0 Não é posśıvel criar uma part́ıcula em n2 pois esta já existe
a4 |1, 1, 1, 0, 1, 1, ...〉 0 Não é posśıvel aniquilar uma part́ıcula em n4 pois esta não existe

a†4 |1, 1, 1, 0, 1, 1, ...〉 |1, 1, 1, 1, 1, 1, ...〉 Cria uma part́ıcula no estado n4

an |0, 0, ..., 1j, ...〉 δnj |0, 0, ..., 0j〉 Aniquila a part́ıcula no estado j
a†m |0, 0, ..., 0m, ...〉 |0, 0, ..., 1m, ...〉 Cria uma part́ıcula no estado m

TABELA 2.1 – Regras aplicadas aos operadores de construção e aniquilação.

Segundo o prinćıpio de exclusão de Pauli, cada ńıvel de energia pode conter apenas

uma part́ıcula. No entanto, considerando que os férmions podem apresentar dois estados
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distintos devido à projeção de spin ms = ±1
2
, cada ńıvel quântico representado pelos

ı́ndices n, m e p pode acomodar duas part́ıculas, uma para o estado ms = +1
2

(spin up) e

outra para o estado ms = −1
2

(spin down). As funções de onda representando os estados

de spins com as projeções ms = ±1
2

são

χ↑ = |↑〉 ,

χ↓ = |↓〉 ,

ou na forma matricial

χ↑ =

(
1

0

)
,

χ↓ =

(
0

1

)
.

Além do mais, é válido lembrar que χ↑,↓ devem satisfazer as condições de ortogonalidade,

ou seja,

〈χ↑| χ↑〉 = 1,

〈χ↓| χ↓〉 = 1,

〈χ↑| χ↓〉 = 0.

Em geral, não trataremos de conceitos de part́ıculas e buracos simples e sim, conceitos

como quasi-part́ıculas e buracos.

Segundo (MATTUCK, 1976), uma quasi-part́ıcula é considerada como uma “part́ıcula

vestida”, ou seja, ela é constitúıda em torno de uma part́ıcula real no seu “núcleo” mas

o comportamento da part́ıcula é afetado pelo ambiente. A quasi-part́ıcula possui fraca

interação com outras e suas propriedades diferem de uma part́ıcula real, como sua massa

efetiva e tempo de vida. As quasi-part́ıculas são uma ferramenta matemática capaz de

simplificar a interação dos fenômenos emergentes que ocorrem dentro de um sólido, na

supercondutividade, por exemplo.

Um buraco é a ausência de uma quasi-part́ıcula (estas ocupam ńıveis de energia defi-

nidos), já os buracos são formados quando uma part́ıcula abaixo da energia de Fermi (eF )

é elevada a um ńıvel acima da mesma.
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2.3 Aproximação de Hartree e Hartree-Fock

As aproximações de Hartree e Hartree-Fock foram desenvolvidas a fim de propor so-

luções aproximadas de uma hamiltoniana fermiônica de muitos corpos. A eficiência deste

método consiste em reduzir problemas nucleares de muitos corpos a solução de equações

de um corpo por um método auto-consistente, de maneira que o problema de interação

de muitas part́ıculas se reduz ao problema de uma part́ıcula única sofrendo ação de um

campo médio.

Consideramos um operador hamiltoniano de um sistema de N nucleons que pode ser

descrito como (CUSTODIO, 2015)

H =
N∑
i

Ti +
1

2

∑
ij

υij (ri, rj) , (2.32)

onde Ti representa a energia cinética da part́ıcula e υij a interação entre os núcleons. No

caso de part́ıculas não interagentes, a função de onda pode ser expressa como

Ti (ψ) =

(
− ~2

2m
∇2

)
ψi (r) = εiψi (r) . (2.33)

A Eq. 2.33 é uma equação solúvel de uma part́ıcula independente. No método de Hartree,

a função de onda é escrita como um produto de funções, violando assim o prinćıpio de

exclusão de Pauli e desprezando a indistinguibilidade (OLIVEIRA, 1972),

φ (1, 2, 3, ..., N) = ψ1 (1)ψ2 (2)ψ3 (3) ...ψN (N) . (2.34)

A correção para tornar a função de onda antissimétrica e com indistinguibilidade entre

as part́ıculas é feita no método de Hartree-Fock (HF) a partir da inclusão de termos de

troca. Para fazer da função de onda nuclear um produto antissimétrico, aplicamos a Eq.

2.5 na 2.34.

ΨA (1, 2, 3, ..., N) = A{ψ1 (1)ψ2 (2)ψ3 (3) ...ψN (N)}. (2.35)

onde ΨA é o determinante de Slater das funções de part́ıcula única.

Escrevendo a hamiltoniana 2.32 na linguagem de segunda quantização, teremos uma

hamiltoniana geral de dois corpos escrita como

H = T̂ + V̂ , (2.36)
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onde

T̂ =
∑
pq

〈
p
∣∣∣ĤT

∣∣∣ q〉 a†paq , (2.37)

V̂ =
1

4

∑
pqrs

〈
pr
∣∣∣ĤV

∣∣∣ qs〉 a†pa†rasaq . (2.38)

ĤT e ĤV representam os operadores de energia cinética e potencial, respectivamente, na

linguagem de segunda quantização, e os ı́ndices p,q,r,s representam os números quânti-

cos dos estados. Para melhor compreensão, consideremos o caso de uma part́ıcula livre

unidimensional de massa m que se propaga na direção x. Sendo assim

ĤT = − ~2

2m

d2

dx2
, (2.39)

Para converter ĤT para a linguagem de segunda quantização usamos a regra

T = 〈Ψ| ĤT |Ψ〉 , (2.40)

no qual Ψ é a função de onda do sistema f́ısico sendo definido na forma de segunda

quantização de acordo com as Eqs. 2.41 e 2.42,

|Ψ〉 =
∑
q

|ϕq〉 aq, (2.41)

〈Ψ| =
∑
p

a†p 〈ϕp| . (2.42)

Portanto, substituindo Ψ em 2.40 temos

T̂ =
∑
p

a†p 〈ϕp| ĤT

∑
q

|ϕq〉 aq, (2.43)

=
∑
pq

a†paq 〈ϕp| ĤT |ϕq〉 . (2.44)

Quando ϕ satisfaz a equação de autovalor, como por exemplo,

ĤT |ϕp〉 =
p2

2m
|ϕp〉 , (2.45)

e que ϕ′s são autofunções ortogonais

〈ϕp |ϕq〉 = δp,q, (2.46)
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temos

T̂ =
∑
pq

p2

2m
a†paqδp,q. (2.47)

Por conseguinte chegamos na expressão da hamiltoniana da part́ıcula livre na linguagem

de segunda quantização,

T̂ =
∑
p

p2

2m
a†pap. (2.48)

Mas, em geral, temos

T̂ =
∑
pq

〈
p
∣∣∣ĤT

∣∣∣ q〉 a†paq. (2.49)

Como feito para a energia cinética na Eq. 2.40 , a hamiltoniana da energia potencial pode

ser descrita como

ĤV =
1

2

∑
ij

υij (ri, rj) ,

V̂ = 〈ΨΨ| ĤV |ΨΨ〉 . (2.50)

A partir das definições de Ψ nas Eqs. 2.41 e 2.42, definimos o potencial como:

V =
1

2

[∑
p

〈ϕp| a†p
∑
r

〈ϕr| a†r
∣∣∣ĤV

∣∣∣∑
q

|ϕq〉 aq
∑
s

|ϕs〉 as

]

=
1

2

∑
pqrs

a†pa
†
raqas 〈ϕpϕr| ĤV |ϕsϕq〉 . (2.51)

Substituindo o HV por υ

V =
1

2

∑
prqs

a†pa
†
raqas 〈ϕpϕr |υ|ϕsϕq〉 ,

=
1

2

∑
prqs

a†pa
†
raqasυprsq. (2.52)

Através de uma análise da Eq. 2.52, pode-se perceber que o termo υprqs deve obedecer as

seguintes propriedades de antissimetria

υprqs = −υprsq = −υrpqs = υrpsq. (2.53)

Desta maneira, para evitar a contagem dupla de cada par de interação, pode-se representar
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a hamiltoniana de υprqs como

HV =
1

4

∑
pqrs

a†pa
†
raqas 〈ϕpϕr |υ|ϕqϕs〉 ,

=
1

4

∑
pqrs

〈pr |υ| qs〉 a†pa†rasaq. (2.54)

satisfazendo as Eqs. 2.21 e 2.22.

A função de onda de um sistema fermiônico pode ser representada segundo a Eq. 2.5,

empregando a linguagem de segunda quantização, como

|ΨN〉 = a†k1a
†
k2
. . . a†ki . . . a

†
kN
|0〉 , (2.55)

que corresponde à criação de part́ıculas que ocupa cada estado ki a partir do vácuo. Neste

caso |ΨN〉 representa o estado fundamental do sistema f́ısico.

Para deduzir as equações de auto-consistência de Hartree-Fock, partimos do valor

esperado da Hamiltoniana, Eq. 2.36, referente ao sistema em um estado arbitrário. A

função de onda para tal sistema f́ısico segundo a Eq. 2.5, pode ser representada na

forma
∣∣ΨZ

N

〉
, onde a relação entre as funções de onda do estado fundamental |ΨN〉 e

∣∣ΨZ
N

〉
referente ao estado com energia total E(Z) > E0 (neste caso E0 é a energia do estado

fundamental) é dada pelo teorema de Thouless (THOULESS, 1960),

∣∣ΨZ
N

〉
= eZ |ΨN〉 , (2.56)

Z =
∑
m>N
i≤N

zmia
†
mai. (2.57)

Portanto o valor esperado da energia no estado
∣∣ΨZ

N

〉
é dada por

〈
ΨZ
N |H|ΨZ

N

〉
=
〈
eZΨN |H| eZΨN

〉
. (2.58)

Escrevendo o operador eZ na sua forma expandida,

eZ = 1 + Z +
Z2

2!
+ · · · ,

= 1 +
∑
m>N
i≤N

zmia
†
mai +

1

2!

∑
m>N
i≤N

zmiama
†
i

∑
m′>N
i′≤N

zm′i′a
†
m′ai′ + · · · ,

= 1 +
∑
m>N
i≤N

zmia
†
mai +

1

2!

∑
m>N
i≤N

∑
m′>N
i′≤N

zmizm′i′ama
†
ia
†
m′ai′ + · · · . (2.59)
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e substituindo na Eq. 2.58, temos a expansão,

〈
ΨZ
N |H|ΨZ

N

〉
= 〈ΨN |H|ΨN〉+

〈
ΨN

∣∣∣∣∣∣∣H
∑
m>N
i≤N

zmia
†
mai

∣∣∣∣∣∣∣ΨN

〉

+

〈
ΨN

∣∣∣∣∣∣∣
∑
m>N
i≤N

z∗mia
†
iamH

∣∣∣∣∣∣∣ΨN

〉
+ · · · (2.60)

Aplicando o prinćıpio variacional na Eq. 2.60, obtém-se

dE(Z)

Zmi

∣∣∣∣
Z=0

=
[〈

ΨN

∣∣Ha†mai∣∣ΨN

〉]
+O(Z2),

= 0. (2.61)

A equação indenpendente obtida da derivada com respeito a Z∗ é similar a 2.61. O

segundo termo do lado direito da equação representa a dependência em relação a Z, de

modo que na condição Z = 0 tais termos se anulam, restando apenas o primeiro termo

da expansão que define os operadores H e a†mai.

Assim, as equações de auto-consistência podem ser definidas como

〈
ΨN

∣∣Ha†mai∣∣ΨN

〉
≡ him = 〈i |HT |m〉+

∑
j≤N

〈ij |v|mj〉 = 0, (2.62)〈
ΨN

∣∣∣a†iamH∣∣∣ΨN

〉
≡ hmi = 〈m |HT | i〉+

∑
j≤N

〈mj |v| ij〉 = 0, (2.63)

que são as condições de Hartree-Fock.

2.4 O método de Hartree-Fock-Bogoliubov

A aproximação de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) consiste em uma transformação

canônica de (anti) comutação desenvolvida a fim de encontrar soluções da teoria BCS em

um sistema homogêneo (BOGOLIUBOV, 1959).

A teoria de Bardeen-Cooper e Schrieffer (BCS) foi proposta no fim dos anos 50 para

descrever as observações experimentais nos supercondutores. A teoria explica a formação

dos pares de Cooper e como estes se deslocam sem resistência na rede cristalina, uma vez

que elétrons individuais sofrem resistência. Ao observarem o acoplamento entre elétrons

e fônons, verificou-se que os elétrons dos pares de Cooper possuem energia um pouco

inferior que a energia dos elétrons individuais não emparelhados, ou seja, há um “gap” de

energia entre os elétrons emparelhados e os elétrons livres (BARDEEN et al., 1957).
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A diferença entre pares de Cooper e elétrons não emparelhados está na interação.

Quando o elétron é único dá-se a troca de energia entre o elétron por interação com os

átomos da rede, gerando uma vibração na mesma. Esta interação causa uma resistência

no deslocamento dos elétrons individuais, porém, se dois elétrons estiverem ligados em

um par de Cooper, esta interação com átomos da rede só será realizada se a energia

trocada for maior do que o gap de energia. Quando a densidade é alta, não há formação

de pares de Cooper por serem rapidamente aniquilados em sua formação. No núcleo, o

emparelhamento é um resultado do fato de que um par de nucleons é quase ligado no vácuo,

assim, o espaço da fase de pouca matéria nuclear é suficiente para o emparelhamento

ocorrer.

A aproximação de HFB consiste no movimento independente das quasi-part́ıculas, de

maneira que a hamiltoniana será reduzida a dois potenciais: O potencial médio auto-

consistente, Γ, proveniente da teoria de HF que contém todas as correlações de longo

alcance, e, um campo de emparelhamento adicional, ∆ (gap de energia), conhecido da te-

oria de BCS, que resume as correlações de emparelhamento de curto alcance (BALBUENA,

2003).

Para tanto, começaremos utilizando o teorema de Wick (WICK, 1950) para que possa-

mos expandir produtos de criação e aniquilação de operadores. Escreveremos o hamilto-

niano 2.36 em termos de um conjunto completo de estados independentes.

Pelo teorema de Wick (P.RING; P.SCHUCK, 1980) podemos reduzir produtos arbitrários

de operadores de criação e aniquilação para somas de produtos de pares destes operadores.

No caso de um estado simples φ no vácuo

|φ〉 =
N∏
i=1

a†i |0〉 , (2.64)

temos

a†par = 〈φ| a†par |φ〉+ : a†par :

onde

〈φ| : a†par : |φ〉 = 0

e 〈
φ
∣∣a†par∣∣φ〉 =

{
δpr

0

p, r ≤ N

p > N ou r > N
. (2.65)

De modo que estes valores definem a aproximação de HF.

Para calcular HFB, usamos a expansão de Wick para um produto de quatro operadores
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fermiônicos. Esta expansão resulta em produtos normais e de contração, assim:

a†pa
†
rasaq =

〈
φ
∣∣a†paq∣∣φ〉 〈φ ∣∣a†ras∣∣φ〉− 〈φ ∣∣a†pas∣∣φ〉 〈φ ∣∣a†raq∣∣φ〉 (2.66)

+
〈
φ
∣∣a†paq∣∣φ〉 : a†ras : +

〈
φ
∣∣a†ras∣∣φ〉 : a†paq :

−
〈
φ
∣∣a†pas∣∣φ〉 : a†raq : −

〈
φ
∣∣a†raq∣∣φ〉 : a†pas :

+
〈
φ
∣∣a†pa†r∣∣φ〉 : asaq : + 〈φ |asaq|φ〉 : a†pa

†
r :

+ : a†pa
†
rasaq : .

Escrevemos o operador de energia cinética como

T̂ =
∑
pr

tpra
†
paq, (2.67)

e o operador da interação V como

V̂ =
1

4

∑
prqs

vprqsa
†
pa
†
rasaq (2.68)

onde

vprqs = −vprqs = −vprsq = vrpsq. (2.69)

As equações de HFB podem ser obtidas utilizando o teorema de Wick a partir da

aplicação de 2.66 em 2.36, supondo que o estado fundamental tem os seguintes elementos

de matriz,

〈
Φ
∣∣a†par∣∣Φ〉 = ρrp

〈Φ |apar|Φ〉 = κrp〈
Φ
∣∣a†ra†p∣∣Φ〉 = κ∗rp ,

em que ρrp representa a densidade normal, κ∗rp e κrp representam as densidades anômalas.

Aplicando o teorema de Wick, obtemos:

T̂ =
∑
pr

tprρrp +
∑
pr

tpr : a†par : (2.70)
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para a energia cinética, e:

V =
1

4

∑
prqs

vprqs
(
ρqpρsr − ρspρqr + κ∗prκqs

)
+

1

4

∑
prqs

vprqs
(
ρqp : a†ras : +ρsr : a†paq : −ρsp : a†raq : −ρqr : a†pas :

)
+

1

4

∑
prqs

vprqs
(
κ∗pr : asaq : +κqs : a†pa

†
r :
)

+
1

4

∑
prqs

vprqs : a†pa
†
rasaq : . (2.71)

para a energia potencial.

Pela simetria de interação, simplificamos os operadores de V como∑
prqs

vprqsρqp : a†ras :=
∑
prqs

vprqsρsr : a†paq := −
∑
prqs

vprqsρsp : a†raq := −
∑
prqs

vprqsρqr : a†pas :,

e ∑
prqs

vprqsκ
∗
pr : asaq :=

(∑
prqs

vprqsκsq : a†pa
†
r :

)†
. (2.72)

Para calcular a matriz de HFB, definimos o campo médio e o gap de energia respectiva-

mente como

Γpr =
∑
pr

vpqrsρsq, (2.73)

∆pr =
1

2

∑
qs

vprqsκqs. (2.74)

Substituindo o campo médio (2.73) e o gap de energia (2.74) em 2.71, obtemos:

V =
1

2

∑
pr

(
Γprρpr + κ∗pr∆pr

)
+
∑
pr

Γpr : a†par : +
1

2

∑
pr

∆pr : a†pa
†
r : +

1

2

∑
pr

∆∗pr : arap :

+
1

4

∑
prqs

vprqs : a†pa
†
rasaq : . (2.75)
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Temos então

H =
∑
pr

((
tpr +

1

2
Γpr

)
ρrp +

1

2
∆prκ

∗
pr

)
+
∑
pr

(tpr + Γpr) : a†par : +
1

2

∑
pr

∆pr : a†pa
†
r : +

1

2

∑
pr

∆∗pr : arap :

+
1

4

∑
prqs

vprqs : a†pa
†
rasaq : . (2.76)

Usando o fato do produto de contração ser antissimétrico

: ara
†
p : = ara

†
p −

〈
Φ
∣∣ara†p∣∣Φ〉

= δpr − a†par −
〈
Φ
∣∣δpr − a†par∣∣Φ〉

= −
(
a†par −

〈
Φ
∣∣a†par∣∣Φ〉)

= − : a†par :

e definindo hrp como

hpr = tpr + Γpr

de modo que o hermitiano é dado por,

hrp = h∗pr .

podemos escrever

∑
pr

hpr : a†par :=
1

2

∑
pr

hpr : a†par : −1

2

∑
pr

hpr : ara
†
p :=

1

2

∑
pr

hpr : a†par : −1

2

∑
pr

h∗pr : apa
†
r :,

assim, temos que a hamiltoniana é

H =
∑
pr

((
tpr +

1

2
Γpr

)
ρrp +

1

2
∆prκ

∗
pr

)

+
1

2

∑
pr

:
(
a†p ap

)( hpr ∆pr

−∆∗pr −h∗pr

)(
ar

a†r

)
:

+
1

4

∑
prqs

vprqs : a†pa
†
rasaq : . (2.77)

Para conservar o número de nucleons, incluimos um mutiplicador de Lagrange λ que é

determinado pela adição do operador de número de part́ıculas N , definido por

N =
∑
p

a†pap .
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Temos assim a hamiltoniana

H ′ = H − λN =
∑
pr

((
tpr +

1

2
Γpr − λδpr

)
ρrp +

1

2
∆prκ

∗
pr

)

+
1

2

∑
pr

:
(
a†p ap

)( hpr − λδpr ∆pr

−∆∗pr −h∗pr + λδpr

)(
ar

a†r

)
:

+
1

4

∑
prqs

vprqs : a†pa
†
rasaq : , (2.78)

onde o primeiro termo é a energia do estado fundamental, o segundo termo a matriz de

HFB e o terceiro termo outras interações.

Para obter os autovalores e autovetores da hamiltoniana de HFB, diagonalizamos a

componente de part́ıcula única do segundo termo. Aplicando uma transformação linear

nos operadores de part́ıculas a†l , podemos escrever os operadores de quasi-part́ıculas de

BCS, β†k βk, da forma:

β+
k =

∑
l

Ulka
+
l + Vlkal, (2.79)

onde o hermitiano conjugado da equação 2.79 nos dá o operador βk. Temos, portanto,

uma transformação dos operadores (al...aM , a
+
l ...a

+
M)→ (βl...βM , β

+
l ...β

+
M) da forma,(

β

β+

)
=

(
U+ V +

V T UT

)(
a

a+

)
(2.80)

A partir de 2.78, as equações de HFB podem ser escritas como,

(
hpr − λδpr ∆pr

−∆∗pr −h∗pr + λδpr

)(
Un

Vn

)
= En

(
Un

Vn

)
(2.81)

de maneira que as matrizes U e V formam os autovetores de HFB e determinam o operador

de quasi-part́ıcula βk.

Quando ∆ é zero, temos a aproximação de HF. Em geral, a aproximação BCS pode

ser obtida de HFB por desprezar elementos não diagonais da matriz de emparelhamento

∆ na base de HF.



3 O Modelo Unidimensional -

Conceitos e Cálculos

3.1 Conceitos

Muitos aspectos do comportamento de supercondutores são explicados pela teoria

BCS, dentre eles, a existência de um meio pelo o qual há energia necessária para separar

pares de Cooper. Aqui, queremos estudar a hamiltoniana de N part́ıculas que interage

por contato, cujo sistema é descrito por

H = − ~2

2m

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

− v0

N∑
i=1,i<j

δ(xi − xj) , (3.1)

de maneira que compararemos as soluções exatas do modelo unidimensional para spin

−1/2 do gás de Fermi com soluções auto-consistentes. A Hamiltoniana possui soluções

exatas e foi obtida usando o ansatz de Bethe.

As coordenadas de espaço da Eq. 3.1 consistem em intervalos [0, L] (ou [−L/2, L/2])

com condições de contorno periódicas nas extremidades do mesmo, de modo que as auto-

funções de espaço livre são dadas por

ψn (x) =
1√
L
eiknx com kn =

2π

L
n, n = 0, ±1, ±2, . . .

Para part́ıculas de spin 1/2, a autofunção completa pode ser escrita como

ψnσ (x) = ψn (x)χσ , σ = ±1/2, (3.2)

com

χ+ =

(
1

0

)
e χ− =

(
0

1

)
.
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Os elementos de matriz do operador de energia cinética podem ser descritos como

tmσm′σ′ = 〈mσ |T |m′σ′〉

=
1

L

∫ L

0

dx e−ikmxχσ

(
− ~2

2m

∂2

∂x2

)
eikm′xχσ′

=
~2k2

m

2m
δmm′δσσ′ , (3.3)

enquanto que os de interação são

vmσnτm′σ′n′τ ′ = 〈mσnτ |V |m′σ′n′τ ′〉

=
1

L

∫ L

0

dx1dx2 e
−ikmx1χ1σe

−iknx2χ2τ v0δ (x1 − x2) eikm′x1χ1σ′e
ikn′x2χ2τ ′

=
v0

L
δm+n,m′+n′δσσ′δττ ′ , . (3.4)

É posśıvel reescrever a Hamiltoniana em termos de um único parâmetro. Dada a

densidade de part́ıcula ρ = N/L, definimos x′ = ρx e H ′, como

H ′ =
m

~2ρ2
H = −1

2

N∑
i=1

∂2

∂x′2i
− λ

N∑
i=1,i<j

δ(x′i − x′j) , (3.5)

onde

λ =
q0

ρ
com q0 =

m

~2
v0 .

q0 define uma escala de comprimento inversa, definida pela interação enquanto λ é adimen-

sional, sendo a razão de duas quantidades inversamente proporcionais ao comprimento.

Observamos que o limite de λ→ 0 corresponde a acoplamento fraco, υ0 → 0 ou a densi-

dade alta, ρ→∞. Já o limite de λ→∞ corresponde a acoplamento forte, υ0 →∞ ou a

densidade pequena, ρ→ 0.

3.1.1 O sistema de dois corpos

A equação de movimento de dois corpos no estado de spin-singleto antissimétrico,

descrito como

Ψ (x1, x2) (χ1+χ2− − χ1−χ2+)/
√

2, (3.6)

é simétrica na coordenada espacial,

− h2

2m

∂2Ψ

∂x2
1

− h2

2m

∂2Ψ

∂x2
2

− v0δ (x1 − x2) Ψ = EΨ ,
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esta pode ser separada em duas equações, uma equação para o movimento de centro de

massa

− h2

2(2m)

d2ψcm
dX2

= Ecmψcm com X =
x1 + x2

2
, (3.7)

e outra para o movimento relativo

−h
2

2µ

d2ψ

dx2
− v0δ (x)ψ = Erelψ com x = x1 − x2 e µ = m/2 . (3.8)

O estado ligado tem a forma

ψ(x) = Ae−kb|x|

e satisfaz a Eq. 3.8 (com η > 0 e η → 0)∫ η

−η
dx

(
−h

2

2µ

d2ψ

dx2
− gδ (x)ψ

)
= −h

2

2µ

dψ

dx

∣∣∣∣η
−η
− v0ψ (0) =

∫ η

−η
dx (−E2ψ) = 0 . (3.9)

Substituindo a forma expĺıcita pela função de onda, encontramos

~2

2µ
2kb = v0 de modo que kb =

q0

2
com q0 =

m

~2
v0 .

A energia do estado ligado é então,

−E2 = − ~2

2µ
k2
b = − ~2

4m
q2

0 . (3.10)

As funções de onda para os estados de spin simétricos são antissimétricas no movimento

relativo e descrevem um par de part́ıculas que não interagem. Elas podem ser escritas

como

ψ(x) = A sin(kx), com Erel =
~2k2

2µ
.

Os estados de espalhamento antisimétricos de spin-singleto satisfazem as mesmas equa-

ções do centro de massa e movimento relativo, como o estado ligado. Podemos escrevê-lo

como

−d
2ψ

dx2
− q0δ(x)ψ = k2ψ com Erel =

~2k2

2µ
(3.11)

Consideramos duas soluções: 1) com ondas entrantes e refletidas para a esquerda e uma

onda de sáıda para a direita e 2) outra com ondas entrantes e refletidas para a direita e

uma onda de sáıda para a esquerda.

Temos para o primeiro caso,

ψ−(x) = eikx − ρe−ikx x ≤ 0

ψ+(x) = τeikx x ≥ 0 (3.12)



CAPÍTULO 3. O MODELO UNIDIMENSIONAL - CONCEITOS E CÁLCULOS 36

a solução satisfaz as duas equações

ψ−(0) = ψ+(0)

q0ψ−(0) = −
(
dψ+

dx
− dψ−

dx

)
|x=0

fornecendo

1− ρ = τ

q0(1− ρ) = −(ikτ − ik − ikρ)

= 2ikρ. (3.13)

A solução das equações para o primeiro caso é

ρ =
q0

q0 + 2ik

τ =
2ik

q0 + 2ik
. (3.14)

No segundo caso, temos

ψ−(x) = τe−ikx x ≤ 0

ψ+(x) = e−ikx − ρeikx x ≥ 0. (3.15)

Isso fornece

1− ρ = τ

q0(1− ρ) = −(ik − ikρ+ ikτ)

= 2ikρ, (3.16)

sendo a mesma solução que 3.14

ρ =
q0

q0 + 2ik

τ =
2ik

q0 + 2ik
.

Para formar uma solução simétrica, somamos as equações 3.12 e 3.15 para obter

ψ−(x) = eikx − e−2iδ0e−ikx x ≤ 0

ψ+(x) = e−ikx − e−2iδ0eikx x ≥ 0
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onde

tan δ0 =
2k

q0

Para tornar a simetria expĺıcita, escrevemos a função de onda como

ψ(x) = e−ik|x| − e−2iδ0eik|x|. (3.17)

3.1.2 As equações de HFB

Para obter as equações de HFB no sistema estudado, analisaremos inicialmente os

campos médios, dados pelas equações

Γmσnτ =
∑

m′σ′n′τ ′

vmσm′σ′nτn′τ ′ρm′σ′n′τ ′

=
v0

L
δστ

∑
m′n′σ′

δm+m′,n+n′ρm′σ′n′σ′ (3.18)

e

∆mσnτ =
1

2

∑
m′σ′n′τ ′

vmσnτm′σ′n′τ ′κm′σ′n′τ ′

=
v0

2L

∑
m′n′

δm+n,m′+n′κm′σn′τ (3.19)

Como o hamiltoniano é independente do spin, o momento é conservado e assumimos que

o estado fundamental é invariante à translação, esperamos que

ρmσnτ = ρmσδmnδστ ,

de modo que a Eq. 3.18 se reduz a

Γmσnτ =
2v0

L
δmnδστ

∑
m′

ρm′σ′ . (3.20)

Já para o campo de emparelhamento ∆, observamos que o estado que irá emparelhar

com um estado m,σ é o estado invertido no tempo −m,−σ. Podemos então escrever a

Eq. 3.19 como

∆mσnτ =
v0

L
δm+nδσ+τ

∑
m′

κm′σ,−m′−σ . (3.21)

Devido à antissimetria de ∆ e κ, temos

∆mσ,−m−σ = −∆−m−σ,mσ e κmσ,−m−σ = −κ−m−σ,mσ, .
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Para converter as somas em integrais, usamos a condição de quantização de maneira

que escreveremos

qn =
2π

L
n como ∆qn =

2π

L
∆n,

para fazer a substituição (∆n = 1)

∑
n

f(n)∆n→
∑
n

f(qn)
L

2π
∆qn → L

∫
dq

2π
f(q) . (3.22)

Temos então

Γ(k) = Γ = 2v0

∫
dq

2π
ρσ′(q) (3.23)

∆σ(k) = ∆σ = v0

∫
dq

2π
κσ(q) (3.24)

com

Γστ (k) = δστΓ , ∆kσ,−k−σ = ∆σ e κkσ,−k−σ = κσ(k) ,

onde levamos em conta o fato de que Γ e ∆ são independentes do momento. Construindo

a equação da matriz HFB para o número de onda k, encontramos
hk − µ 0 0 ∆

0 hk − µ −∆ 0

0 −∆ µ− hk 0

∆ 0 0 µ− hk




ukσ

uk−σ

vk−σ

vkσ

 = εk


ukσ

uk−σ

vk−σ

vkσ

 , (3.25)

onde hk = tk + Γ, com tk = ~2k2/2m.

As soluções para estas equações são dadas por

u2
kσ =

1

2

(
1 +

hk − µ
εk

)
v2
kσ =

1

2

(
1− hk − µ

εk

)
,

εk =

√
(hk − µ)2 + ∆2 ,

e as densidades normais e anômalas, ρσ e κσ, são respectivamente,

ρσ(k) = v2
kσ

κσ(k) = ukσvkσ,

de modo a completar as Eqs. 3.23 e 3.24.

As duas equações de auto-consistência de HFB são aquelas para o campo médio Γ e o
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campo de emparelhamento ∆,

Γ = v0

∫
dk

2π
2v2

k (3.26)

∆ = v0

∫
dk

2π
ukvk , (3.27)

com o v́ınculo da densidade de part́ıculas dada por

ρ =

∫
dk

2π
2v2

k .

Como o campo médio é uma constante proporcional à densidade de part́ıculas, Γ = v0ρ,

não é essencial para determinar a auto-consistência. Redefinimos o potencial qúımico

eF = µ− Γ e usamos tk =
~2k2

2m
= hk − Γ. (3.28)

Reescrevemos os coeficientes uk e vk como

u2
k =

1

2

(
1 +

tk − eF
εk

)
(3.29)

v2
k =

1

2

(
1− tk − eF

εk

)
(3.30)

com

εk =

√
(tk − eF )2 + ∆2 . (3.31)

Os parâmetros que determinam a auto-consistência são, então, o campo de emparelha-

mento ∆ e a energia de Fermi eF , determinadas da auto-consistência da equação de

emparelhamento e do v́ınculo da densidade.

Para estimar um valor inicial para eF , usamos o limite ∆→ 0, para o qual

v2
k → θ (tk − eF ) .

Neste caso, temos

ρ =

∫
dk

2π
2v2

k =
1

π

∫ kF

−kF
dk =

2kF
π

. (3.32)

A densidade de energia de HFB, pode então ser escrita como

Ehfb =

∫
dk

2π

[(
tk +

Γ

2

)
2ρkσ +

∆

2
κkσ

]
(3.33)

ou então, na forma de energia de BCS,

Ebcs =

∫
dk

2π

~2k2

2m
2v2

k − v0
ρ2

4
− ∆2

v0

. (3.34)
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Observamos que, devido ao fato que o campo de emparelhamento ∆ é constante, a apro-

ximação HFB é equivalente à BCS.

Para fazer a comparação com outros formalismos, normalizamos a densidade de energia

dividida pela densidade vezes metade da energia de ligação de duas part́ıculas,

εbcs =
Ebcs
ρEb/2

com Eb =
~2

4m
q2

0 . (3.35)

O potencial qúımico é dado pela energia de Fermi eF deslocado pelo campo médio U =

v0ρ/2,

µbcs = eF −
v0ρ

2

e normalizado como

µ̄bcs =
1

q0v0

µbcs . (3.36)

A solução Hartree-Fock pode ser obtida como o limite de emparelhamento zero da

solução HFB. Nesse caso∫
dk

2π

~2k2

2m
2v2

k →
∫ kF

−kF

dk

2π
2
~2k2

2m
=

~2k3
F

3mπ
, (3.37)

e a densidade de energia torna-se

EHF =
~2k3

F

3mπ
−
(v0ρ

2

)2

com ρ =
2kF
π

. (3.38)

O potencial qúımico é dado por

µHF = eF −
v0ρ

2
e eF =

~2k2
F

2m
,

e normalizado como

µ̄HF =
1

q0v0

µHF . (3.39)

Conforme o emparelhamento BCS→ 0, o potencial qúımico µ tende à aproximação de

HF.

3.1.3 A soma de escadas no meio nuclear

Seguindo a análise de (KAISER, 2011) da energia de um gás de Fermi com interação

de contato obtida da soma a todas as ordens dos diagramas de escadas no meio nuclear,

calculamos as contribuições da soma de escadas com zero, uma e duas inserções no meio,

B0, B1 e B2, respectivamente, representados pela figura 3.1.
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FIGURA 3.1 – A soma de escadas no meio nuclear representada por números de inserções
para B0, B1 e B2. Retirada do artigo (KAISER, 2011).

Escrevemos o momento total P e o momento de troca q como

P =
p1 + p2

2
e q =

p1 − p2

2
(3.40)

onde | p1 |< kF e | p2 |< kF .

A partir do propagador G,

G (p0, ~p) =
i

p0 − ~p2/2mF + iε
− 2πδ

(
p0 − ~p2/2mF

)
θ (kF − |~p|) ,

as contribuições no meio podem ser descritas em termos da contribuição sem matéria

B0 = −q0

∫ ∞
−∞

dl

2π

1

l2 − q2 − iη

= − q0

2 |q|

∫ ∞
−∞

dl

2π

(
1

l − |q| − iη
− 1

l + |q| − iη

)
= −i q0

2 |q|
,

e da contribuição com matéria,

B1 = q0

∫ ∞
−∞

dl

2π

1

l2 − q2 − iη
(θ (kF − |P − l|) + θ (kF − |P + l|)) . (3.41)

Para facilitar o cálculo, reescrevemos 3.41 em termos de |P | . Quando P < 0, apenas
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trocamos as duas integrais, de modo que sua soma ainda é a mesma. Assim

B1− = q0

∫ ∞
−∞

dl

2π

1

l2 − q2 − iη
θ (kF − ||P |−l|)

=
q0

2 |q|

∫ |P |+kF
|P |−kF

dl

2π

(
1

l − |q| − iη
− 1

l + |q|+ iη

)
=

q0

4π |q|

(
ln

(
kF + |P | − |q|
kF − |P |+ |q|

)
− ln

(
kF + |P |+ |q|
kF − |P | − |q|

)
+ 2πi

)
,

e

B1+ = q0

∫ ∞
−∞

dl

2π

1

l2 − q2 − iη
θ (kF − ||P |+l|)

=
q0

2 |q|

∫ kF−|P |

−kF−|P |

dl

2π

(
1

l − |q| − iη
− 1

l + |q|+ iη

)
=

q0

4π |q|

(
ln

(
kF − |P | − |q|
kF + |P |+ |q|

)
− ln

(
kF − |P |+ |q|
kF + |P | − |q|

)
+ 2πi

)
,

que é idêntico à primeira contribuição. Assim, podemos reescrever a Eq. 3.41

B1 = B1+ +B1− =
q0

2π |q|
ln

(
(kF − |q|)2 − P 2

(kF + |q|)2 − P 2

)
+ i

q0

|q|
. (3.42)

Para obter a contribuição com duas inserções no meio, (KAISER, 2011) usa o fato que é

puramente imaginário e que a parte imaginária total das três contribuições é dada por

Im [B0 +B1 +B2] = −q0

∫ ∞
−∞

dl

2π
πδ
(
l2 − q2

)
[θ (kF − |P − l|) θ (kF − |P + l|)

+ θ (|P − l| − kF ) θ (|P + l| − kF )]

= − q0

2 |q|
π

∫ ∞
−∞

dl

2π
(δ (l − |q|)) θ (kF − |P − l|)× (3.43)

θ (kF − |P + l|)

= − q0

2 |q|
, (3.44)

onde o termo part́ıcula-part́ıcula proporcional a θ (|P − l| − kF ) θ (|P + l| − kF ) é zero,

desde que |p1| < kF e |p2| < kF .

Podemos assim reescrever

B0 +B1 = −R (P, q) + iI (q) ,
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com

R (P, q) =
q0

2π |q|
ln

(
(kF + |q|)2 − P 2

(kF − |q|)2 − P 2

)
e I (q) =

q0

2 |q|

enquanto

B0 +B1 +B2 = −R (P, q)− iI (q) (3.45)

com

B2 = −2iI (q) (3.46)

Segundo Kaiser, as contribuições contendo n interações de contato, de ordem n− 1 no

laço em meio nuclear, obtem-se multiplicando os termos da forma (B0 +B1)n−1−j(B2)j por

−q0, bem como o fator de simetria apropriado, e integrando sobre os momentos |p1| < kF

e |p2| < kF . A distinção entre as inserções dupla em meio nuclear (B2) e as outras

(B0eB1) é devida a simetrias adicionais que estas possuem. A expressão correta para as

contribuições de ordem n− 1 são dadas por

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
(B0 +B1)n−1−j (B2)j

1

j + 1
=

1

nB2

n−1∑
j=0

(
n

j + 1

)
(B0 +B1)n−1−j (B2)j+1

=
1

nB2

n∑
j=1

(
n

j

)
(B0 +B1)n−j (B2)j (3.47)

=
1

nB2

((B0 +B1 +B2)n − (B0 +B1)n) .

Se somarmos 3.47 sobre n, teremos

∞∑
n=1

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
(B0 +B1)n−1−j (B2)j

1

j + 1
= − 1

B2

ln

(
1−B0 −B1 −B2

1−B0 −B1

)
=

1

2iI (q)
ln

(
1 +R (P, q) + iI (q)

1 +R (P, q)− iI (q)

)
=

1

I (q)
arctan

(
I (q)

1 +R (P, q)

)
. (3.48)

Levando em conta um fator de 2 devido à antissimetria, e outro fator de 2 × 2 para a

multiplicidade de spin, a densidade de energia é então

Ein−med =
~2k3

F

3mπ
− υ0

∫ kF

−kF

dp1

2π

∫ kF

−kF

dp2

2π

1

I (q)
arctan

(
I (q)

1 +R (P, q)

)
. (3.49)

Quando q0 << 1 , I(q) e R(P, q) são pequenos, teremos

arctanx→ x− x3

3
+ ..., quando |x| << 1,
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de modo que

1

I(q)
arctan

(
I(q)

1 +R (P, q)

)
→ 1

1 +R (P, q)
− 1

3

I(q)2

(1 +R (R, q))3 + ...

e, à ordem mais baixa em q0,

Ein−med → EHF =
~2k3

F

3mπ
− υρ

2

4
, (3.50)

Podemos também calcular o potencial efetivo para um determinado valor do momento p1

como

U (p1) = −υ0

∫ kF

−kF

dp2

2π

1

I(q)
arctan

(
I(q)

1 +R (P, q)

)
. (3.51)

Em termos da equação 3.51, podemos escrever

Ein−med =
~2k3

F

3mπ
+

∫ kF

−kF

dp1

2π
U(p1). (3.52)

e definimos o potencial qúımico como

µHF = eF + U(p1 = kF ) com eF =
~2k2

F

2m
. (3.53)

3.1.4 Solução exata do ansatz de Bethe

Bethe propôs o ansatz que agora carrega seu nome em 1931, quando apresentou um

modelo em que obtinha os autovalores e autovetores exatos do modelo de Heisenberg

unidimensional (1-D) para spin 1/2. O modelo consiste em uma rede unidimensional de

part́ıculas com interações entre vizinhos mais próximos, de modo que o ansatz fornece um

método exato para o cálculo de autovalores e autovetores do sistema. Segundo (KARBACH;

MÜLLER, 1997), oferece duas grandes vantagens: (I) Todos os autoestados são caracte-

rizados por um conjunto de números quânticos que podem ser usados para distingui-los

de acordo com propriedades f́ısicas espećıficas. (II) Em muitos casos, os autovalores e as

propriedades f́ısicas deles derivadas, podem ser avaliados no limite termodinâmico.

3.1.4.1 O modelo ferromagnético

A hamiltoniana do modelo de Heisenberg foi introduzida pelo mesmo em 1928, através

dos estudos das propriedades do estado fundamental e excitações baixas de um sistema

ferromagnético. A hamiltoniana apresenta um conjunto de spins Ŝm localizados e fixados
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na rede com troca de interações entre vizinhos próximos

Ĥ = −J
∑
〈mn〉

Ŝm.Ŝn, (3.54)

onde a relação de comutação é descrita como[
Ŝjm, Ŝ

k
n

]
= −iδmnεjkŜn, Ŝ2 = S (S + 1) , (3.55)

sendo J a magnitude do acoplamento e S a magnitude de cada spin. Quando o acopla-

mento J > 0, o estado fundamental de uma cadeia de N spins terá seus vizinhos alinhados

em uma mesma direção. Em um sistema unidimensional (1-D) de N spins s = 1/2, a

hamiltoniana de Heisenberg agindo no espaço de Hilbert é representada por

H = −J
N∑
n=1

Sn.Sn+1

= −J
N∑
n=1

[
1

2

(
S+
n S
−
n+1 + S−n S

+
n+1

)
+ SznS

z
n+1

]
, (3.56)

(KARBACH; MÜLLER, 1997) com condições de contorno periódicas dada por Sn+1 = S1,

onde Sn = (Sxn, S
y
n, S

z
n) e S±n ≡ (Sxn ± iSyn) obedecem às regras de comutação de spins.

Ŝ±n ≡ Ŝxn ± iŜyn,
[
Ŝzn, Ŝ

±
n

]
= ±iδnn′Ŝ±n ,

[
Ŝ+
n , Ŝ

−
n

]
= 2δnn′Ŝ

z
n. (3.57)

A hamiltoniana 3.56 pode ser expressa como uma matriz real e simétrica em uma

dimensão 2N ×2N gerada pelos vetores de base ortogonais |σ1...σN〉 com spins up (σn =↑)
ou down (σn =↓). A figura 3.1, representa as regras de aplicação dos operadores de spins

nos vetores de base e suas regras.

A matriz hamiltoniana pode ser escrita em forma diagonal de bloco. A simetria de

rotação sobre o eixo-z no espaço de spin, eixo de quantização, implica que a componente

z de spin total SzT ≡
∑N

n=1 S
z
n é conservada, tal que [H,SzT ] = 0. Assim, a Hamiltoniana

se separa em blocos de estados com o mesmo valor SzT .

De acordo com a figura 3.2, a operação da hamiltoniana 3.56 em |σ1...σN〉 produz uma

combinação linear de vetores de base, cada um dos quais são classificados de acordo com

o número quântico SzT = N
2
− r, onde r é o número de spins para baixo, o que é necessário

para diagonalizar o bloco de um número quântico da matriz hamiltoniana.

O bloco com r = 0 (todos spins para cima) consiste em um único vetor |F 〉 ≡ |↑ ... ↑〉,
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FIGURA 3.2 – Regras que regem a aplicação dos operadores de rotação nos vetores de
base |σ1...σN〉 com spins up (σn =↑) e down(σn =↓). Retirada do artigo (KARBACH;

MÜLLER, 1997).

com autoestado de H |F 〉 = E0 |F 〉 e energia E0 = −JN/4.

|n〉 = S−n |F 〉 , n = 1, ..., N. (3.58)

O bloco com r = N (todos com spin para baixo), consiste também em um único

vetor |F 〉 ≡ |↓↓ ... ↓〉 com a mesma energia E0 = −JN/4. Estes são os estados de spins

totalmente alinhados.

Os vetores de base N no subespaço invariante com r = 1 (um spin para baixo) são

marcados pela posição de spin invertido. Para diagonalizar o bloco r = 1 de H, que tem

tamanho N×N , supomos que os autovetores possuem a mesma invariância sob translações

da hamiltoniana para escrever

|ψ〉 =
1√
N

N∑
n=1

exp (ikn) |n〉 , k =
2πm

N
, m = 0, ..., N − 1, ; (3.59)

Os vetores |ψ〉 são autovetores do operador de translação com autovalores de exp (ik) e

são também autovetores de H com autovalores de

E − E0 = J(1− cos(k)). (3.60)

O ansatz de Bethe age sobre os subespaços invariantes com 2 ≤ r ≤ N/2. Observe

que os estados r ≥ N − 1, com um spin up, possui propriedades similares. Nestes casos, a

base translacionalmente invariante não diagonaliza completamente a matriz hamiltoniana

mesmo considerando simetrias adicionais, como por exemplo, a simetria total de rotação

no espaço de spin ou a simetria de reflexão na rede.

Para r = 1, o ansatz para qualquer autovetor H |φ〉 = E |φ〉 é uma superposição dos

vetores de base

|ψ〉 =
N∑
n=1

a(n) |n〉 , (3.61)
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de maneira que os coeficientes a(n) satisfazem as equações lineares,

2 [E − Eo] a(n) = J [2a(n)− a(n− 1)− a(n+ 1)] , a(n+N) = a(n)N, (3.62)

para n inteiro, e com condições de contorno periódicas. Este sistema de equações diferen-

ciais possui N soluções linearmente independentes

a(n) = exp (ikn), k =
2π

N
m, m = 0, 1, ..., N − 1, (3.63)

que fornece os resultados anteriores.

Já no subespaço de r = 2, com dimensãoN (N+1)
2

, precisamos determinar os coeficientes

de a(n1, n2) para todos os autoestados. O autovetor pode ser expandido como,

|ψ〉 =
∑

n≤n1<n2≤N

a(n1, n2) |n1, n2〉 . (3.64)

O ansatz de Bethe de tais coeficientes é dado por

a(n1, n2) = exp (i(k1n1 + k2n2 +
1

2
θ1,2)) + exp (i(k1n2 + k2n1 +

1

2
θ2,1)), (3.65)

onde o ângulo de fase θ12 = −θ21 ≡ θ depende de dois vetores de onda k1, k2 que satisfazem

2 cot
θ

2
= cot

k1

2
− cot

k2

2
. (3.66)

Duas relações adicionais entre k1, k2 e θ expressam a exigência de que a função de

onda 3.64 seja translacionalmente invariante, o que implica a(n1, n2) = a(n2, n1 + N).

Esta condição é satisfeita desde que

exp (ik1N) = exp (iθ), exp (ik2N) = exp (−iθ), (3.67)

ou

Nk1 = 2πλ1 + θ, Nk2 = 2πλ2 − θ, (3.68)

onde os inteiros λi ∈ {0, 1, ..., N − 1} são chamados de números quânticos de Bethe.

Os autoestados são encontrados resolvendo este sistema de relações algébricas. Cada

solução k1, k2, θ determina um conjunto de coeficientes de expansão de a(n1, n2) e assim

determina o autovetor com energia

E = E0 + J
∑
j=1,2

(1− cos kj), k = k1 + k2 =
2π

N
(λ1 + λ2). (3.69)

Para r = 2, as soluções se dividem em três classes.
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1◦ uma classe C1 de estados para os quais um dos números quânticos de Bethe é zero,

λ1 = 0, λ2 = 0, 1, ..., N − 1.

2◦ Uma classe C2 de estados λ1 e λ2 não nulos, que diferem em dois ou mais: λ2−λ1 ≥ 2.

Existem N N−5
2

+ 3 desses pares.

3◦ Uma classe C3 de estados com λ1 e λ2 não nulos, que são iguais ou diferentes por

unidade. Existem 2N − 3 desses pares, mas somente N − 3 produzem soluções, a maioria

dos quais são complexos.

A figura 3.2 esboça os pares de números quânticos de Bethe (λ1, λ2) permitidos que

caracterizam os autoestados N (N−1)
2

no subespaço r = 2 para N = 32. Os estados das

classes C1, C2 e C3 estão coloridos em vermelho, branco e azul, respectivamente.

FIGURA 3.3 – Respresentação dos números quânticos de Bethe para os estados de classe
C1 (vermelho), C2 (branco) e C3 (azul). A figura caracteriza os autoestados N (N−1)

2
de r

=2, para um subespaço de N=32. Retirada do artigo (KARBACH; MÜLLER, 1997).

3.1.4.2 O modelo antiferromagnético

No modelo antiferromagnético de Heisenberg (1-D), escrevemos a hamiltoniana como

HA = J
N∑
n=1

Sn.Sn+1. (3.70)

A diferença da hamiltoniana (3.54) para (3.70) é apenas o sinal. Na hamiltoniana

antiferromagnética de Heisenberg HA, todos os autoestados permanecem os mesmos que
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em (3.54), mas os autovalores de energia possuem sinais opostos, logo, há diferentes

propriedades f́ısicas. O estado |F 〉 (vetor do estado fundamental ferromagnético), agora

tem energia mais alta.

A reflexão sobre a ordem antiferromagnética de longo alcance, tal como o vetor |F 〉
faz para a ordem ferromagnética de longo alcance, sugere que a primeira poderia ser

representadas por dois vetores

|N1〉 ≡ |↑↓↑ ... ↓〉 , |N2〉 ≡ |↓↑↓ ... ↑〉 , (3.71)

que são chamados estados de Néel. Assumindo que o número de spins N em (3.70) é par

e que as condições de contorno periódicas são impostas (KARBACH et al., 1998).

Mas nem |N1〉, |N2〉, ou as combinações lineares invariantes à translação, |N±〉 =

(|N1〉 ± |N2〉) /
√

2, são autovetores de HA. No valor esperado de energia 〈HA〉, o estado

de Néel minimiza somente
〈
SznS

z
n+1

〉
. Um estado com a simetria de rotação completa de

HA pode ter uma energia mais baixa. Como |N±〉, o estado fundamental |A〉 é encontrado

no subespaço com SzT ≡
∑

n S
z
n = 0.

No ansatz de Bethe, todos os autoestados de HA com SzT = 0 podem ser obtidos

a partir do estado de referência |F 〉 excitando r ≡ N/2 part́ıculas com momento ki e

energias −J(1 − cos ki), onde cada autoestado é especificado por um conjunto diferente

de N/2 (números quânticos de Bethe) {λi}. Os ı́ndices de fase ki e os ângulos de fase θij

nos coeficientes da função de onda de Bethe resultam das equações do ansatz de Bethe

(3.66) e (3.68). Para N -finito, o estado fundamental |A〉 tem momento real ki e números

quânticos de Bethe

{λi}A = {1, 3, 5, ..., N − 1} , (3.72)

podendo relacionar o momento de part́ıcula ki com uma nova variável zi, como

ki ≡ π − φ (zi) . (3.73)

Através da função φ(z) ≡ 2arctan(z), a relação entre cada ângulo de fase θij para um par

de part́ıculas e diferença zi − zj, é dada por

θij = πsgn [R(zi − zj)]− φ [(zi − zj)/2] , (3.74)

onde R(x) denota a parte real de x, e sgn(y) = ±1, o sinal de y. Substituindo (3.73) e

(3.74) em (3.68) produzimos as equações do ansatz de Bethe para as variáveis zi:

Nφ(zi) = 2πIi +
∑
j 6=i

φ [(zi − zj)/2] , i = 1, ..., r. (3.75)
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Os novos números quânticos de Bethe Ii assumem valores inteiros para valores de r

ı́mpares e semi-inteiros para r pares. Para o estado fundamental |A〉, dada a solução

{z1, .., zr} das equações para um estado especificado por {I1, ..., Ir}, a energia e o número

de onda são descritos como

{Ii}A =

{
−N

4
+

1

2
,−N

4
+

3

2
, ...,

N

4
− 1

2

}
, (3.76)

(E − EF )/J =
r∑
i=1

ε(zi), (3.77)

k =
r∑
i=1

[π − φ(zi)] = πr − 2π

N

r∑
i=1

Ii. (3.78)

A função de onda de Bethe (3.64 em um sistema para r = N) é obtida a partir de {zi}
por meio das equações (3.73) e (3.74). O estado fundamental |A〉 pertence a uma classe

de autoestados que são caracterizados por soluções reais {zi} das equações do ansatz de

Bethe. Para encontrá-los numericamente, convertemos (3.75) em

z
(n+1)
i = tan

(
π

N
Ii +

1

2N

∑
j 6=i

φ
[
(z

(n)
i − z

(n)
j )/2

])
. (3.79)

A configuração zi para o estado fundamental de N -finito obtém |A〉 numericamente.

Todas as ráızes são reais e seus valores são classificados na ordem dos números quânticos

de Bethe associados a Ii.

A inversa da função discreta ZN(zi) ≡ Ii/N é reescrita a partir da Eq. (3.75) sob a

forma:

2πZN(zi) = φ(zi)−
1

N

∑
j 6=i

φ [(zi − zj)/2] . (3.80)

Para N →∞, ZN(zi) se torna uma função cont́ınua de Z(z) cuja derivada, σ0(z) ≡ dZ/dz

representa a distribuição das ráızes. Na Eq. (3.80) a soma (1/N)
∑

j ...é substitúıda pela

integral
∫
dz
′
σ0(z

′
)... Após a diferenciação, a versão cont́ınua de (3.80) se torna uma

equação integral linear

2πσ0(z) = −ε(z)−
∫ ∞
−∞

4dz′

4 + (z − z′)2
σ0(z′). (3.81)

onde ε(z) = δk/δz = −2/(1 + z2).

Aplicando a transformada de Fourier em 3.81 produzimos uma equação algébrica para

σ̃(u) ≡
∫ +∞
−∞ dzeiuzσ0(z). Aplicando a transformada de Fourier inversa à sua solução
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resulta em

σ0(z) =
1

4
sech(πz/2). (3.82)

A energia do estado fundamental por śıtio pode ser reescrita como (Eq. 3.77)

EA − EF
JN

=

∫ +∞

−∞
dzε(z)σ0(z) = − ln 2. (3.83)

Este valor é menor do que o valor esperado de energia dos estados de Néel. O estado |A〉
tem um spin total ST = 0 (singleto). Ao contrário de |F 〉, que retém a simetria de rotação

completa de (3.70) este estado não exibe ordem magnética de longo alcance. O número

de onda de |A〉, obtido de (3.78), é kA = 0 para N/2 pares e kA = π para N/2 ı́mpar. O

estado |A〉 para N →∞ pode ser descrito por uma distribuição cont́ınua de k,

ρ0(k) =

[
8 sin2 k

2
cosh

(
π

2
cot

k

2

)]−1

(3.84)

para 0 ≤ k ≤ 2π.

3.1.5 A solução exata de Gaudin

A solução exata do gás de Fermi unidimensional (Eq. 3.1), foi obtida por Gaudin

usando o ansatz de Bethe. A solução (M.GAUDIN, 1967) pode ser escrita como duas

equações acopladas que determinam o número de ocupação do estado de momento, n (k),

dada a restrição da densidade de part́ıculas ρ,

n (k) = 2− 2q0

∫ kF

−kF

dq

2π

n (q)

(k − q)2 + q2
0

(3.85)

com

ρ = 2

∫ kF

−kF

dq

2π
n (q) e q0 =

m

~2
v0 . (3.86)

O momento de Fermi kF é determinado pela exigência da consistência das duas equações.

A distribuição de momento é 2 no limite de interação zero, correspondente a uma part́ıcula

em cada estado com um spin up e um spin down, e diminui à medida que a força de

interação aumenta. Uma vez obtidas as soluções para as duas equações (kF e n(k)), a

densidade de energia pode ser calculada como

Eg = 2

∫ kF

−kF

dq

2π

~2

2m
q2 n (q)− ρ

2

~2

4m
q2

0 . (3.87)

O primeiro termo nesta expressão corresponde à energia cinética. O segundo termo pode

ser reescrito como −ρE2/2 e corresponde à energia de ligação das part́ıculas em pares,
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com a densidade de pares sendo metade da densidade de part́ıculas. Em baixa densidade,

a contribuição do termo de energia cinética tende a zero em relação ao do termo de ligação

do par. Definindo

F (x) = n (kFx) e K =
kF
q0

,

lembrando a definição de λ = q0/ρ, podemos escrever as equações de auto-consistência

em forma normalizada como (M.CASAS et al., 1991),

F (x) = 2− K

π

∫ 1

−1

dy
F (y)

1 +K2(x− y)2
(3.88)

1

λ
=

K

π

∫ 1

−1

dy F (y) , (3.89)

onde o parâmetro K e a distribuição de ocupação F (x) devem ser determinados auto-

consistentemente, como acontece com as densidades de energia BCS e HF. Escalamos a

densidade de energia de Gaudin dividindo pelo fator ρEb/2 e depois transformamos a

forma normalizada. Assim, reescrevemos a Eq. (3.87) como

εg =
Eg

ρE2/2
= −1 +

4

π
K3λ

∫ 1

−1

dy y2 F (y) . (3.90)

o potencial qúımico pode ser obtido como

µg =
Eg
ρ

+ ρ
d

dρ
(Eg/ρ) . (3.91)

Usando o fato que q0v0 = 4E2 e λ = q0/ρ, podemos normalizar (3.91) obtendo

µ̄g =
µg
q0v0

=
1

8

(
εg − λ

dεg
dλ

)
, (3.92)

onde o potencial qúımico deve ser calculado numericamente.

Também analisamos os resultados de uma aproximação qRPA (quasi-Random Phase

Approximation) na qual os campos médios são obtidos de uma equação do tipo Brueckner,

utilizando a função resposta qRPA, estudado por (T.ALM; P.SCHUCK, 1996).

(
Up ∆p

∆k −Up

)
= − i

2

∫
d2k

(2π)2
Tr

[
Π

(
p− k

2
,
p− k

2
; p+ k, p0 + k0

)
×

× Y (k0)SkY (k0)] (3.93)

A energia do qRPA é fornecida pela energia do BCS usando os campos médios da Eq.
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3.93.

Eqrpa =

∫
dk

2π

(
~2k2

2m
+
Uk
2

)(
1− ξk√

ξ2
k + ∆2

k

)
−
∫

dk

4π
∆k

∆k√
ξ2
k + ∆2

k

(3.94)

3.2 Cálculos e Discussões

As figuras de 3.3 a 3.7 esboçam as relações entre as aproximações de muitos corpos para

a energia (ε), o potencial qúımico (µ) e o emparelhamento (∆) em função do parâmetro

adimensional λ−1. O parâmetro adimensional é definido pela hamiltoniana 3.1 escrita em

termos de um único parâmetro, que é a densidade de part́ıcula (ρ) dividida pela escala de

comprimento inversa (q0) definida pela interação.
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FIGURA 3.4 – Energia por nucleon em relação ao parâmetro λ−1 para as aproximações
de HF, BCS, qRPA, Gaudin e soma de escadas em meio nuclear.

Valores pequenos do parâmetro λ−1 correspondem a densidade baixa (ou acoplamento

forte) enquanto valores grandes correspondem a densidade alta (ou acoplamento fraco).

As grandezas ε, µ e ∆ foram normalizadas usando os seguintes critérios,

ε =
E

ρE2/2
para energias, (3.95)

µ =
µ

4E2

para potenciais qúımicos, (3.96)

∆ =
∆

E2

para emparelhamento, (3.97)
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onde E2 = m
4~2υ

2
0 é a energia de ligação de um par no vácuo.
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FIGURA 3.5 – Potencial qúımico em relação ao parâmetro λ−1 para as aproximações de
HF, BCS, qRPA e Gaudin.

A Fig. 3.4 mostra os valores das energias do estado fundamental. A linha vermelha

mostra os valores encontrados para a aproximação de BCS (3.35), a linha preta mostra

os valores da aproximação de HF (3.38), a azul esboça a aproximação de qRPA (3.94),

a linha rosa exibe os resultados da energia da soma de escadas, que chamaremos de laço

(3.52) e a solução exata de Gaudin (3.90) é representada pela linha verde, respectivamente.

Podemos observar que as energias de qRPA, BCS e Gaudin no limite de densidade zero

(acoplamento forte) tendem a -1, onde estas soluções descrevem a matéria totalmente

ligada em pares.

Com o aumento da densidade, os pares começam a se desfazer, contudo, devido ao

movimento dos núcleons esse processo ocorre mais rapidamente nos casos BCS e qRPA

do que na solução exata. Já as energias de laço e HF no limite de densidade zero tendem

a zero, uma vez que estas aproximações não contém pares ligados.

A divergência entre Gaudin e BCS para valores mais altos de λ−1 ocorre em razão

do tratamento diferente dos pares. A aproximação de BCS considera apenas pares com

momento zero, enquanto a solução exata de Gaudin permite pares com momentos arbi-

trários.

Esperávamos que a energia de laço estivesse próxima a energia de HF, uma vez que

estas aproximações não descrevem pares ligados. No entanto, observamos uma diferença



CAPÍTULO 3. O MODELO UNIDIMENSIONAL - CONCEITOS E CÁLCULOS 55

nos cálculos entre o potencial efetivo da soma de escadas e o potencial de HF, onde a

proximidade entre tais aproximações começa a ocorrer apenas para altos valores de λ−1 (

acoplamento muito fraco). Verificamos que em λ−1 = 30 o potencial da soma de escadas

alcançou apenas 95% do valor potencial de HF.
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∆
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FIGURA 3.6 – Emparelhamento em relação ao parâmetro λ−1 nos casos BCS e qRPA.

O resultado dos cálculos dos potenciais qúımicos nos casos BCS (3.36), Gaudin (3.91),

HF (3.39) e qRPA são apresentados na Fig. 3.5.

O potencial qúımico tende a metade da energia do par ligado para as soluções com

pares, quando λ−1 tende a zero. Assim, os potenciais qúımicos normalizados, µ, das

soluções BCS, qRPA e Gaudin tendem a 1/8 quando λ−1 tende a zero. Em densidades

mais altas, percebemos que o potencial de BCS tende ao potencial de HF. No limite do

acoplamento forte, a aproximação de qRPA e BCS têm praticamente os mesmos valores,

dado que estes tendem à energia do par ligado, ou seja, os dois tendem à mesma energia

quando a densidade vai para zero. Na Fig. 3.6, mostramos o campo de emparelhamento

como função do parâmetro λ−1. Podemos observar que o campo de emparelhamento da

solução qRPA tem valores similares aos da solução BCS. O campo da solução BCS tem

valor máximo por volta de λ−1 ≈ 0.75, diminuindo monotonicamente para valores maiores

de λ−1 convergindo assintoticamente a zero para valores de λ−1 ≥ 2.05. Verificamos

aqui um problema na convergência da solução qRPA. Ainda desconhecemos uma solução

satisfatória para este problema.

Esboçamos na Fig. 3.7, os momentos de Fermi kF das soluções de HF e Gaudin.
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FIGURA 3.7 – Momento de Fermi em relação ao parâmetro λ−1 para as soluções de HF
e Gaudin.
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FIGURA 3.8 – Ocupação do estado de momento em relação ao momento linear da solução
exata de Gaudin.

Sabemos que, para acoplamento muito forte, todos os núcleons da solução exata estão

ligados em pares. Assim, vemos que o momento de Fermi da solução de Gaudin possui

metade do momento de Fermi da solução de HF por descrever pares de nucleons em vez

de cada nucleons individual. Conforme aumentamos a densidade, os momentos de Fermi

começam a crescer em paralelo, porém, não sabemos quanto da variação do momento de



CAPÍTULO 3. O MODELO UNIDIMENSIONAL - CONCEITOS E CÁLCULOS 57

Fermi da solução de Gaudin é devido à quebra de pares e quanto é devido apenas ao seu

movimento.

A Fig. 3.8 exibe os resultados da solução de Gaudin para o número de ocupação dos

estados de momento linear (3.86), para vários valores de λ−1. Verificamos que, quanto

mais forte o acoplamento (ou menor a densidade), a distribuição de momento fica mais

próxima de 2 e conforme aumentamos a densidade (ou diminúımos o acoplamento), a

distribuição de momento n(k) diminui. Isso ocorre devido à quebra e ao movimento dos

pares.



4 Conclusão

Neste trabalho, comparamos várias aproximações auto-consistentes de um sistema

unidimensional com a solução exata proposta por Gaudin (M.GAUDIN, 1967). As apro-

ximações abordadas foram as de HF, HFB, qRPA e a soma de escadas no meio nuclear.

Comparamos, além da energia por nucleon, o potencial qúımico, o momento de Fermi

(kF ) das soluções de Gaudin e da aproximação de HF, bem como o emparelhamento de

HFB e qRPA.

Verificamos que às baixas densidades (ou acoplamento forte), λ−1 pequeno, as soluções

de qRPA e HFB são próximas à solução exata. A divergência da energia da solução

de Gaudin e HFB ocorre pela diferença no tratamento de pares. Com o aumento da

densidade, os pares das aproximações de HFB e qRPA começam a se desfazer enquanto

os pares da solução exata começam também a se movimentar.

No limite da densidade baixa (acoplamento muito forte), as soluções de qRPA, Gaudin

e HFB tendem Ã energia do par ligado, enquanto a energia de HF e laço tendem a zero,

pois estas não contém pares ligados. Esperávamos que o potencial efetivo da soma de

escadas e HF estivessem próximos, porém, somente a densidades elevadas (acoplamento

muito fraco) o valor potencial de HF pode ser alcançado.

Tal como para energia, o potencial qúımico no limite do acoplamento forte (densidade

baixa) tende à energia do par ligado para as soluções exatas de qRPA e HFB. Conforme

aumentamos o parâmetro λ−1, os pares das aproximações de HFB e qRPA começam a se

quebrar e sua solução tende Ã aproximação de HF.

Analisamos o momento de Fermi kF na solução de Gaudin e HF e verificamos que a

densidades baixas (λ−1 pequeno), a solução de Gaudin descreve pares de nucleons, tendo

assim, metade do kF de HF. Constatamos que quando aumenta a densidade (ou diminui

o acoplamento), os valores de kF aumentam mais ou menos em paralelo. Não sabemos

quanto da variação de kF na solução de Gaudin ocorre devido ao movimento dos pares ou

quanto pela sua quebra.

Na ocupação dos estados de momento linear da solução exata de Gaudin, observamos

que, no limite do acoplamento forte (densidade muito baixa), que corresponde a matéria

na qual todos os nucleons estão ligados em pares, a distribuição do momento tende a



CAPÍTULO 4. CONCLUSÃO 59

2. Conforme aumentamos a densidade (ou diminúımos o acoplamento), a distribuição de

momento n(k) diminui devido à quebra e ao movimento dos pares.

O campo de emparelhamento entre a aproximação de HFB e qRPA possuem valores

aproximados. No entanto, constatamos um problema na convergência de qRPA cuja

solução ainda desconhecemos. O problema na solução de qRPA não se trata apenas de

um problema numérico. Devido a isso, retiramos o desenvolvimento desta aproximação

do trabalho e deixamos apenas os resultados obtidos previamente.

Através dos resultados analisados, podemos concluir que nenhuma das aproximações

inclui todas as interações e correlações da solução exata. Ainda estamos longe de descrever

o sistema de muitos corpos, mesmo para o caso 1-D.
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