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“Physics is not about how the world is, it is about what we can say about the world”
— NieLs Borr



Resumo

Nessa dissertacao foi estudado o estado ligado de dois férmions no limite de méxima
energia de ligacdo, que interagem pela troca de uma particula vetorial com ou sem
massa. Para descrever o sistema, resolvemos a equagdo de Bethe-Salpeter (SALPETER;
BETHE, 1951) diretamente no espago fisico. Foi adotada uma aproximacao “tipo escada”
para o kernel, que abrange infinitas interagdes, uma vez que resolvemos uma equagao
integral. A fim de facilitar o tratamento analitico dos p6los presentes no kernel relativis-
tico, utiliza-se a representacgdo integral pertubativa de Nakanishi (NAKANISHI, 1971b)
para representar a amplitude de Bethe-Salpeter, que é caracterizada por uma fungdo
peso e um denominador que depende dos momentos dos propagadores externos. Foi
realizada a projegdo na frente de luz (DIRAC, 1949), que permite simplificar a estrutura
da equacdo de Bethe-Salpeter. Foi feito o cdlculo de autovalores para a equacao inte-
gral com a utilizacdo de um fator de forma que fornece uma estrutura para o vértice de
interacdo. Além disso, analisou-se a validac¢do da conjectura da unicidade (NAKANISHI,
1971a), que consiste na premissa da funcdo peso como tinica. Essa analise acontece no
modelo de Wick-Cutkosky (WICK, 1954)(CUTKOSKY, 1954) para o sistema fermionico.
Por fim, mostramos que aplicar a transformacdo de Stieltjes no sistema fermionico,
para alguns valores discretos, é equivalente a utilizar o método da unicidade. Isso foi
feito a partir da comparagdo dos kernels das equagdes integrais obtidas por ambos os

métodos.



Abstract

In this dissertation we studied the bound state of two fermions at the limit of maximum
binding energy, which interact by the exchange of a vector particle with or without
mass (Wick-Cutkosky). To describe the system, we solve the Bethe-Salpeter equation
(SALPETER; BETHE, 1951) directly in the physical space. A ladder-like aproximation
was adopted for kernel, which encompasses infinite interactions, since we solve an
integral equation. In order to facilitate the analytical treatment of the poles present
in the relativistic kernel, we use the pertubative integral representation of Nakanishi
(NAKANISHI, 1971b) to represent the Bethe-Salpeter amplitude, which is characterized
by a weight function and a denominator that depends on the moments of the external
propagators. Light-front projection (DIRAC, 1949) was used to simplify the structure of
the Bethe-Salpeter equation. We calculated the eigenvalues aafor the integral equation
using a form factor that provides a structure for the vertex of interaction. In addition,
the validity of the uniqueness conjecture (NAKANISHI, 1971a), which consists of the
premise of a unique weight function, was analyzed. This analysis takes place in the
Wick-Cutkosky model (WICK, 1954)(CUTKOSKY, 1954) for the fermionic system. Finally,
we show that applying the Stieltjes transformation in the fermionic system, for some
discrete values, is equivalent to using the uniqueness method. This was done by
comparing the kernels of the integral equations obtained by both methods.
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1 Introducao

1.1 Objetivo

Esse trabalho tem por objetivo estudar o estado ligado de dois férmions, trocando
um béson vetorial, no espaco de Minkowski, a partir da equagdo de Bethe-Salpeter
(BS) (SALPETER; BETHE, 1951). Devido aos po6los presentes em seu kernel relativistico,
essa equagdo integral possui dificil analise e obtencdo de valores numéricos. Dentre as
alternativas para contornar esse problema, esta a representagao integral pertubativa de
Nakanishi (NIPR), que descreve o sistema em termos de uma representacdo paramétrica
caracterizada por uma fungdo peso e um denominador que depende dos momentos
dos propagadores externos. Além desse recurso, a utilizagdo da proje¢do na frente de
luz através de suas varidveis permite uma simplificacdo na equacao integral resultante.
Como o célculo do estado ligado de dois bésons possui um desenvolvimento que se
assemelha ao utilizado no sistema fermidnico, faremos uma revisao da solucdo da
equacdo de Bethe-Salpeter para o estado bosonico, discutindo em particular o modelo
de Wick-Cutkosky para bésons e, posteriormente, férmions.

Sendo a equacdo de BS descrita em termos da fungdo peso de Nakanishi, pode-se
utilizar a conjectura da unicidade, que reescreve a equagdo integral em um formato
mais compacto, diminuindo a complexidade do cdlculo de observaveis do sistema.
Em trabalhos anteriores (PAULA et al., 2016)(CARBONELL; KARMANOV, 2010) percebeu-se
que o cédlculo de autovalores torna-se numericamente mais dificil para valores altos
de energia de ligacdo. Dessa forma, visando analisar esse problema, investigamos o
limite de energia méxima para o estado ligado, que desacopla as equagdes do sistema
e permite a utilizagdo da unicidade de forma mais simples. Além da unicidade, foi

aplicada a transformacdo de Stieltjes a equagdo do sistema fermiodnico.

Dessa forma, esse trabalho procura validar a conjectura da unicidade para o sistema
fermidnico, além de cdlcular os autovalores do sistema no modelo de Wick-Cutkosky,
comparando ainda o kernel das equagdes quando aplicadas a unicidade e transforma-

¢do de Stieltjes.
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1.2 Motivacao

A utilizagdo da rotacdo de Wick (WICK, 1954)(CUTKOSKY, 1954) é o principal método
de solucdo da equacdo de Bethe-Salpeter, que promove, a partir dela, trabalhar no
espago Euclidiano, no qual os propagadores ndo possuem polos. Esse método tem
bastante sucesso no cdlculo dos autovalores, que ndo sdo afetados pela rotagdo de
Wick, porém, o calculo de autofungdes desse sistema sdo restritas ao espago Euclidiano,
tornando a rotagdo de Wick uma alternativa ineficiente para o calculo de diversos

observéveis no espago de Minkowski.

Uma alternativa no cdlculo da equagdo de BS é a representacdo integral pertubativa
de Nakanishi (NIPR)(NAKANISHI, 1971b), que foi utilizada para resolver a equagado de
Bethe-Salpeter pela primeira vez por Kusaka e Williams (KUSAKA; WILLIAMS, 1995),
entretanto, com problemas no calculo de resultados numéricos. Em (KARMANOV; CAR-
BONELL, 2006), a representacdo de Nakanishi foi utilizada em conjunto com as varidveis
da frente de luz, que permitiram o calculo dos autovalores a partir da utilizagdo de um
regularizador. Contudo, (FREDERICO et al., 2012) foram os primeiros a utilizar a unici-
dade baseados na conjectura da fungdo peso de Nakanishi como tinica. Por fim, (PAULA
et al., 2016) trabalhou as singularidades presentes na equacéo e eliminou a necessidade
de um regularizador no célculo numérico. Esse trabalho visa dar continuidade a essa

andlise.

Diversos trabalhos procuram fazer a chamada “inversdo” da equagdo de Bethe-
Salpeter do espaco Euclidiano para o espaco relativistico (CARBONELL et al., 2017b),
recurso que seria de extrema importancia para a Cromodinamica Quantica (QCD), que
tem seu principal método de solugdo definido no espago Euclidiano (QCD na rede)
(CAN etal., 2015)(BICUDO et al., 2015). Sendo assim, a utilizagdo da representacdo integral
de Nakanishi e a dindmina relativistica das varidveis de frente de luz, permitem uma
melhor manipulacdo da equagdo de BS e provém uma solugdo de fécil investigagdo
em suas propriedades probabilisticas (FREDERICO et al., 2014). A unicidade procura
diminuir o custo computacional do célculo de observaveis do sistema, diminuindo o
numero de integracdes presentes na equagdo. Utilizando o fator de forma presente em
(CARBONELL; KARMANOV, 2010), que fornece uma estrutura para o vértice em termos
de um fator A, podemos investigar o comportamento do célculo no limite de A — oo e
para valores finitos de A. Estudamos ainda o limite de energia maxima para o estado

ligado, analisando assim a convergéncia dos autovalores para esse sistema limite.

Por fim, elucidada a validagdo da conjectura da unicidade para o estado ligado de
dois férmions, é feito uma comparacdo com a transformacdo de Stieltjes, que a partir de
trabalhos recentes (CARBONELL et al., 2017a) permite que a equagao integral descrita em

termos da funcdo peso de Nakanishi seja simplificada em uma estrutura semelhante a
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unicidade. Essas comparagdes e conclusdes permitirdo conhecer a eficdcia dos métodos
descritos no calculo de autovalores de um estado ligado de duas particulas fermiénicas
no espago de Minkowski.

1.3 Organizacao do trabalho

O capitulo 2 consiste em uma explicagdo acerca dos conceitos necessdrios para o en-
tendimento do calculo dos estado ligados, além de conter discussdes sobre as vantagens
da utilizagdo de uma dinamica relativisca especifica, os problemas presentes em utili-
zar a rotacdo de Wick e a deducdo da equagdo de Bethe-Salpeter quando aproximamos
a funcdo de Green de 4 pontos para préximo aos polos existentes nos propagadores.
O capitulo 3 descreve o calculo do estado ligado de dois bésons trocando particulas

escalares e mostra a aplicagdo do modelo de Wick-Cutkosky nesse sistema.

O capitulo 4 acompanha o calculo do estado ligado de dois férmions trocando uma
particula vetorial com massa. A sec¢do 4.2 contém o desenvolvimento da equagao de
Bethe-Salpeter com o fator de forma em sua estrutura. A préxima segao trata do limite
de energia maxima, onde a equagdo se desaclopa. Em seguida toma-se o limite sem
fator de forma (A — o0), onde aplicamos a conjectura da unicidade. Na secdo 4.6
utiizamos a transformagédo de Stieltjes na equagdo completa sem fator de forma (segdo
4.4), a fim de comparar com a equacdo resultante da unicidade. A segdo 4.7 discute

essa comparagéo.

O capitulo 5 fornece os autovalores do estado ligado de dois bdésons, a partir do
método de expansdo em uma base de polindmios de Laguerre e Gegenbauer. Os
autovalores sdo calculados para a equacdo completa e para a equagdo com unicidade no
modelo de Wick-Cutkosky. O capitulo 6 trata-se dos autovalores do sistema fermionico,
seja da equagdo completa com fator de forma, sem fator de forma no modelo de Wick-
Cutkosky e da unicidade no modelo de Wick-Cutkosky.



2 Equacao de Bethe-Salpeter e
Representacdao de Nakanishi

2.1 Introducao

A Equacdo de Bethe-Salpeter é uma equacédo integral homogénea utlizada no estudo
de estados ligados, que possui singularidades na sua representacdo dos momentos
presentes nos propagadores das particulas. Descrita por (SALPETER; BETHE, 1951),
possui em seu kernel a representacdo de infinitas intera¢des pela troca de particulas.
Utilizaremos a aproximacao "tipo escada” para o kernel, que sdo os termos dominantes
na interacdo. Em particular é importante ressaltar o cdlculo realizado por (GIGANTE et
al., 2017), onde é mostrado que as contribui¢des provenientes dos termos cruzados no
kernel sdo pequenas em relagdo a aquelas devido aos termos “tipo escada”. Além do
estado ligado de duas particulas, a equagdo de BS pode ser utilizada para mais corpos,
elevando consideravelmente o nivel de complexidade do célculo, como descrito em
(YDREFORS et al., 2017). Apesar dessa dissertacdo tratar do estado ligado somente no
estado fundamental, diversos outros trabalhos analisam estados excitados pela equagdo
de BS (GUTIERREZ ¢t al., 2016)(PIMENTEL; PAULA, 2016).

Um método utilizado no tratamento de estados ligado de duas particulas é a pro-
jecdo da equacgdo de BS no plano nulo, ou seja, a utilizagdo das varidveis na frente de
luz. Essa dindmica diminui a complexidade da equacdo integral, além de permitir a
facil integragdo no quadrimomento, como visto em (KARMANOV; CARBONELL, 2006).
Outro recurso a ser esclarecido nesse capitulo é a representacao Integral pertubativa
de Nakanishi (NIPR), que assim como a rotacdo de Wick, resolve o problema referente
as singularidades no kernel. Entretanto, a NIPR permite continuar no espaco de Min-
kowski, ao reescrever a amplitude de BS em termos de uma funcdo peso de Nakanishi,
diferente da rotacdo de Wick que “desloca” a equacdo para o espaco Euclidiano. Ao fim
do capitulo, foi descrito o conceito de unicidade que baseia-se na conjectura da fungdo
peso de Nakanishi como tinica e permite que simplifiquemos de forma significativa a

equacdo integral.
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O passo inicial para o entendimento da solu¢do da equagdo de BS no espaco de

Minkowski estd no estudo das fungdes de Green de 4 pontos, que quando aproximadas
ao limite préximo aos pélos dos propagadores, fornece a equacgao de BS.

2.2 Fungoes de Green

Sendo a equacgdo de Green de 4 pontos definida por:

G(x1, %2, Y1, ¥2) = O T{h1(x1) 2 (x2) Pt (y1) i (12)} 10) (2.1)

E possivel reescrever a fungdo de Green de 4 pontos em uma soma de termos, sendo
eles os propagadores livres das duas particulas e os termos correspondentes a soma

infinita dos possiveis diagramas de Feynman, redutiveis e irredutiveis. Dessa forma:

G(x1, X211, ¥2) = Golxr, Xa; Y1, Y2) + f d*zid*zpd* 2, d* 2 X
X Go(x1, x2; y1, y2) 1(z1, 225 Zifzé) G(Zifzé; Y1, Y2) (2.2)

"I"representa uma infinita série de diagramas irredutiveis, que contribuem no kernel
da equagdo integral.

I
s
s

’
e
e T
4
~

Lo wsmprna

4
h

FIGURA 2.1 — Representacao grafica do kernel

Gy é o propagador livre das duas particulas nao interagentes, que pode ser escrito
da seguinte forma:

Go(x1, x2; Y1, Y2) = A(x1 — y1)Aa(x2 — 12) (2.3)
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onde:

Ai(x; = yi) = Ol T{p(x)p; (v:)}0) (2.4)

A equacdo 2.2 pode ser escrita na sua forma compacta:

G=Gy+GolIG (25)

Representada da seguinte forma:

=

FIGURA 2.2 — Diagrama da funcdo de Green de 4 pontos

2.3 Equacao de Bethe-Salpeter

A amplitude de Bethe-Salpeter é definida considerando um estado |Pg, ) que re-

presenta um estado ligado de dois corpos:

D(x1, x2; Pg, B) = (O] T{1(x1)Pa(x2)} IPB, B) (2.6)

onde Pg e o quadrimomento do estado ligado, com P; = M.

Aplicando uma transla¢do no estado:

O(x; +a,x, +a; Py, f) = €7 P57 D(x1, x2; Pg, f) (2.7)

Sendo assim, a amplitude de BS pode ser escrita da seguinte forma:

D(x1, x2; Pg, B) = (O] T{p1(x1)Pa(x2)} IPB, B) =
= 0(x°) (0| e?*P1(1722)pa(—x)e P [Py, BY + O(—x") (0] €* o (—11) 1 (ax)e™ P | Py, B) =
= 0(x°)e 5 (0| p1(1m2x) 1 (—m1x) |P5, BY + O(=x)e 5% (0] pa(—11%)p1 (172%) Py, B) =

e—z‘PB.x
= qu(x; Pg, B) (2.8)
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onde definimos a amplitude de BS reduzida:

@(x; p, B) = 21)*" (0| T{¢h1(12x)po(—m1x)} |Pg, B) (2.9)

A fim de obter a equacdo integral homogénea, consideramos a funcao de Green de

. : (30 10 20> 10 1,0 .
4 pontos em coordenadas espaciais, na seguinte restrigao: x;,x, > y;, ¥, logo:

G(x1, %25 Y1, Y2) = Olmin(xS, x3) — max(yS, yN1 O] Tl (x1)P2(x) 1 T{dF (1)1 ()} 10y (2.10)

Introduzindo a resolugdo da unidade, sendo [n) um estado de Fock para n particulas:

Z ) (n| = 1 (2.11)

Dessa forma:

G(ox1, x2; Y1, Y2) = 01 T{eh1 (x1)P2(x2) P (1) Pa(y2)} 10) =
= O[min(x?, x3) — max(yS, yN] €0l Ti (x1)P2(x2)} Iy (1] Ti! (y1) i (y2)} 0) (2.12)

Assumindo somente um estado ligado, devemos definir |n) — |Pg, ), onde indica

um conjunto de nimeros quanticos e Pz = wg = /m% + P2, || um quadrimomento.
B

Sendo assim:

Gulor, i, va) = | —F

(X1, X2; ylz]/z) = fm

(O] T{cp1(x1)(x2)} [P3, BY (B, Pil T{p] (y1)p3(y2)} |0) O[min(x, x3) — max(yy, y3)]
(2.13)

Aplicando entdo a amplitude de BS reduzida a equagao, torna-se:

a’p , 32 o
Gp(x1, X2, Y1, Y2) = fWzl;)g,@(x;PB,5)95(]/;PB,ﬁ)e_le(XO_YO)e’P(X‘Y)><

X Q[min(x(l), xg) — max(y(l) — yg)] (2.14)
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O argumento da funcdo de 6 pode ser escrito:

O[min(x?, x9) — max(y? — y9] = O[min(Xo + naxo, Xo — mxo) — max(Yo + 0230, Yo — Miyo)]
= 0[Xo - Yo+ f(xo0, yo)] (2.15)

1 1 1 - ~
onde: f(xo, yo) = _Elx()l - Ely()l + E(nz — m)(xo — Yo) e utilizando a relagao:

0(z) = —— f " 1 (2.16)

27 t+ie

Através do teorema de residuos, quando identificamos os pdlos presentes na equa-
¢do, chegamos a seguinte forma:

—iP(X-Y)

i 4 . — —i(Po—wp) f(xo0,Y0)
(2m)* fd p o P F)y; PB/'B)ZCUB(PO — wp + ie)e
(2.17)

Gp(x,y, X,-Y) =

Aplicando a transformada de Fourier (ZAOUI, 1971), chega-se as seguintes conclu-

soes:

d4q/
(2m)*

¢(k; P, B)p(q; P, f) = [A(m P+k)A(n2P=k)] f Ik, q'; P)p(q'; Ps, )p(q'; P g) (2.18)

onde ambos os lados foram multiplicados por (Py — wg + i€);

De forma geral, chega-se a equacdo integral da amplitude de BSno seguinte formato:

P01k o )bl P 219
2ﬂ)4 ( /q /p)(P(q/ B/ﬁ) ( . )

(k: Pa, B) = Ax(mp + KAa(nap +K) f :

2.4 Representacao Integral de Nakanishi

Dentre as opg¢des no célculo de autovalores para a equagdo de BS estd a rotacdo
de Wick e Representagdo Integral de Nakanishi. A rotagdo de Wick permite escrever
a equacgdo de BS no espacgo Euclidiano, entretanto, a sua utiliza¢do, apesar de til
no cdlculo de autovalores , que sdo os mesmo tanto espaco ee Minkowski quanto
no Euclidiano, ndo se mostra uma boa alternativa quando necessério o calculo das

autofuncdes. Isso se deve ao fato de que o problema de inversdo das autofungdes de
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um espago para o outro ainda estar em aberto. Existem diversos trabalhos recentes

que discutem alternativas pra isso (CARBONELL et al., 2017b), pois um procedimento
sistematico que fizesse a inversao entre os espacos seria extremamente ttil, uma vez que
o principal método para solu¢do da Cromodinamica Quantica (QCD), a Cromodinamica

na rede, é descrito no espago Euclidiano.

Em particular, nesse trabalho utilizaremos a fun¢do peso de Nakanishi (NAKANISHI,
1971a) para resolver a equacdo de Bethe-Salpeter. A representacdo integral de Naka-
nishi consiste em reescrever a amplitude de Bethe-Salpeter como uma integral descrita
em termos de uma fungdo peso e de um denominador que é fun¢do dos momentos

externos.

+1 00 d ’ ; /, Y
Pilk, p) = I 1 dz’ fo e V 80, Z) (2.20)

+pkz + & —m2 —y +ie]P

2.5 Unicidade

A unicidade é uma conjectura sugerida por Nakanishi (NAKANISHI, 1971a), que
permite reescrever a equagao integral eliminando uma integral. Esse artificio simplifica
o célculo de autovalores para o estado ligado ej4 foi utilizado anteriormente para estado
ligado de dois bésons (FREDERICO et al., 2014). Nesse trabalho, repetiremos o processo
do calculo de autovalores para bésons, utilizando unicidade e faremos o processo em
semelhante para o estado ligado de dois férmions.

Sendo assim, a conjectura da unicidade afirma que se podemos escrever uma equa-
¢do integral da seguinte forma

f“ 80", 2)dy” _ f“" dy" y
o 7 +y+m?2z2(1 - z2)k2)? o " +y+m?z2+ (1 -22)x2)?
1
X f do Mij(y”,zy',2,0)8(y",2"), (2.21)
0
logo, podemos escrever a fungdo peso como

1
g(y”,z):f do M;;(y"”,zy',2,0)8(y", 7). (2.22)
0

Esse resultado é equivalente a dizer que a fun¢do peso de Nakanishi é tnica para

a descricdo de um particular sistema fisico. Esse resultado foi demonstrado por Na-
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kanishi no limite pertubativo. Porém, como estamos lidando com um problema nao

pertubativo (estado ligado), trataremos a unicidade da fungdo peso de Nakanishi como

uma conjectura.

2.6 Variaveis da frente de luz

E possivel construir diferentes formas de dindmicas relativisticas a partir da descri-
¢do do estado inicial em qualquer superficie do espaco-tempo, como demonstrado por
Dirac (DIRAC, 1949). A evolugdo da dinamica de um sistema relativistico corresponde

ao sistema “seguir” uma trajetoria através de hipersuperficies.

Nessa dissertagao, utilizaremos uma posi¢do e momento definidas no plano nulo,
onde um “boost” na dire¢do z ndo altera o plano. Adotando c =1, as “novas” coorde-

nadas estabelecidas seguem as seguintes defini¢des.

Um ponto no espago-tempo de quatro dimensdes é definido como (x°, xt, x%, x3),
onde x° é a coordenada temporal. Adotando ¢ = 1, as coordenadas no plano nulo,

chamadas de varidveis na frente de luz, sdo definidas como:

xt = 4P (2.23)

x~ = xX'=-x° (2.24)

X, = xliﬁ+x2]ﬁ (2.25)
e

kb= KO+ (2.26)

k= K- (2.27)

ki o= (K5 (2.28)

O produto escalar entre coordenadas de frente de luz é dado por:

ktx, = %(k*x‘ +kxt) - K2, (2.29)

No espaco de Minkowski existe a relacdo entre massa e energia da particula livre:

Py =p* =M (2.30)
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ou seja, podemos chegar as seguintes conclusdes:

R=kk -k (2.31)

pk= A?/I(k‘ + k) (2.32)

Uma das principais vantagens dessa representacdo consiste no fato da dindmica
permanecer inalterada quando fazemos um “boost”, ou seja, o plano nulo é invariante

pela transformacéo de Lorentz.



3 Estado ligado de Bosons no espaco de
Minkowski

3.1 Introducao

A fim de ilustrar o método de solucdo da equagdo de Bethe-Salpeter no espago
de Minkowski a partir da representacdo de Nakanishi, nesse capitulo faremos uma
revisdo do calculo do estado ligado de dois bésons interagindo entre si pela troca de
uma particula escalar (KUSAKA et al.,, 1997; KARMANOV; CARBONELL, 2006; FREDERICO
et al., 2014; PAIVA, 2014). Consideraremos o kernel de interagdo na aproximagdo “tipo
escada”. Ao fim da primeira se¢do teremos a equacdo completa do estado ligado
dos bosons, onde serdo calculados autovalores para diferentes massas da particula
escalar de interacdo (esses valores estdo presentes nas tabelas 3.1 e 3.2). Na secao 3.4,
adotaremos o modelo de Wick-Cutkosky, onde a massa da particula interagente é zero e
aplicaremos a conjectura da unicidade na equagdo integral. Esse recurso visa simplificar
a equagao de BS quando descrita pela representacdo de Nakanishi. Compararemos as
solugdes da equacdo completa e a equagdo obtida a partir da aplicacdo da conjectura
de unicidade da fungdo peso de Nakanishi. Sendo assim, o célculo do estado ligado
de dois bésons interagentes servird como ilustragdo dos métodos que serdo utilizados
para o calculo do estado ligado de dois férmions com méaxima energia de ligacdo no

espaco de Minkowski, que ainda ndo foi explorado na literatura.

3.2 Equacao de Bethe-Salpeter para bdsons

Consideraremos duas particulas escalares com momentos k; e k, e massa m; = m, =
m, interagindo pela troca de um béson escalar de massa u formando um estado ligado
de massa M e momento p (p*> = M?). Fazendo a seguinte transformagado de variaveis,

podemos escrever
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p:k1+k2,
(ki — k)
k==,
,_ (ki -K)
K==

2

onde k' é o momento que esta sendo integrado no loop.

p/2+k p/2+k  pl2+kK'

p/2-k p/2-k p/2-k'
FIGURA 3.1 — Representacdo diagramatica da equacdo de Bethe-Salpeter.

A figura 3.1 representa a equacdo de Bethe-Salpeter para o estado ligado de dois
boésons. O lado esquerdo da figura representa a amplitude de BS (P(k, p)). Note que
essa é uma equacdo integral e, por isso, possui em seu kernel uma classe de infinitos
diagramas de Feynman, possibilitando acessar aspectos ndo pertubativos do sistema
fisico de interesse. Sendo assim, a equagdo de BS na aproximacgdo de escada é escrita
da seguinte forma

i a*k’ i(—ig)> , i
[((p/2+ k> —m?+ie]l J Qm)*(k—k)?>—u?+ ieq)(k 'p)[(p/Z — k)? — m? + ie]
(3.1)

Ok, p) =

A representagdo de Nakanishi pode ser usada para descrever qualquer diagrama
de Feynman e, consequentemente, uma soma finita deles. A ideia original de (KUSAKA;
WILLIAMS, 1995) foi estender o trabalho de Nakanishi para descrever a amplitude
de BS, que necessita de infinitos diagramas. Seguindo essa proposta, utilizaremos a
representacdo integral de Nakanishi (equagdo 2.20) na descri¢do da amplitude de BS.
Dessa forma
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f dzf dy’ 80",%) - i (-ig)*
v [ +p-kz/ + 2 —m2 -y +ie]? [(g+k)2—m2+ie][(§—k)2—m2+ie]

d*k’ f i f g 8y, 2)
2m)* (k- k')2 — Y +ie \an 7/ (=) —m2+ 2 2 4 p ok +ie)
(3.2)

Inicialmente, devemos resolver a integral quadridimensional. Para isso definiremos
a integral I como

d*k’ 1 1
=) evic-rr-m+i M o ©8Y
Qm)t (k= k')> —p? +ie(—y —m2 + £ + k2 4+ p-k'z’ +ie)

Utilizaremos a parametrizacdo de Feynman para reescrever o produto de fracdes
em um Unico termo. Dessa forma

1 o1 1
"fo do (A+o(B—A)+  AB" (3.4)

onde [ torna-se

411 2
S .
@t Jo  [kR-2k-k+k? -2 +ie+v(—y —m2+ 2 4 p .k +2k -k — K2+ p2)]
’ ! o (35!)1

A fim de simplicar o entendimento dos célculos, definimos:

2
C :k2—2kk’+k’2—y2+ie+v(—y’—m2+MT+p.k’z’+2kk’—k2+y2)
'p -2k +20k\|"  (vz'p - 2k + 20k\’ 2
= [k,+(vzp 5 re )] _(vzp 5 i ) +k2—y2—vy/—vm2+%—k20

+ ou? +ie (3.6)

Sendo assim, a integral I pode ser reescrita como

. fl 30%dv f“’ d*K
Jo @t | ) (@ +Db+ie)t|

(3.7)

onde
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'p — 2k + 20k
; - . & ok,
'p — 2k + 2vk 2
b = _(vzp > U)2+k2—1u2—vy'—vm2+%—kzv+vy2.

A forma escolhida para reescrever a integral é ttil quando tem por objetivo utilizar
a seguinte relacdo:

o A 1 1 1
f = —in? (3.8)

w (% +b+ie) n—1n-2b"2

Sendo assim, podemos escrever:

' 3v2dv in® 1
o @m)* 6 [—(vz'p — 2k + 20k)2 /4 + K2 — u2 — vy’ — vaZ’TNp —k*v +ou? + ie]é) 0

I=

O passo seguinte serd a utilizagdo das varidveis na frente de luz, discutidas no

capitulo anterior. Elas descrevem os produtos escalares dos momentos como

R o= kk -k,
pk = %(k‘+k+).

Serdo aplicadas as seguintes defini¢des de varidveis

o=y (3.10)
kb= == (3.11)

Buscando o completo entendimentos dos passos matemaéticos decorridos no tra-
balho, foram separados os termos da equacdo em trés principais, onde sera feita a

substitui¢do separadamente das varidveis de frente de luz.

Sendo assim, primeiro trataremos do primeiro termo, definido da seguinte forma:
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i
(p/2 +k)?> —m? +ie
2 i

= — 3.12
Mk (1-2)+8(1-2)- &Z(y+m?) +ie (3.12)
O segundo termo:
: (—ig)®
2 (p/2 — k)2 —m? + ie
_ 2 (_ig)z (3.13)

Mk-(1+2)+ 41 +2) - 2(y +m?) + e
E por fim, o terceiro termo:

1

I =
’ —(vz'p — 2k — 20k)? /4 + k? — u? — vy’ —om? + UMTZ — kv? +vu? + ie

Novamente, a fim de facilicitar a compreensdo, foram definidos os termos A e B,

que possuem a seguinte forma

'p—2k(1 - v)\*
A= _(Z’Z p— 2K v)) (3.14)
2
B=kK - pu* -0y —ok* — kv +ou? (3.15)
onde A pode ser manipulado até atingir a seguinte configuragao
A = ~(5F-k1-o)
_ ~ M Mz ) UZZIZPZ 2 ) )
= k(2 (1—v)+7(1—v))—T 4zzv(l v) + (1 -0)

(3.16)

e com B acontece um processo semelhante
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B = %k‘—y—‘uz—vy'—vkz+MUZk_ + oy + oy
= —k‘%(l —0) = (1 =0)(* +y) - o) +x?) (3.17)
Agora serd feita a soma dos termos A e B. Definiremos
A+B=& Kk + &, (3.18)

onde &y ndo depende de k. Assim

=AM+ M oy - (MR
& = (ol -0+ 51 -0 - (501 -0)
= ]\2—4(1 - 0)(vz' — vz)
& o= k) (3.19)
e
2.12,2 2
& = Tl - o)+ y(1 -0~ (1= 0)(2 +7) ~ o + )
2 2012
= (1—v)(—MTz’zv+y(1—v)—/f—y)+v(—7/’—1<2— > 4M )
EQ = ZD. (320)

Logo, podemos representar I3 como

1

Iy = T (3.21)
onde
Ky = (1- U)MZ)(Z' —z)
2
2 12 12
b = (1- v)(—MTz’zv +y(1-0)— =) +o(—y -2 — = 4M ). (3.22)



CAPITULO 3. ESTADO LIGADO DE BOSONS NO ESPACO DE MINKOWSKI 32

Ap0s essa manipulagdo, podemos reescrever a integral I como

1 2 2
0
f d02(2n)4 (kb +1p + i) (323)

Escrevendo a equagdo de BS completa (3.2), teremos

2

80, 2) _ 2 1 in
fdzfdy R e 'Mz—y’—K2+i€]3_Mz(l—z)(1+z)(2n)4x

i Zg)2
N +ze)(k——k +1€)f dzf 47’80/, Z)f s +ZD+16)2

(3.24)
onde definimos as seguintes varidveis
. M_20+m)
2 M (1+2)
_ M 2(@y+md)
ky = >t u i-2 (3.25)

onde: -1 <z<1;

O préximo passo é fazer a projecdo na frente de luz, que pode ser realizada inte-
grando a amplitude de BS na varidvel k= (FREDERICO; PAULL, 2001)

—+00 k_
e ) .26

Inicialmente faremos a integral do lado esquerdo (L.H.S.) da equacgéo (3.24.)

+1 ) ’ ot
LH.S. = f dz f dy’ 0", 2 ) (3.27)
-1 0 [k~ (__+_)_ M—y’—x2+ie]3

Essa integral foi discutida no trabalho (CHANG et al., 1973) e o resultado obtido foi

" dk 1 is()
j:oo 21 (k- —y +ie)> 212 (3.28)
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Assim,

. +00
—1

_ i 8y, z)dy’
LH.S. = M), @ +y+m?z2+(1-22)2)?

(3.29)

Note que para lado direito da equagédo (3.24), os polos k, e k; estdo localizados
respectivamente acima e abaixo do eixo real. Ao passo que, a localizagdo do terceiro
pélo depende do sinal de kf,. Assim, para realizar a integracdo em Cauchy, deveremos

considerar os dois possiveis sinais de k},, que se traduzem na relagdo entre z e z’.
ez >z—-ki>0

Para essa condi¢do, deve-se fechar o contorno por cima no plano complexo (ARFKEN,
2007).

95 1@ 1, - faopni (3.30)

(z - 20)
Nesse caso, a contribuicdo para essa integral é devido ao pélo localizado em k;,.

Sendo assim

L 2do ™
RH.S. = fo it f4 (i) (—iglr?dz’ X
(o) 1 .

y f o T 1 1 0. 2)
o T enrU-a(-2)k —k (K, + IR £

(3.31)
e z>7 — kg <0

Nesse caso o contorno é fechado por baixo no plano complexo, logo o pélo se

encontra em k;:

1 2 M2
R.H.S.:f dv—f clz’(i)z(—ig)zn2
0 21 Jy

S 1 N 1 ,
Xj; N e A== zf)(_m)k; —k (e + IR © 0o (632)

Assim



CAPITULO 3. ESTADO LIGADO DE BOSONS NO ESPACO DE MINKOWSKI 34

o[ 80,2
R.H.S.—gz‘f0 do 2* — f ) —z)(l—z’)x
, 21t 1 N —2mi 1
X l@(z - 2) (k; s k. + lD)Z) +0(z—-z )(k; e (kgk‘; " lD)2)] (3.33)

Substituindo os valores de k;, k; e kj;, a equagéo fica

food gy, z) food /f+1 A2 V(y, 27, 2)20,7) (3.34)
)/(y Ty +m2+ (1-2)K22 Y B V2. Z)8Y :

com:

V(y,zy,2") =W(y,zv,2)0@EZ —2)+ W(y,—zy',-2')0(z = 2) (3.35)
onde:
(1 —z)? fl v*dv
Woz,y'2) = 32m2[y + 22m? + (1 — z)%x?] (3:36)
sendo:

D = v(1-9)(1-2)y+0(l-2)) +0(1-2)(1-2)[1+2z(1-0)+0z]K>
+ o[(1-0)(1 —2)2* +v*(1 = 2)Im* + (1 - v)(1 — z)u? (3.37)

3.3 Resultados

3.3.1 Método numérico

Resolveremos a equagdo integral utilizando o método de expansdao em uma base de
polindmios de Gegenbauer(Ci/z(z)) e Laguerre (L,(ay)). A funcdo peso de Nakanishi
decomposta nessa base é

Y'Y AL GuIL(), (3.39)

m=0 n=0
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onde as fung¢des dos polindmios sdo

_ _ [(m+5/2)m)! 5>
Gu(z) = 4(1-2°T(5/2) (2T (m + 5)) Cn (2),
Lu(y) = VaLi(ay)e ™" (3:39)

As relagdes de ortogonalidade dos polindmios sdo

+1
f 1 dz G'(z) Gy(z) = O (3.40)

[t t=a [ ay e o cian = o (3.41)

3.3.2 Autovalores da equacao completa

Aplicando o método de expansdo em base, resolvemos a equagdo de Bethe-Salpeter
para o estado ligado de dois bésons interagindo pela troca de um escalar massivo com
aproximacdo “tipo escada” (Eq. 3.34).

Calculamos os autovalores (¢%) para diferentes energias de ligacdo (B) para dois
valores de massa da particula trocada (1 = 0.15 e u = 0.50). Verificamos que sistemas
mais ligados possuem a constante de acoplamento mais alta. Aumentando a massa
da particula de interacdo, para uma energia de ligacdo fixa, obtivemos constantes de
acoplamento mais altas. Na tabela (3.1) e (3.2), comparamos os autovalores obtidos pela
solucdo da equacdo (3.34) com os obtidos em (KARMANOV; CARBONELL, 2006), no qual
foi utilizado o método de spiline. A concordéancia dos resultados reafirma a validade
da utilizagdo da representagdo de Nakanishi para amplitude de BS.

TABELA 3.1 — Tabela de autovalores para o estado ligado bosonico, com massa da
particula de interacdo u = 0.15, para diferentes energias de ligacdo. A coluna 2 refere-
se ao autovalor da equacdo (3.34) e a coluna 3 ao obtido em (KARMANOV; CARBONELL,
2006); N, = 4,N, = 4

p=015 | g | gi
B/m = 0.01 | 28.04 | 28,73
B/m =0.10 | 72.28 | 72,23
B/m = 0.20 | 105.6 | 105,6
B/m = 0.50 | 181.5 | 181,5
B/m = 1.00 | 267.2 | 267,1
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TABELA 3.2 — Tabela de autovalores para o estado ligado bosénico, com massa da
particula de interagdo u = 0.50, para diferentes energias de ligacdo. A coluna 2 refere-
se ao autovalor da equacdo 3.34 e a coluna 3 ao obtido em (KARMANOV; CARBONELL,
2006); N, = 4,N, = 4

p=050 | g | g
B/m = 0.01 | 69.35 | 72.38
B/m =0.10 | 1255 | 125.6
B/m = 0.20 | 163.4 | 163.4
B/m =0.50 | 246.4 | 246.4
B/m = 1.00 | 337.5 | 337.4

3.4 Modelo de Wick-Cutkosky (u = 0)

Um caso limite no tratamento do estado ligado de dois bésons é quando a massa
da particula interagente vai a zero. Esse caso foi estudado (WICK, 1954), onde foi
possivel um tratamento analitico para resolver a equacdo de Bethe-Salpeter. Nessa
secdo, discutiremos esse modelo utilizando a representacdo integral de Nakanishi e
a conjectura da unicidade. E importante ressaltar que em (FREDERICO et al., 2014), foi
discutido a equacdo integral com unicidade de um sistema bosénico com massa u

diferente de zero.

Dessa forma, teremos ao fim da se¢do as equagdes que descrevem o estado ligado
de dois bésons interagentes no modelo de Wick-Cutkosky, com e sem a conjectura da
unicidade. Serdo obtidos os autovalores dessas equagdes integrais e compararemos 0s

resultados.

A equagdo (3.34) assumindo o modelo de Wick-Cutkosky é

+00 ( /’ Z)d ’ 400 ) 1 , ) / , /
f & 3 Ne2\2 f dy f dz' V(y,zy',2)8(/', 2), (3.42)
o — z2)K?) 0 »

Y +y+m?z? + (1

com
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V(,zy,7) = g*m? 1 1 y
e 812 [y + m?z2%2 + (1 — z2)2] [y + m222 + (1 — z/?)x?]
X Oz-2) (1_Z)+[z—>—z;z’—>—z’].

[y + y'% +22m? + (1 - 22 (1 =2)

(3.43)

Procurando utilizar a unicidade, conjectura elucidada no capitulo anterior (equagao
2.21 e 2.22), aplicamos a parametrizacdo de Feynman, procurando reescrever as duas

fracdes da equagdo como uma s6

1 1
[y +m?2> + (1 = 22)K*] [y + y’% +z22m? + (1 — z2)x?] -
' 1
f dv — (3.44)
o [y +m222+ (1 =222 + (75

Sendo assim, a equacao fica

f+oo g(y/lz)dy/ ~ fv+ood , f+1 dz/meZ (1 —Z) o
o Orryemz2i-z2E Jo ) e )

1 r ot o
X fdv[ 80,2 OG- Z) +[z—> -z; 7 - -7Z]
0

(1-z2) ’ 124112 — 12)4-2
7/+m222+(1—22)1<2+v)/’ﬁ]27 +z?m? + (1 — z2%)k

(3.45)

Outro artificio matemético relevante é o uso da delta de Dirac na integragdo. Isso

permite com que escrevamos o seguinte:

0 (5()/” _ UV'(_lzjz))
f dy"; a=) = ! (3.46)
0

'y +mPz+ (L= [y 4 m222 + (1 - 2)K2 + vy’ ((11__;))]2

Dessa forma, reescrevemos a equagédo integral como
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N 80", 2)dy” f f ,gz ’ f (1-2)
o [ +y+m2z2+ (1 -22)K?]? 4y’ 1 4z do (1-2z) %

oo ” vy’ (1-2)
y bf y 00" =) 80,20 ~2)
0 v [ +y+m?2z2 + (1 = 22)x?]>y" + z22m? + (1 — z2)x?

+z—>—z;72 - 2]

(3.47)
logo:
(o) g(y//’ Z)d,)/// 3 fOO d,)/// X
o b +y+mz24+(1-22)k22 [y +y +m?z2 + (1 — z22)K?]?
8712 f d)/f az’K(y"”,z;y',2)¢(y',z2)+ [z = —z; 2 = =Z'] (3.48)

Aplicando a unicidade:

2.2 00 +1
(", z) = o2 f d)/f az’K(y”,zy',2)¢(y,zZ)+[z—> -z, 2 = -Z'] (3.49)
0 -1
com:
R i B
KO’ zy,7") = fo dv[y, T (-2 (1= )6( -z (3.50)

Note que a equacao (3.49) ndo possui integrais no lado esquerdo, o que deve facilitar
a solucdo numérica. Essa é a equacdo BS para o modelo de Wick-Cutkosky bosonico
com unicidade, que resolveremos numericamente na proxima segéo.

Por outro lado, podemos simplicar ainda mais essa equagao utilizando um Ansatz

particular para a fungéo peso de Nakanishi. Dessa forma, aplicando a mudanga de

77

variavel y"” = vy’ 1 Z, , temos

’” _ 2 2 " dv (1 6(2_ ,)6(7/” - ,”)
s%2) = f i f f v (1 _Z) W(l j) +2z22m? + (1 — z?)x?] §
y"'1-z') ,\ (1-2)
% g( o(1-2) 'Z)(l—z’)

z —-» -z ; zZ - -7
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(3.52)

"’

integrando em )", obtemos

y// (l_zi)

Q(Z B Z/)g< v(1-z) ’Z/) ’ ’
f f y,,(l Z) +[z—>-z; 7 - -Z].

+z22m? + (1 — z2)x?]
(3.53)

g(y" z) =

Aplicando o Ansatz sugerido em (KARMANOV; CARBONELL, 2006) g(y”,z) = 6(y") f(z)

e integrando em )", temos

[asonse = [ i f 1 f ("“_‘5)))x

9(2 —Z)f(Z)

(L5 + 22m2 + (1 - 22)]

+z—>—z;72 - 2]

(3.55)

7///(1_27)
v(l-z) /

Fazendo outra mudanga de varidvel y = podemos escrever

+1 1 2,2 o ’
f(z):j:1 dz’jo‘dv(l_z)gm Oz —2)/) +z—> -z; 2 - -7 (3.56)

(1-z') 81 2 — M2(1 - 272)
De forma geral, a solucao fica

2 +1
fz) = 3§n2 f V(e 2)fE) (3.57)

com

1
2 _ 1 PNV R
m? — (1 -2z2)M

V(z,z)) =
(1-2) ’
{(1_2,), se—1<z <z<1

(142)
(1+z)’

(3.58)

se—1<z<z <1,
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que é uma equacgdo integral de uma tnica varidvel. Isso foi possivel pela escolha
adequada do Ansatz g(z,y) = 6(y)f(z). Na préxima se¢do mostraremos uma maneira
alternativa de resolver a equacdo de BS utilizando a conjectura da unicidade da func¢do

peso de Nakanishi.

3.4.1 Autovalores da equacdao no modelo de Wick-Cutkosky com uni-
cidade

E necessario uma anélise prévia da solucao do modelo de Wick-Cutkosky, pois existe
uma funcdo delta presente no kernel da equacao (3.49), que potencialmente dificultaria
a utilizagdo do método numérico estabelecido para a solugdo da equacdo completa. A
equacdo resultante do modelo de Wick-Cutkosky para bésons é

2 00 +1
gy’ z) = 3§ 5 f dy’f AZW(",zy,2)80,Z)+z— -z; 2 = -Z'] (3.59)
™ Jo -1

com:

. 10E-2)00" - ST (1-2)
WO zy2) = f Tz (-2l (1-2) (3.60)

Foi feita a mudanca de varidvel )"’ para y. Aplicando a base estabelecida

iiA;nGm(Z)Ln(V) = 32 d?/

m=0 n=0

dz W(y,zvy,z )Z ZA Gu(Z)L.(")
m=0

n=0
+ [z—>—z;z —>—z] (3.61)

Acrescentando integrais em y e z em ambos os lados da equacgdo, além de fun¢des

de Laguerre e Gegenbauer, teremos:

i i A, fo iy f 1+1 A2 Gy (2)Gou(2)L ()La(y’) = 35; i i A x
- m=0 11=0

m=0 n=0

00 +1 00 +1
X f dy f dz f dy’ f A2 W, %7, 2)Gw @)@ )L (L)) + [z = —2; 2 — 2]
0 -1 0 -1

(3.62)



CAPITULO 3. ESTADO LIGADO DE BOSONS NO ESPACO DE MINKOWSKI 41

utilizando as relag¢des de ortogonalidade:

[ee]

2 00 +1 00 +1 00
e = 5z Yot [ e [ty [ GG [ dLiwe,zy,2)
-1 0 -1 0

m=0 n=0

+ [z—> —z;7Z —> -Z] (3.63)

Integrando em y:

ﬁ dyLe(Y)W(y, 2z, 2) =
1 oo
(1-2) 0(z—-2") vy'(1-2)
fo dv(l -z) [y + m?z? + (1 — z?)x?] \[0 AyLu ()0 (7/ - 1-2) )
' (1-2) O(z —2') vy’(1 - 2)
L dv(l -z) [y +m?z? + (1 - Z'Z)KZ]LH, ( 1-2) )

1 ’
f oL =2 0@ - Z) Lo (7) (3.64)
0

(1=z) [y’ + m2z2 + (1 — z?)x?]

__v/(1-2)
y = d-2) (3.65)
Sendo assim:
' gz 0 00 ' 00 +1 +1 1 _
Am’n’ = 327712 ;;Amnfo d)/ Il dz ‘[l dz fo do W()/IZ/.)/ /Z )Gm’(Z)Gm(Z )Ln(y )Ln'(y)
+ [z—>-z;7Z - -Z] (3.66)
onde:
W(y,zy',2) = (1-2) 0@z -7) (3.67)

(A =-2) [y +m2z?+ (1 - z)K2]

Assim a equagdo resultante ndo possui mais uma delta de Dirac em seu kernel e

pode ser integrada numericamente.

Calculamos os autovalores (g?) com energia de ligagdo (B=0.50 m) para o estado
ligado de dois bésons interagindo pela troca de uma particula escalar no modelo de
Wick-Cutkosky. Para a equagdo de BS completa (3.42), utiizando uma base com seis
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polindmios de Gegenbauer e seis polindmios de Laguerre, obtivemos a constante de
acoplamento g2 de 170,4. Por outro lado, com essa mesma base, resolvemos a equagdo
de BS com unicidade e obtivemos a constante de acoplamento g2 de 170,6. Isso sugere
que a conjectura da unicidade pode ser utilizada para esse sistema.



4 Estado ligado de Férmions no espaco
de Minkowski

4.1 Introducao

A rotagdo de Wick (WICK, 1954) foi durante muito tempo a principal alternativa
para resolver o problema da presenca de pdlos nos propagadores relativisticos na
equacdo de BS no espaco de Minkowski. Em estudos recentes, a representacdo integral
de Nakanishi permitiu resolver a equagdo de BS no espaco fisico e vem sendo cada
vez mais utilizada (FREDERICO et al., 2014). A solugdo da equacgdo de BS no espago de
Minkowski proporciona que sejam calculados observaveis relacionados a estrutura dos

hadrons, o que nédo é possivel a partir de solugdes no espago Euclidiano.

Nesse capitulo resolveremos a equacdo de Bethe-Salpeter, que descreve o estado
ligado de dois férmions, adotando a estrutura do vértice presente em (CARBONELL;
KARMANOV, 2010), que introduz uma escala A. A intera¢do entre as particulas sera
pela troca de um béson vetorial com massa, adotando o limite de méxima energia de
ligacdo para o estado ligado. Serd ainda discutida a convergéncia dos autovalores da
equacdo integral quando adotados valores elevados de A. A conjectura da unicidade
serd aplicada no sistema com A finito e para o limite A — co. Mostraremos que nesse
limite (vértice pontual) esse modelo é instavel. Além da maxima energia de ligagdo para
o sistema, a unicidade serd explorada adotando o modelo de Wick-Cutkosky, onde a
massa do béson interagente é nula. Ainda nesse capitulo, trataremos da transformacédo
de Stieltjes para o sistema fermidnico, onde faremos uma comparac¢do desse método
com a conjectura da unicidade. Na solucdo da equagdo de BS para férmions também

foi utilizada a projecdo na frente de luz.

A decomposi¢do da amplitude de BS em uma base ortogonal, escrita em termos das
matrizes de Dirac, fornece um acoplamento da equacdo de BS em termos de dezesseis
coeficientes dependentes dos momentos das particulas do sistema. Estamos interessa-
dos em estudar o limite de méxima energia de ligacdo desse sistema (B=2m). Nesse

caso, mostraremos que o sistema de equagdes desacopla e resolveremos apenas para a
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funcdo peso de Nakanishi g.

4.2 Sistema fermionico com fator de forma

A amplitude de Bethe-Salpeter é descrita em termos pela equacdo (2.19), onde p e k
estdo relacionados aos momentos das particulas (k; e k).

p = k1 + kz,’ (41)
ko= (ky ; kz)/_ (4.2)
K (klz;kz) (4.3)

Sendo assim a equagdo de BS é descrita no seguinte formato

411
Ok, p) = S(k) f (‘;7")4n K(k, )T S(—k»), (4.4)

onde S’s representam os propagadores das particulas e I' as estruturas dos vértices

no diagrama (figura 3.1). O propagador fermionico é:

S(k.) = ik +m) (4.5)

k2 —m?+ie
O acoplamento depende do tipo de béson que estd sendo trocado
o I, =ig (escalar);
o I', = -gys (pseudoescalar);
o I', =igyt (vetor).
Para descrever uma estrutura no vértice de interagdo, é introduzido um fator de
forma (CARBONELL; KARMANOV, 2010), tal que
§ = g F(k-K),

com

‘LLZ—AZ
Fk-K) = TS (4.6)
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O propagador do béson escalar trocado é descrito por

1
= 4.7
K (k—k)>—u? +ie’ (4.7)
onde u é a massa do béson trocado.
Substituindo os propagadores e acoplamentos na equacdo
' 4 02\T2 / 1 4
im+ %5+ A4 , (ig?)F?(k — k') im—5%+k)
(k, p) = 2 O, p)—2 2 (4.8)

E+k2-m2+ie J 2n)* (k=k)> — 2 +ie (5 —k)> —m? + ie

Essa é a equacdo de Bethe-Salpeter para dois férmions trocando bosons escalares
com massa [l. Serd agora determinada uma base adequada para o célculo, que per-
mita a simplificagdo da equagdo. Assumiremos entdo a base para a amplitude como
(CARBONELL; KARMANOV, 2010)

D(k,p) = S1p1 + Sa2 + S33 + Say, 4.9)
onde
S1 = s
Sy = ]I\%Vs,
S; = %;,7% = ]\1—4167/5;
Sy = A%Uwpukﬂ/&
onde

i
Ou = 5(7/“% = YY) (4.10)

Essa base é ortogonal. A seguir apresentaremos o calculo de alguns tracos como
ilustracao:

H u
TSz - 1) = TrEyyy®) = ETriy,) = 0 (4.11)
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k
Tr(S: S:) = Tr[( Ly - ky5)(M7/ = [W P71 = 2Tl =
- Tr[W]+ L Tripr = p Ay + 4kp 0 (4.12)
k.
TH(S: 51 = Trl(sopy® ~ 6] = S Tr(p) — Tl = 413)
TrSy-Sy) = Tr [Nlpawpykvy ;CI)/] %pyk THowp] =

= M3p”k VTrlywyopl = M3p”k VIrlysyupl = (4.14)

Ao substituirmos a descri¢do da amplitude de BS na equagdo (4.8), utizando a base
estabelecida, o tratamento do lado esquerdo (L.H.S.) segue pela multiplicagdo por S,

(elemento da base) e aplicagdo do trago

4
TrS,- LHS] = TrlS, ) Siil,
i=1
4
Tr) " (S:S)il,
i=1

24: ¢iTr[S.Si],
P

i Pi04iN;,

P

THS,-LHS] = Nado, (4.15)

onde

N, = Tr[S2]. (4.16)

Faremos a mesma manipulagdo no lado direito da equacdo (R.H.S.), aplicando o
traco e multiplicando por um elemento da base. E importante notar que o calculo do
traco é afetado somente pelos termos que contém matrizes de Dirac. Dessa forma,

sendo o R.H.S. descrito como
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i i A (—ig)P(k — k)

RHS. = -
G+k2-m?+ie§ —kp—m2+ic ) Qm)*(k—k)>—p>+ie

x (n+ L pom-E+bow.p)

(4.18)

Definiremos A como a jungdo dos termos presentes no R.H.S. relevantes na aplicagdo

do traco,

A=(m+ g + k) (m - g + Kbk, p). (4.19)

Multiplicando A por S, e tirando o trago, teremos

_ P PN
Tr(S,- Al = TrSim+ 5+ B(m =2+ Z:'; S,

B p PR
= Trl(m+ 5 +B0m -3 +b ;(sasaoqbaf],

4
= TT[(W! + g + k)(m - g + k)SaSa'] Z (Pa’/
\ a’=1
= Z Caw PwNa, (4.20)

a’=1

onde

4
2

4

Ca-Ny = Tr [(m + =+ Km-— 5 + k)SaSa/] : (4.21)

Substituindo as conclusdes das equagdes (4.15) e (4.20) na equacgado de Bethe-Salpeter
(Eq. 4.8), teremos
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i Bk ()P k— k)
&+ k)2 m? +ie (5 — k)2 —m? +ie J 2n)*(k—Kk')>—p?+ie

Palk,p) =

4
x Y K, p)pw (K, p), (4.22)

a’=1

que é um conjunto de equagdes integrais acopladas pelos coeficientes c,, que sdo
descritos como

Cur = NiaTr sa(’g k4 m)nsa,fz(g k- m)] . (4.23)

A diferenca no tratamento do acoplamento vetorial e escalar estd na estrutura do
vértice. Embora esse trabalho tenha por objetivo estudar o acoplamento vetorial, o
célculo se iniciou pelo acoplamento escalar. A correspondéncia entre os os coeficientes
c.r do caso escalar e vetorial foi obtida em (CARBONELL; KARMANOV, 2010) e sera
discutida a seguir.

Para o acoplamento escalar, como ilustragdo, temos:

S _1 4 sl
1 Z\/I2 1 1 2
= ZTT'[')/5T')/5] — ZTT[')/54kP)/5] + ZTT'[')/54kp')/5] — ZTT[')/5k2')/5] + 4%
M2
_ o2 M,
= m + 1 k
(4.24)

cn = Tyl e st~ k- m))

- —1Tr[y5<——k>—w5m1+ $Trlysmpys(t
- mM (4.25)

c = Trysh o ke m s - —ky5><§—k-m>]

1 [k
= ;|<hmmd +k)y>]——Tr[( + K]
: ksz”jI + (k. )2——k2”]’\”/I RL=EMIE -RT =0 (426)
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Cla = jITrD/S(g +k+ M)A%Gyvp;k;%(g —k-m)]
— 1[L /k/T[ (K_l_k) (z_k)]_i,k, ZT[ ]]
= 1 |aPeledrlys(5 + K)owys(3 APk Trlysomys
1
= 35 [PREK) - M(kK)] (427)

A relagdo entre os coeficientes ¢,y do acoplamento escalar para o acoplamento

vetorial segue a seguinte relagdo:

Conr = Eaw Copp (4.28)
onde:
4 =2 0 0
Ea = § :i :i 8 (4.29)
4 -2 -2 0

ou seja, os coeficientes que possuem indice a=1 no acoplamento vetorial sdo:

ci1 =4 [m2 + iMZ - k2 (430)
C1p = —2mM (431)
Ci3 =Cl4 = 0 (432)

Sendo assim, a equacdo de Bethe-Salpeter para a componente 1 é

2

WD = e g Al el
da*k’ 1 1
f @)t [(k— k)% = A2 +ie? (k — k)2 — pi2 + ie (4.33)

Utilizando a representacdo de Nakanishi descrita no capitulo (2.4.1)

+1 00 d ’ ; /’ ’
ik, p) = I o fo = V &, Z) (4.34)

K ’
+pkz’ + MTZ —m? -y +iel?
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reescrevemos a equagao de BS como

+1 / 00 ) gl(y,/ Zl) _ gZ
az 4y 2 M2 2 B TErR — el
-1 0 [k +pkz + - —m? =y’ + ie] [(5 +k)? —m? +ie]
i

a*k’ 1 1

2
WA ) Gy - eF - FR - e

[(& — k)2 —m? + ie]

X f+1 dz' foo dy’ [c1181()',2") + c1282()y’, 2')] (4.35)
1 0 [k’2+P'k’z’+MTZ_m2_7’+i€]3. |

2

Substituindo x? = m? — —, teremos o lado esquerdo da equacao (L.H.S),
4 q q
+1 00 ,
’ ’ gl(V s Z )
. . . = . 4.
e L * j; dy [k2 +pkz’ =2~y +iel? (4.36)

Sendo ®(k,p) a amplitude de Bethe-Salpeter descrita em termos da base estabele-
cida como @(k,p) = ). :S;, onde ¢; é uma amplitude, definimos uma projecdo dessa
amplitude na frente de luz

-
Yi(y,z) = f i—nqbi(k, p), (4.37)

onde se pode escrever os produtos escalares, utilizando as varidveis de frente de

luz e as defini¢des de varidveis descritas para o sistema bosénico, como

-Mz
2 - S
ke = > k™ =y,
M, _ Mz

Sendo assim, a proje¢do na frente de luz do L.H.S. é

+1 00 - ’ o
LHS. = f iz f dy’ f ak _ &0%2) . (4.39)
1 0 27 [k_(—%‘f‘MTz)—)/—ZM—Z—)/’—K2+l€]3

4

Utilizando a relagdo (CHANG et al., 1973)

s 1 i5(x)
Im 27 (xk - y+ie)p - 22’ (4.40)
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a equacao se torna

( Mo+ 1)
LHS. = -+ dzf d z > 441
f Y'§1(y', ) Ty (4.41)
Reescrevendo a fungéo delta como 6(MTZ' - %) =20 _Z) o L.H.S. fica
LHS. = —— $10/,2) (4.42)

M i [y + 9" +m222 + (1 - 22)?]>

4.2.1 Integracdo quadrimensional

Faremos agora no lado direito da equagao (4.35) (R.H.S.) a integracdo do quadrimo-
mento. Para isso, definimos

1 1 1

A= . . 2 4
(k—k)? — w2 +ie[(k=k')> = A? +ieP [k2 + phoz + M —m2 -y +ie]P

(4.43)

onde podemos utilizar a parametrizagdo de Feynman para simplificd-la. Seja a

parametrizacado de trés fragdes representada por

1 Tm+n+l) f f " a1 -a—-0)"'0(1 —v—a) (4.44)
Xmynzt — T(m)T(n)I(]) [Xv+ Ya+ Z(1 —a —o)rnt 7 '
podemos identificar as varidveis X, Ye Zem A
X = K*+z2Zpk -y —«* +ig;
Y = (k—K)* - A +ie;
Z = (k=K) - py*+ie. (4.45)

Dessa forma, A serd reescrito como

B v°ab(l —v—a)
A= 60]0‘ dvj; da [o(k? + z/pk' — " = k2) + a2 — A2) + (1 — 0)[(k — k)2 — 122] +(Z€1166)

Substituindo na equacdo (4.35), obtemos
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Y —A2 2 . +1 411
R.HS. = g ) , : : f dZ’fdy’f il
(5 + kP =2 +ie] [(5 — kP —ne? +ie] Jy @m)*

60 fl do fl doa ’a0(1 —v—a)lengi(y’,2) + cuga(y’, 2)]
0o Joo [k +zpk =y =) +a? - A + (L= o)k - k) - ] +ie]
(4.47)
Para resolver a integral quadrimensional, é conveniente definir
da*k’
B= f [0k + zpk =" —2) + a(u2 — A2) + (1 — 0)[(k — k') — u2] + ie]® (4.48)

Agrupando os termos proporcionais a k’, temos

B:fd4k’><
1

[(k = (1 =)k —z7v5)2 = (1 — )k — 270E)2 — v()’ + x2) + a(u? — A2) + (1 — v) (k2 — u?) + ie]6
(4.49)

Fazendo uma mudanca de varidvel

Q=K —(1-0)k+ z’vg; (4.50)

b=—[(1-0)k- z’vg]z oy + ) +a( - A+ (1—o)E—2);  (451)

podemos resolver a integral (4.49) usando a seguinte relacao

#dQ ., 1 1 1
f(Q2+b+ie)” S T in -2 (4:52)

ou seja,

in? 1
20 [-[(1 - o)k — 2708 — 0 + k%) + a(p? — A2) + (1 — 0)(k2 — p2) + ie]*

(4.53)

Substituindo a solugdo da integral do quadrimomento no R.H.S. (Eq. 4.47), temos
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20,2 — A2)2 - +1
RH.S. = pg(”2 2) RO f dz’fdy’x
[5G +Kk)? —m? +ie] [(5 —k)? —m? +ie] Ja

3im? fl - f‘” da v*alengi(y’,2') + cuga(y’, 2')]
(2r)* J, o [-[(1-0)k- z’vg]2 —o(y" +x2) +a(u? - A?) + (1 —v)(k?> — u?) + ie]*’

(4.54)

X

Novamente, definiremos C procurando integrar a equacdo no parametro «

1 1-v
C = 3irt® f dvf dov’er .
0 0 [-[1-0v)k- z’vg]2 —o(y’ + x2) + a(u? — A?) + (1 —v)(k? — u?) + ie]*
(4.55)

Substituiremos as varidveis da frente de luz,descritas no capitulo (2.4.2), definidas
como

Mz
2 —_ —— - —
k* = > k= =y,
M(_ Mz
- -
para que C seja descrito em termos de
1 1-v
da v*a
_ a2
e S ey s rerrvorr=
com
G,k z,v; K2, yz) =MKk™k, +Ip (4.57)
e
+ 1 ’
ki = ov(l- U)E(Z —-2), (4.58)
2 2
Ip = —v(1-0)(y+ zz’MT —~ Z’ZMT) -0y +2%m* + (1 = 29)x?) — (1 — v)u*.(4.59)

Apoés a integragdo no parametro a, temos



CAPITULO 4. ESTADO LIGADO DE FERMIONS NO ESPACO DE MINKOWSKI 54

2 1

C = — | dvv*(1-0)*x
2 Jy

3G(v,k,z,v; k2, u?) + (1 — o) (u? — A?)
[G(o,k,z, 7%, u?) + (1 — o) (u? — A?) +ieP[G(v, k, z,y7; k2, u?) + ie]*
ViR u V'K

X

] (4.60)

Sendo assim, podemos projetar a equagdo de BS na frente de luz, integrando em
dk™. Dessa forma, o R.H.S. da equacéo fica

402 _
RHS. = ﬁ;&z( 2 Az)Zf dz’ f dy’ f dv v*(1 — v)? dk

1 [c1181(/, Z)"'Clzgz()/ z )]
[(1-2)k+ (1 -2)8 - Z(y +m?) +ie] [(1 +2)k~ — (1 +2)8 + Z(y + m?) — ie]

+ 71— — 2 A2
1 BMkik™ +Ip) + (1 —v)(u* — A?) } (4.61)

5 _ 2_A2 . .
M k- + Ip+(1-v)(u2-A%) +iePlk k- + Ip + ie]?
D M D M

Para resolvermos essa equacdo integral, iremos utilizar o método de Cauchy. Para
isso, é importante verificar a poténcia em k™ (n) no numerador, pois para fecharmos o

contorno da integragdo no plano complexo é necessario que o integrando nao divirja.

No caso de interesse desse trabalho, os coeficientes cy; e ¢1, possuem poténcias de
até um em k~. Assim, ambos os termos ndo possuem contribuigao singular para kj; = 0.
Sendo assim, faremos a andlise para kj; > 0 e k}, < 0, nas quais a integracdo de Cauchy

pode ser realizada.

4.2.2 Projecdo na frente de luz

Para projetar na frente de luz devemos efetuar uma integracdo no plano complexo.
Os termos de interesse desse trabalho podem ser escritos como:

R = f& (k)"
! 2 [(1 -2k +(1-2)% - &(y +m?) +iel[1 + 2k — 1 +2)% + Z(y + m?) —
1

X — 2_A2 7
[tk + DX etk + D 4 je)?

onde a poténcia de k— possui valores de 0 e 1. Definindo as varidveis

i€]

(4.62)
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M 2
K= 2 T Maag ™ (4.63)
ky = —]\2—4 + M—(12_ 2 (y +m?), (4.64)

Podemos reescrever R como

_ [k k)"
R = f 27 [(1— 2k + (L= 2)k; +iell(1 + 2k — (1 + 2k, —ie]
x L (4.65)

— V(12— A2 . . :
[tk + DX etk + 2 4 je]?

Para os valores de n estabelecidos, podemos “fechar” um arco no plano complexo
e utilizar do teorema da integral de Cauchy para resolver a integracdo (ARFKEN, 2007).
Para a condicédo de k}, > 0, o residuo estd no polo k;;, dessa forma, a integragdo acontece

no plano superior no espago complexo. Sendo assim:

o ki >0

M(k,)" 1
Aly +22m? + (1= 2] [t o 4 20PN etk + 12 4 e

RY = i6(k}) (4.66)

onde:
P M, M 2 N M2
ka”+M = [v(l 0)2(2 z)[2 —(1+Z)(7/+m) v(l-0)|y+ 1 (z z)l
1
_ ’ 2,2 _ 2 _ _ 2| —
v[y +z2"m"+ (1 -z )K] (1-o)u ]M
1
- _ ’ o ) — 4.67
com

D(y,z,7',7',v) = v(1 —v)(z' —2) [)/ +22m* + (1 -2+ (1 +2)(Z + 2)(k* — mZ)]

+o(1 =o)L+ 2)y +0(L +2) [y +2%m? + (1 - 22| + (1 - 0)(1 + 2)us? (4.68)
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Dessa forma, a integragdo para kj, > 0 tem solugédo igual a

M(k,)"
_ 50(1 -
R} = —-i0(kh)(1 +z)°0(1 + 2)4[7/ + 2m? + (1 - 22)K2]
1
T }\V[ZI'U) ~ (1—0)(1+AZZ(HLA2) ie(1 +2)]P [M +ie(1 + z)]?

(4.69)

De maneira andloga, para kj, < 0, o residuo estd no pélo em k;, sendo assim, a

integracdo por Cauchy é feita no plano inferior no espago complexo. Dessa forma,

e ki <0
M(k)" 1
= i0(-k}) d - (4.70)
Aly +2m? + (1= 202 [jor o g o UNEAD 4 Gepaperk 4 oy e
com:
) ] M ) M ) ZIM2 ,
kpk; +1\_E/)I = (—v(l—v)?(z —z)l T A Z)()/+mz) —U(l—v)[y+ (z—z)]
— [7/ +2%m* + (1 - ZIZ)KZ] - (1-o)? )%
1 1
= s Z)D(y, 2 vE (4.71)
onde

D(y,-z,v',-Z',v) = v(1 — v)(z — Z) [y +22m* + (1 -2 — (1 = 2)(Z + z)(x* — mZ)]
+ v(1-0)1-2)y +v(l —2)[y +2%m* + (1 — 2% + (1 = v)(1 — ). (4.72)

Sendo assim, a integracdo para kj, < 0 tem solugao como
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M(k,)"
Aly + z22m? + (1 — z2)x?]
1

T — _ 2_A2 . oyl ot . ‘
[D(y, Z}\j;, z)  (1-v)( ;}(y A% l€(1 _ Z)]3[D(V, z}\);f, 2’ ,0) + l€(1 _ Z)]2

R, = —i0(-k})(1 — 2)°0(1 — z)

(4.73)

A solugdo para a integragdo da projegdo na frente de luz (R) é descrita como

R, = L X
Ay + 22m? + (1 - Z2)K?]

—10(k})(1 + z)°6(1 + z)MO(k;, )"
[D(y,z,y,2/,0) = (1 =0)(1 + 2)(u? — A?) —ie(1 + 2)P[D(y, z,y’,2’,v) + ie(1 + 2)]?

+ [z—>-z;7 - -7Z]. (4.74)

A partir dos resultados obtidos da integragdo quadridimensional e pela projegdo na
frente de luz, podemos escrever a equagao (4.35), como

f""d $1(/',2) 3
4 [y +y +m2z2 + (1 - 22)x2]2

1
2y2 2
327t2 —A) f 4z f 4y’ f doo(l= [y +z22m? + (1 — z%)x?] X

[BM kjk;, +Ip) + (1 = v)(u* — A?)]
ok + 1o + (1— 0)(12 — A2) + iePlkbk, + Ip + ie|

x |6k

2
(v +m?+ MT(l +2)2) + (), Z)Mm] + [z > —z; 2 — -Z],

(4.75)

X [4 81(7//2’)(1 12

que é uma equacao integral que depende das autofung¢des peso de Nakanishi g; e
g». Para obter os autovalores e autofung¢des que descrevem o estado ligado fermionico
para uma dada energia de ligacdo B, devemos resolver simultaneamente um sistema
de 4 equagdes integrais acopladas (Eq. 4.22) em termos das func¢des peso de Nakanishi
<1, &2, 3 € Qa. Isso foi feito por (CARBONELL; KARMANOV, 2010), cuja estabilidade da

solug¢do numérica foi condicionada a utilizacdo de uma funcao auxiliar. Posteriormente,
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em (PAULA et al., 2016) foi mostrado que a dificuldade de resolver esse sistema nao era
um problema numérico, como sugerido por (CARBONELL; KARMANOV, 2010), mas que
ha singularidades relacionadas a altas poténcias de k= em alguns coeficientes c,y. Em
(PAULA et al., 2016) essas singularidades foram tratadas adequadamente e o sistema foi
resolvido sem a utilizagdo de fungdes auxiliares. Uma dificuldade em resolver esse
sistema acoplado ocorre no limite de méxima energia de ligagdo, pois alguns termos

do kernel divergem. Na proxima segdo iremos discutir esse limite em mais detalhes.

4.3 Equacdodaunicidade dosistema com maxima energia

de ligacao (B = 2m)

Nessa secdo iremos descrever um estado ligado com mdaxima energia de ligacdo
(B = 2m). Esse limite é obtido quando a massa do estado ligado é nula (M=0). Nesse
caso, a equagdo para gi(y,z) é desaclopada. Esse resultado é bastante util, pois os
termos do kernel divergentes ndo aparecem na equagdo para g;, o que possibilita
encontrarmos solugdes para a equacdo de BS nesse limite. Dessa forma, obteremos

nessa sec¢do a equacao de BS correspondente, para a fungdo peso de Nakanishi g;

No limite de méxima energia de ligagdo, a Eq. (4.75) é

~ ’ 81(7/'12) _ (LUZ_AZ)Z 2f°° /f+1 rfl 201 _ -)\2 o
fo Vo ryrmr = s 8 W), 47 wrd-oral )X
O(k}) [3D:2(y, 27,2, 0) + (1 = 0)(u2 — A?)]
(1+2)[Da(y,zy,2,0) + (1 —0)(u2 — A2)P [Da(y, 2y, 2, 0)]2

+z—>—z;72 - -Z1]|,

(4.76)
com
Dy(y,z;y, 7 ,0) =
a :)_Z) [m? + m*vz + m*Z’ (1 —0) + (1 =o)L+ 2)y + (1 +2))" + (1 = 0)(1 + 2)u?].
(4.77)

Essa equacgdo integral foi resolvida numericamente utilizando o método de expansao
em base para diferentes fatores de forma(A). Os autovalores g* estdo listados na Tabela

4.2. Por outro lado, essa equagdo integral pode ser simplificada analiticamente antes de
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utilizarmos o método numérico. A ideia é utilizar convenientemente a parametriza¢do
de Feynman e propriedades da delta de Dirac para reescrever a equacdo integral de
forma a utilizar a conjectura da unicidade da funcdo peso de Nakanishi. No fim da
se¢do, obteremos uma equagdo com uma integral a menos, o que, a principio, simplifica

o calculo numérico.

Utilizando a parametrizagdo de Feynman, podemos reescrever

1 1
[D:y,z;y,2,0) + (1 - o) = AP Doy, 7y, 2, 0)
__Ie [ 21-8 (4.78)
TRIQ) Jo "[Day,zy,2,0) + EQ = v)(u* = AP '
O objetivo é separar os termos proporcionais a y. Determinando
. (1+2)
a; = —ov(l —v) d+2) (4.79)
e
W=~ z 3 (m* + m*vz + m*z2’ (1 —v) + (1 + z)y” + (1 —0)(1 + 2)u?), (4.80)
podemos representar
DZO// Z; V’, Z,/ U) =apt+ary. (481)
Sendo assim, podemos definir
Bap + 31y + (1 —v)(u? — A?)
= — 5 A (4.82)
[ao + any + £(1 - v)(p? = A?)]
Também é necessario definir
30(0 (1 - ’U) ) )
=—+——@U -A 4.83
as = P (4 ) (4.83)
e
L ) (4.84)
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dessa forma podemos escrever I

[0%) 3 V4
= — . 4.85
(as +y) * a*(as +7y) (%55)
Aplicando a manipulagao
)4 1 as
= - , 4.86
@+ 7P @+t (@t yp (4:56)
podemos chegar a
(2% 3 1 3 a3
= ———+— -— . 4.87
(a3 +7)  at(as+y)*  af(as+p)’ (*57)
Definindo ainda
a5 = Oy — 3;'23 (488)
&
e
= % (4.89)
*
chegamos a final conclusdo
& & (4.90)

I = + .
(az+y)t  (az+p)

Analisando as propriedades da funcdo delta, percebemos que é possivel represen-
tar a fracdo presente na equacdo das seguintes formas, dependendo da poténcia do
denominador. Sendo assim

00 5(" — 2
1 5= f gy 20 arm) (4.91)
0

(y+a (" +y+m?)?’
Y Yoty

pode ser derivada em « e resulta em

00 50 — 2
2 —f gy TO ot ) (4.92)
0

(y+a) (" +y+m2)?

Percebe-se que a cada derivada feita na fungdo delta, a poténcia do denominador da

fracdo aumenta. Dessa forma, chegamos as rela¢gdes que podem sdo tteis na equagdo
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del
6 ~ 00 . 6//(,)/// —a+ mZ)
—(7/ Tap ‘[0 d 0"y o)y (4.93)
e
24 00 ., 6’”()/” —a+ mZ)
—(7/ oy f d ST (4.94)
A partir dessas relagées reeescrevemos I
~ 00 ., 1 6”(‘)/” —as+ mZ) 6’”(‘)/” —as+ mZ)
I= fo dy 07+ R la4 c + as 7 . (4.95)

Devido as alteragdes feitas em I, é possivel a utilizagcdo da conjectura da unicidade

definida na segdo 2.5 (Eq. 2.21 e 2.22), onde agora a equagdo de BS se torna

’” _ (HZ_AZ)Z 2 ~ ’ i ’ ! 2 2 ’ 1
g1(y ,z)—32—nzgjo‘ dy ‘[1 dzj{)‘dvv(l—v)gl(y,z)mx

1
l@(kg)fo‘ A& &¥1 - &) (%6’()/” —as +m?) + %(S”’(y” —as + mz))

+[z > —z,7 — -Z'].

(4.96)

Dessa forma, obtivemos uma equacdo sem integral no L.H.S. O préximo passo
é achar os autovalores numericamente, o que faremos em uma continuacdo desse
trabalho.

4.3.1 Autovalores da equacao completa no limite de maxima energia

de ligacao

Nessa se¢do apresentaremos os resultados dos autovalores g* para a equagdo de BS
completa no limite de méxima energia de ligacdo (Eq. 4.76). Utilizamos o método de

expansdo em base descrito no capitulo 3.

Inicialmente, estudaremos a convergéncia da solugdo em termos da base utilizada,
onde (Nz) é o niimero de polindmios de Gegenbauer e Ny o ntimero de polindmios
de Laguerre. A figura 4.1 mostra que aumentando a base tem-se uma varia¢cdo no

autovalor, porém a partir de Nz=Ny=6, os autovalores convergem. Na tabela 4.1 estdo
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listados os valores correspondentes a figura 4.1.

TABELA 4.1 — Tabela dos autovalores em fun¢do do ntiimero de polindmios na base
estabelecida, com energia de ligacdo iguala2m, A =2me u =0

Nz, Ny 4 16 36 64 100 | 144 | 196 | 256 | 324 | 400
g’ 73,15 | 69,73 | 68,67 | 68,36 | 68,21 | 68,14 | 68,09 | 68,06 | 68,03 | 68,02

68 | |
0 100 200 300 400
N.-N,

FIGURA 4.1 - Grafico dos autovalores em fun¢do do niimero de polindmios na base
estabelecida, com energia de ligagdo igual a 2m, A =2me u =0

Podemos estudar como a constante de acoplamento ¢* varia com a massa da parti-
cula mediadora para um valor fixo do fator de forma A. Observando o lado esquerdo
da figura 4.2, verifica-se que, aparentemente, ha duas regides delimitadas por u = A.
Isso ocorre pois no kernel da Eq. (4.76) ha o fator ¢*(u? — A%)?. Assim, para = A o
kernel se anula e, consequentemente, o autovalor torna-se infinito. Uma maneira de
contornar essa singularidade aparente é definir uma constante de acoplamento reesca-
lada a = %(1 - %22)2- No lado direito da figura 4.2 é representada a variagdo de a com
£. Note que esse grafico mostra que ndo h4 singularidade para esse novo autovalor e

seu comportamento é de um crescimento monotonico.

E interessante estudar a solucio numérica da Eq. (4.76) em funcdo do fator de forma
A. Ao aumentar A, o alcance da interacdo de vértice torna-se menor e, no limite de A
infinito, terfamos um vértice pontual. Fizemos esse calculo no limite de Wick-Cutkosky
(4 = 0) e, observando a tabela 4.3 (e figura 4.4) encontramos uma aparente convergéncia
para os autovalores. Isso poderia indicar que o limite de vértice pontual desse modelo
é bem comportado. Porém, na préxima secdo mostraremos analiticamente que isso ndo

é verdade.
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4.0x10° : : . . 60

3.0x10° . |
.

2.0x10° - oLk |
.

1.0x10° ¢ B

.
oob® ‘ ! ‘ ! W K, o ‘ ! ‘ ! ‘ !
0 3

FIGURA 4.2 — Autovalores para o estado ligado de dois férmions em fungdo da massa
da particula mediadora yu, com energia de ligacdo igual a 2m e fator de forma A=2m.
Lado esquerdo: Constante de acoplamente g*. Lado direito: Constante de acoplamento
reescalada a.

Para conciliar esses resultados contraditérios, resolvemos a Eq. 4.84 apenas vari-
ando uma parametro 5, que entra no método do cdlculo numérico. A tabela 4.3 (e
tigura 4.4) mostra que para dois valores distintos de § os autovalores convergem para
valores distintos. Isso sugere que a aparente convergéncia estd condicionada ao método
numérico e, por isso, ndo podemos afirmar que a solu¢do da Eq. (4.76) no limite de

vértice pontual é bem definida.

TABELA 4.2 — Tabela dos autovalores em fung¢do do fator A, com energia de ligacdo
iguala2me =0

A 2 3 4 10 20 30 50 70 100 | 200 | 350 | 500
B=1|g*| 6802|4845 |39,52|2459 | 19,63 | 17,83 | 16,23 | 15,51 | 14,99 | 14,50 | 14,36 | 14,31
B=12|g* | 68,0 | 4847|3958 | 24,57 | 19,79 | 18,40 | 17,48 | 17,17 | 16,99 | 16,85 | 16,82 | 16,80

N
o
T

0 100 200 300 400 500
A/m

FIGURA 4.3 — Gréfico dos autovalores em funcdo da massa da particula mediadora
(normalizada pelo fator de forma), com energia de ligacdo igual a 2m
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,8 =1
18 +ﬁ =12
17 + . e |
bo

16 R
15+ R
14 b | | | | -

0 100 200 300 400 500

A/m

FIGURA 4.4 — Grafico dos autovalores em fungdo do fator A, com energia de ligacdo
iguala2mepu =0

A préxima secdo tratard da equagdo de BS para dois férmions no limite de méxima
energia de ligagdo e modelo de Wick-Cutkosky, adotando o limite de vértice pontual, a

fim de verificar a presenga de divergéncias no kernel da equacao integral.

4.4 Sistema sem fator de forma (A — )

Como discutido na secdo anterior, iremos investigar como esse modelo se comporta
se o vértice de interagdo ndo possuir estrutura. Para isso, tomaremos o limite de A

infinito na Eq. (4.76). Assim, podemos escrever

R S (02 3 v (1+2) [0k)&10/,2)
fody [y+y +m2 P 8712 dzf dyf (1—0)2(1+z')2[[)/+m2+F]

+ [z—> -z, 7 - 7] (4.97)

fo by a2 f dz f B V7,7, 000/,7),  (498)

Y+ +m?]?

onde

V(y,zy', 2 ,v) =W(y,zy, 2,000k + Wy, -z, -2, 0)0(=k}), (4.99)



CAPITULO 4. ESTADO LIGADO DE FERMIONS NO ESPACO DE MINKOWSKI 65

sendo
o g (1+2) 1
WO 2y 2.0 = gy oy (1—0)2 [y +m2 + T2 (4.100)
com
_ (L+z)vmP+y @101)

S (1+z) 1-0)

que é a equacdo de BS do estado ligado fermidnico com vértice pontual no limite de

maxima energia de ligacao.

4.5 Equacao da unicidade para vértice pontual

Nessa secdo estudaremos analiticamente o limite de vértice pontual. Para isso,
iremos utilizar a parametrizagdo de Feynman e propriedades da delta de Dirac para
reescrever o kernel de tal forma que possamos aplicar a conjectura da unicidade. Inici-
almente, vamos manipular o R.H.S. da equacao (4.98)

ST (LA [ do 00310, o
R'H'S'_ﬁf(; dy Il dz(1+z’)2 i (1—0)2[y+m2+1“]2+[z_)_z'z — =Z'].
(4.102)

Introduzindo a delta de Dirac para modificar o denominadoz, temos

I G P (T f do_ oo ,,f‘” , 3" -T)
R.HS. = 8ﬂ2£ d')/ j:l dz (1+Z’)2 . (1_0)29(kp)81(7/12) . dV [,)/+m2+,}///]2

+ [z—>-z;7Z - -7]. (4.103)

Dessa forma, a Eq. (4.98) pode ser escrita como

°° ” 81(7/”/2) _ * 1 1
fov d')/ [y/r+7/+m2]2 _L d')/ [7///+7/+m2]2 8n2 d')/ f dZ X

(1+2)
(1 +z')?

f(ld” 0(ks) 910/,2) 60" —=T) + [z — —z; 2 — —2].  (4.104)
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Utilizando a conjectura da unicidade, obtemos

00 +1
q(y”,z) = f dy’f az’vy”,zy,z,v) 100, 7), (4.105)
0 -1

sendo

V', zy, 2 ,0) = WQ",zv,2,000k) + W', —zv',—2',0)0(-k}) (4.106)

§ A+2) [T o1
82 (1+2z')? Jy (1-0)?

W, zy,7,0) = 5" =T). (4.107)

Usando a seguinte propriedade da delta de Dirac

SIF@)] = ) ‘5(;;_ %) (4.108)
i dv v=0;
temos
¢ (2P ) !

WW",zy', 7 ,0) = 5(v —v1), (4.109)

dv ——
8 (1 +z)(m2(1 +z) +y"(1+z))Y> Jo (1 -0
onde

_ _,)// + ,)/// _ Z')/l + ')/”Z,

= . 4.11
0 yu + m2z + m2 + ')/”Z, ( O)
Integrando a delta, obtemos
2
1
WO, zy,2) = 2 (4.111)

82 (1+2z') (v + m?)’

ou seja,

00 +1
10", 2) = f dy’ f az’ V(y",zy',2') a1(y', 7)), (4.112)
0 -1
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com

V', zy,Z) =W, zy,2)0kp) + WO, ~z ), —2)0(=kp), (4.113)
onde

'S 1

82 (1+z')(y" +m?) (4-114)

W(,y//’ Z ,)//, Z’) —

Essa é a equag¢do com unicidade para o estado ligado de dois férmons no modelo de
Wick-Cutkosky (u = 0), com maxima energia de ligacdo (B=2m) e utilizando o vértice

de interagdo pontual (A — o)

Note que o kernel da equacdo integral ndo possui dependéncia na varidvel y”. As-
sim, a funcdo peso de Nakanishi ndo pode depender da variavel y”. Dessa forma, a
funcdo peso de Nakanishi deve ser escrita como g1()”,z) = cf(z), onde ¢ é uma cons-
tante. Substituindo essa forma funcional na Eq. 4.112 vemos que hd uma divergéncia
logaritmica em y”. Esse resultado mostra que o limite de vértice pontual para esse

modelo ndo é bem definido.

4.6 Transformacao de Stieltjes para o sistema fermidnico

Um método promissor para inverter uma equacao integral é a utilizacdo da trans-
formacao de Stieltjes (CARBONELL et al., 2017a). Dada a expressao

f : ), (4.115)

y+x)2

a transformacdo de Stieltjes estabelece que é possivel escrever o kernel em termos

de uma integral no plano complexo, tal que
_ Y
F(y) = =— f G(yw)dw, (4.116)
2n J,
onde podemos representar w como

w =% = do = ie%dg. (4.117)
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Dessa forma, teremos

F(y)=% I do €9G(ye'?). (4.118)

Tt

De forma andloga, podemos aplicar a transformacao na seguinte expressao

~ 1
fo = fo dy’L(y,y)8(y') = f ymg(y’)- (4.119)

Definindo y”" + b = y teremos

fly—0)= f (yg(fy))z, (4.120)

novamente, representando f(y) = f(y — b), obtemos

=, 80
fy) = f (y el (4.121)

Aplicando enfim a transformacao de Stieltjes

s(y) = % f e € f(ye'?), (4.122)

T

por fim

g(y) = % [ do ¢ f(ye'® —b). (4.123)

T

Utilizaremos, a partir dessa andlise, a aplicacdo da tranformacdo de Stieltjes na
equacdo de estado ligado completa (Eq. 4.76). Sabemos que a solugao do lado esquerdo

da equacgdo projetada na frente de luz é

00

80/, 2)dy’
[y +y+z22m? + (1 - 22)x?]>

Yir(y, z) = M (4.124)

Escrevendo

30/, 2) = X—/Iig(y’,Z), (4.125)
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logo

Yre(y, z) = fo [ $07.2) (4.126)

V' +y+z22m? + (1 - 2222
Aplicando a transformacao de Stieltjes
+7C

3(y,z) = % f d¢o ei¢’¢Lp(yei¢ —m*z* — (1 - 2°)x?), (4.127)

-7

portanto

g(y,z) = %]i—/f f dp ePPrp(ye® — m*z* — (1 — Z29)x?). (4.128)

A equacgdo completa é escrita na seguinte forma (equagao 4.76)

(o]

g(V’, Z)d)/’ _ f+1 Jr foo ,;l)/V(J/ z: y/ 2 U)g(V, Z/) (4129)
0 [7// + y + szz + (1 _ ZQ)KZ]Z i 0 7~y 7~y 7 7

onde

V(y,z7/,2) = Wiy, %y, 2)0(k) + W(y, 2 7, ~2)0(~kp). (4.130)

Podemos representar a equacdo completa da seguinte maneira

Lg=Vg=¢=1"Vyg, (4.131)
ou seja,
+1 00
s, = [ [ ayNe,zy,z0g007) @.132)
com
N@y,zy,7,0v) = % ‘[:1 do e V(ye'® —m?*z? — (1 - 2932, 2,9/, 2). (4.133)

Essa é a equagdo do estado ligado de férmions utilizando a transformagédo de Stielt-
jes. Basta somente substituir no kernel original y por ye* —m?z? — (1 — z?)k* para termos
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a expressdo de forma explicita. E necessario observar que a equagdo que descreve o

estado ligado de férmions nesse trabalho analisa o limite em que M — 0. Dessa forma

+7T

N(y,zy,7,v) = %f do e V(ye —m?,zy/,2)). (4.134)

=Tt

Essa equagdo, obtida a partir da transformacédo de Stieltjes serd comparado com o
kernel resultante do cdlculo do estado ligado de férmions utilizando a conjectura de
unicidade, sendo esse kernel, presente na equacgao (4.118), descrito como

V", zy,2)=WQ",zy,2)00() + W', —zy',—2')0(=k}), (4.135)

com

g 1
82 (1+z)(y +m2)

WW"”,zy',2") = (4.136)
Definindo valores para os parametros presentes no kernel resultante do célculo
utilizando unicidade e para o kernel obtido a partir da transformacdo de Stieltjes,

podemos verificar a eficdcia dessa transformacao.

Ao utilizarmos a transformacao de Stieltjes na equacdo do estado ligado de férmions,
a comparacdo sera feita ao substituirmos no kernel da equacgdo completa a conclusao
estabelecida na equacdo (4.134). Dessa forma, selecionando uma das condi¢des da
equacdo (4.98) (ki > 0), teremos

y +70 " g2 1
oV ; , _ 4137
N(V/ ;Y .2 ) 7 \[n d(]b e 8772 (7// + mz)[ye“? + y’(l + z)] (#.137)

Essa equagdo serd comparada o kernel da equagdo com unicidade para estado ligado

de férmions (4.112). Para o seguinte conjunto de valores

y=60 ) =40 z=06 2 =07 g=50 m=1

os kernels W e N possuem

W()y”,zy,2) = 0,454274  N(y,z,2,v) = 0,454274. (4.138)

Esse exemplo mostra que a utiliza¢do da transformacao de Stieltjes pode ser uma
alternativa a utilizacdo da conjectura da unicidade da funcdo peso de Nakanishi, que

foi sugerido por (CARBONELL et al., 2017a) no caso de estados ligados bosoénicos.



5 Conclusio

5.1 Conclusao

Nessa dissertacdo, estudamos o estado ligado de dois férmions interagindo pela
troca de um béson vetorial com e sem massa (modelo de Wick-Cutkosky), com energia
de ligacdo méxima e vértice de interagdo com fator de forma. Para isso, resolvemos
a equacgdo de Bethe-Salpeter (na aproximacgdo de escada) no espago de Minkowski
utilizando a representacdo integral de Nakanishi para a amplitude de Bethe-Salpeter.
Mostramos que no limite de maxima energia de ligagao, o sistema de equagdes integrais
que descreve o estado ligado fermidnico desacopla. Esse fato possibilita encontrar solu-
¢Oes finitas para a constante de acoplamento desse sistema. Discutimos a estabilidade
dessa solucdo em termos da base escolhida para o cdlculo numérico. Mostramos como
a constante de acoplamento varia com a massa da particula mediadora. Utilizando
a conjectura de Unicidade, apresentamos uma nova equacdo integral que descreve o
estado ligado de férmions.

Investigamos o limite desse sistema para o caso do vértice de interacdo tornar-se
pontual. Nesse caso, utilizando a conjectura de Unicidade da fung¢do peso de Naka-
nishi, mostramos analiticamente que a equacdo integral diverge. Mostramos que esse
resultado pode ser obtido analisando a solu¢gdo numérica, uma vez que a convergéncia
dos autovalores dependem dos pardmetros utilizados no método numérico. Ainda
nesse limite, mostramos que, para um conjunto de valores para os parametros de in-
tegracdo, o Kernel obtido pela conjectura de Unicidade é o mesmo obtido utilizando a
transformacao de Stieltjes. Isso sugere que essa transformacao pode ser muito ttil para

a solugdo da equacdo de BS no espaco de Minkowski.

Como continuagdo dessa dissertacdo, seria interessante calcular observaveis hadro-
nicos a partir da amplitude de Bethe-Salpeter. Uma aplicacdo natural é utilizar esse
modelo para descrever o pion. Assim, com esse modelo, poderemos calcular sua cons-
tante de decaimento, fator de forma e distribuicio de momento transverso dos seus

constituintes.
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