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Resumo

Esta dissertacao investiga o papel da helicidade cinética para o modelo de dinamo o?

através de simulagoes tridimensionais das equagoes de magnetohidrodinamica (MHD).
Isso foi feito a partir da variacao do parametro de helicidade cinética dentro do inter-
valo [0, 1] comparando as séries temporais de campo médio e de entropia, bem como os
espectros de energia. Observa-se que a helicidade cinética influi na organizagao do sis-
tema e no estabelecimento da acao do dinamo. Valores mais altos de helicidade levam
rapidamente ao dinamo e também a um aumento da intensidade do campo magnético.
Também verificou-se que o aumento da helicidade cinética leva a transferéncia inversa de
energia para numeros de onda menores indicando que a helicidade cinética tem um papel

determinante no estabelecimento e evolucao do dinamo MHD.



Abstract

This dissertation is devoted to investigate the role of kinetic helicity in the o? dynamo
model through 3D simulations of the magnetohydrodynamics (MHD) equations. We have
varied the kinetic helicity parameter within the interval [0,1] and compared the time
series and energy spectra thereby obtained. The results show that the kinetic helicity has
a considerable influence on the system organization and the establishment of the dynamo.
Higher helicity values lead to more intense magnetic fields. We also observed that an
increase of helicity leads to an inverse energy transfer to lower wavenumbers indicating
that the kinetic helicity has a key role in both establishment and evolution of the dynamo
in MHD models.
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1 Introducao

Estrelas, planetas e galaxias mostram a evidéncia de campos magnéticos de grande es-
cala. Em galdxias, campos magnéticos sao importantes, por permitirem que as particulas
sejam aceleradas e aprisionadas, influenciando a dinamica da formagao estelar. Na cosmo-
logia os campos magnéticos sao importantes porque, se os campos magnéticos galacticos
nao originaram-se na era moderna estes poderiam ser resquicios do universo primitivo,

trazendo informagoes acerca do periodo do universo primordial (FIELD et al., 1999).

Durante a fase de expansao do universo os campos magnéticos afetaram uma série de
processos relevantes que ocorreram no universo primordial, impactando sua prépria geo-
metria. Ainda hoje desconhece-se sobre a origem dos campos magnéticos observados em
galdxias e aglomerados de galaxias. Alguns mecanismos baseados na teoria Magnetohidro-
dindmica (MHD) tém sido propostos para explicar a amplificacdo de campos magnéticos
fracos (campos sementes). Esses mecanismos ficaram conhecidos como dinamo galéctico e
baseiam-se na conversao de energia cinética em energia magnética. Entretanto, mesmo se
tais argumentos e teorias forem eficazes para explicar a amplificacao dos campos sementes
a origem de tais campos sementes ainda tem de ser identificada (GRASSO; RUBINSTEIN,
2001).

O Sol exibe uma impressionante variedade de fendmenos que estao amplamente rela-
cionados com o campo magnético. A teoria do dinamo solar explica a evolugao do campo
magnético observado no Sol e como ele muda durante o curso de um ciclo solar. A observa-
cao do campo magnético do Sol advém de observacoes da fotosferal e regices acima dela.
O principal diagnéstico do campo magnético de grande escala é através da observagao
de manchas solares (OSSENDRIJVER, 2003). Manchas solares sdo regioes escuras locali-
zadas na superficie do Sol com menor temperatura do que a média local. Apresentam
intensa concentracao de campo magnético, irradiando menos energia, o que ocorre devido
ao campo magnético local inibir o fluxo de calor convectivo do interior do Sol. Compre-
ender o comportamento das manchas solares é importante para o estudo do dinamo solar,

visando um melhor entendimento da atividade magnética solar (HOYT et al., 1997).

O ciclo solar ou ciclo solar de Schwabe, descreve oscilagoes da atividade magnética

lCamada visivel da atmosfera solar.
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solar com variagoes de ciclos de onze anos (BRANDENBURG, 2008). As caracteristicas do
ciclo solar sao as mudancas com o decorrer do tempo no niimero de manchas solares vistas
na superficie do Sol e caracterizam-se, por periodos de atividades minima e maxima. No
periodo de atividade minima o campo magnético é majoritariamente dipolar, enquanto
que no periodo de méximo, o campo é principalmente toroidal (ERASO, 2009). Porém,
devido ao arranjo de polaridade inverter em cada ciclo sucessivo, tem-se um ciclo solar com
um periodo total de 22 anos. A cada 11 anos, o campo toroidal tem a polaridade invertida
e a cada 22 anos, ele recupera a polaridade original. Este fenomeno pode ser representado
através do diagrama de borboleta do ciclo solar (Figura 1.1) (CHARBONNEAU, 2010).

DAILY SUNSPOT AREA AVERAGED OVER INDIVIDUAL SOLAR ROTATIONS

90N SUNSPOT AREA IN EQUAL AREA LATITUDE STRIPS (% OF STRIP AREA) > 0.0% B> 01% 0> 1.0%
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0.2 1] ‘

0.1 Al ‘ ; ‘
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FIGURA 1.1 — Diagrama do ciclo solar. Na parte superior, observa-se o diagrama com
variagoes periédicas das manchas solares. As estruturas em forma de asas de borboleta (da
esquerda para a direita) mostram a migragao de manchas solares em dire¢ao ao equador.
A parte inferior mostra um histograma com o nimero diario de manchas solares em funcao
do tempo.

(https://solarscience.msfc.nasa.gov/images/bfly.gif.)

Os fenomenos descritos a respeito do campo magnético do Sol indicam que no inte-
rior deve operar algum processo fisico induzindo um campo magnético de grande escala.
Costuma-se descrever esse processo por meio da transformagao da energia cinética asso-
ciada aos movimentos convectivos e a rotagao diferencial do fluido em energia magnética.

Tal processo é conhecido como dinamo (ERASO, 2009).

Para a produgao de dinamos, um dos ingredientes essenciais ¢ a helicidade cinética dos

movimentos turbulentos do fluido, o que matematicamente é expresso através do produto
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escalar da velocidade com a vorticidade

H, = (v-w), (1.1)

onde v ¢é a velocidade do fluido, w = V x v é a vorticidade e os colchetes denotam a
média do volume. A helicidade cinética conduz o dinamo, levando a geracao de campos
magnéticos helicoidais, fornecendo uma informacgao quantitativa a respeito da torgao das
linhas de campo magnético. A presenca de vorticidade é uma condigao necessaria para
se ter helicidade cinética, gerando dessa forma o efeito a, um efeito importante para a
compreensao de campos magnéticos de grande escala (GRAHAM et al., 2012). O efeito « é
o fator-chave responsavel pela contribuicao de flutuagoes de pequena escala para dinamos

de grande escala (FRICK et al., 2006), e serd descrito posteriormente nestre trabalho.

Outra quantidade fisica importante para a compreensao de dinamos é a helicidade
magnética, uma medida de torcao e ligagao de linhas de campo magnético que é uma
ferramenta unificadora para o entendimento da evolucao de campos de grande escala.
Para compreender sua importancia tém-se duas de suas propriedades béasicas: (I) a he-
licidade magnética é uma quantidade conservativa; (II) a energia magnética associada a
uma quantidade fixa de helicidade magnética é minimizada quando o sistema relaxa esta

estrutura helicoidal para a maior escala disponivel. (BLACKMAN, 2014),

Para uma melhor compreensao a respeito do dinamo, alguns mecanismos para a gera-

¢ao de campos magnéticos sao descritos na proxima segao.

1.1 Mecanismos para a Geracao de Campos Magné-

ticos

Biermann (1950) prop6s um mecanismo para explicar a origem de correntes a partir
de condicao inicial nula, de modo que um processo auto-sustentavel do dinamo da-se
através do movimento de um fluido altamente condutor através de um campo magnético
fraco (campo semente), gerando corrente elétrica. Sendo um processo auto-sustentado, a
energia elétrica produz um campo magnético que interage com o fluido em movimento,
criando um campo magnético secundario. Este processo de dinamo auto-sustentavel ficou
conhecido como bateria de Biermann, sendo uma tentativa de elucidar a origem de campos

magnéticos sementes (DUARTE, 2012).

Parker (1955) descreveu o processo de conversao da energia cinética em energia mag-
nética como resultado de um processo chamado de dinamo hidromagnético. Ele foi um
dos primeiros a compreender o mecanismo de dinamo denominado de efeito o — €2 (alfa-

omega), tendo proposto que o movimento do fluido no interior do Sol poderia atuar como
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um processo de dinamo se este movimento consistir de rotagao diferencial (efeito ) com
a combinagdo de movimentos helicoidais turbulentos, (efeito ). O efeito 2 transforma
um campo magnético poloidal em um campo toroidal, enquanto o efeito « leva a formagao
de pequenos loops de campo magnético toroidal, criando a partir deles uma componente
poloidal (PARKER, 1955).

Babcock (1961) - Leighton (1969) desenvolveram um modelo no qual considera-se a
variacao da configuracao do campo magnético do Sol e testou a validade de seu modelo
em uma série de fenomenos solares, segundo o qual o campo dipolar pode ser o resultado
do decaimento dos pares de manchas solares (BABCOCK, 1961; ERASO, 2009).

O processo para explicar o modelo de Babcock-Leighton (B-L) pode ser separado em
duas componentes: o campo magnético toroidal (azimutal), associado com as manchas
solares e o campo poloidal (meridional), representado pelo campo polar (SANCHEZ et al.,
2014). O campo poloidal é envolto por uma rotagao diferencial, produzindo um campo
toroidal (HUGHES et al., 2007). Os elementos chave para explicar o modelo envolvem
adveccao através da circulacao meridional de campos magnéticos poloidais da superficie
para baixo na zona de conveccao, onde ambos sao cortados pela rotacao diferencial. O
campo toroidal criado sobe devido ao empuxo magnético, produzindo manchas solares
na superficie (NARAIN et al., 2006). A Figura 1.2 exemplifica trés processos responsaveis
pelo ciclo solar (efeito €2, efeito a,, mecanismo de B-L). (a) Representa o campo poloidal
inicial; (b) e (c) mostram a geracao do campo toroidal devido a rotagao diferencial, conhe-
cido como efeito 2; (d) e (e) representam movimentos turbulentos em campos toroidais,
criando campos poloidais secundérios, (efeito «); (f) um novo campo poloidal é gerado
de grande escala; (g) completa a primeira metade do ciclo magnético, gerando um novo
campo poloidal, com polaridade oposta & inicial; (h) mostra o inicio do mecanismo de
B-L, onde os tubos de fluxo toroidal flutuam para a superficie, formando manchas solares;
(i) representa os campos das regioes bipolares reconectando-se entre si; (j) mostra o fluxo
poloidal onde sofre advecgao devido a circulacao meridional nos pélos, um campo poloidal
final é gerado (g) (SANCHEZ et al., 2014).
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FIGURA 1.2 — Tustragao dos processos de conversao do campo poloidal e toroidal. (a)
Campo poloidal inicial; (b) e (c) efeito Q: geragao do campo toroidal devido & rotacao
diferencial; (d) e (e) efeito : movimentos turbulentos em campos toroidais criam campos
poloidais; (f) um novo campo poloidal é gerado; (g) a primeira metade do ciclo magnético
é completa gerando um novo campo poloidal; (h) inicio do mecanismo de B-L; (i) campos
das regioes bipolares; (j) um campo poloidal final é gerado (g) (SANCHEZ et al., 2014).

1.2 Dinamo o — {2

Por sua composi¢ao gasosa, o Sol gira como um corpo nao-rigido, ou seja, sua velo-
cidade angular varia de acordo com a latitude, sendo que no equador sua velocidade de
rotacao é maxima e nos polos é minima (GAURAT et al., 2015). Nos anos 50, sabia-se que,
devido a rotagao diferencial e a condigao de congelamento do plasma, um campo poloidal
inicial poderia dar origem as linhas de campos toroidais (efeito €2). O que era pouco
compreendido, no entanto, era o processo inverso, ou seja, a regeneracao de linhas de
campos poloidais a partir das linhas toroidais (efeito «). No caso do efeito 2, a condigao
de congelamento do plasma faz com que a rotacao diferencial do Sol estique as linhas de
campo magnético poloidais ao longo do equador solar, e desta forma, contribuindo para
a formacao de linhas de campo toroidal. Por sua vez, movimentos turbulentos helicoidais
torcem o campo toroidal, gerando um novo componente do campo poloidal (efeito «)
(Figuras 1.3, 1.4) (CHAGAS, 2010).

Pode-se resumir em dois elementos basicos para a formacao dos efeitos o e Q:

(i) Efeito © - Através da rotacdo diferencial de um campo poloidal inicial tem-se o

efeito (2, originando o campo toroidal.

(ii) Efeito a - Através do movimento helicoidal turbulento do campo toroidal a compo-

nente do campo poloidal é regenerada, originando o efeito a.
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FIGURA 1.3 — ITlustragao do efeito a. As linhas de campo toroidal sao torcidas devido ao
movimento convectivo turbulento helicoidal. O campo toroidal converte-se em um campo
poloidal, com as setas indicando os movimentos do fluido. As linhas de campo elevadas e
torcidas representam as linhas de campo magnético (PRIEST, 2014).

=)(®

FIGURA 1.4 - Representa(;éo do modelo de dinamo de Parker. (a) As linhas de campo
magnético sao esticadas através da rotacao diferencial, o campo toroidal é gerado, tem-se
o efeito 2. (b) Devido ao movimento turbulento as linhas de campo toroidal s@o torcidas.
(c) Através do movimento turbulento varios loops magnéticos sdo produzidos (efeito ),
gerando campo magnético de grande escala (PRIEST, 2014).

Em geral, os dinamos a — €2 possuem oscilagoes com padroes de campo magnético
propagando-se ao longo de linhas com 2 constante . Refere-se ao padrao de propagacao
de um dinamo « — 2 como uma onda de dinamo(PARKER, 1955; YOSHIMURA, 1975).

Joseph Larmor considerava que corpos astrofisicos possuem campos magnéticos causa-
dos por um processo de dinamo auto-excitado (LARMOR, 1919). Vale notar que o teorema
anti-dinamo de Cowling afirma que um campo magnético axissimétrico constante nao pode
ser mantido através da acdo do dinamo, excluindo geometrias simples para campos mag-

néticos gerados pelo processo de dinamo (COWLING, 1934).
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1.3 Dinamo o?

Vérios autores modelam o campo magnético de grande escala de corpos astrofisicos
utilizando a teoria av— (MOFFATT, 1978; BRANDENBURG; SUBRAMANIAN, 2005; PRIEST,
2014). Esta teoria tem sido bem sucedida em reproduzir o comportamento ciclico da
atividade solar. Nao obstante, os dinamos sem rotacao diferencial (cisalhamento) também
podem gerar campos de grande escala, gerando assim o efeito a* (BLACKMAN et al., 2002).
O efeito a? é capaz de regenerar ambos os componentes de linhas de campos poloidais e
toroidais (Figura 1.5) (BRANDENBURG; SUBRAMANIAN, 2005; PRIEST, 2014).

Q) effect

o effect

o effect

FIGURA 1.5 — Mecanismo de regeneracao dos campos poloidais e toroidais. No lado
esquerdo da figura tem-se o dinamo conhecido como a — € e no lado direito o dinamo o?
(BRANDENBURG; SUBRAMANIAN, 2005).

Os avancos na teoria do dinamo sao relativamente recentes devido a natureza do
assunto ser dificil, porém houve um progresso neste campo de pesquisa devido aos avangos
das simulagoes numéricas durante os ultimos anos. Um tratamento detalhado a respeito
de dinamos pode ser encontrado no artigo de BRANDENBURG; SUBRAMANIAN (2005),
onde os temas atuais de dinamos e seus desenvolvimentos histéricos foram tratados de

forma rigorosa e bastante clara.

1.4 Motivacao, objetivo e estrutura da Dissertacao

A teoria do dinamo foi desenvolvida a partir da abordagem do estudo do campo médio,
baseando-se na aproximacao de duas escalas, que sugere que o campo magnético consiste
em um campo de grande escala e nas flutuagoes de pequena escala. Como comentado
anteriormente, o efeito o pode levar a geracao de campo magnético de grande escala e
tem sido a principal quantidade de interesse para a geracao do campo médio na teoria do

dinamo.

A motivacao desta dissertacao de mestrado consiste em investigar a importancia da
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helicidade cinética para a producao de dinamos de grande escala, onde a mesma desem-
penha papel fundamental para a geracao de campos magnéticos e para a acao do dinamo

2. Ao longo

por sua relacao com o efeito a. Para isso usou-se um modelo de dinamo «
deste trabalho variou-se a helicidade cinética para mostrar a evolucao do campo mag-
nético em funcao deste importante parametro. O principal objetivo é entender a agao
do dinamo em grande escala tendo como parametro a helicidade cinética na auséncia de

rotacao diferencial.

Esta Dissertacao de Mestrado esta estruturada da seguinte forma: o capitulo 2 trata
sobre o modelo de dinamo de campo médio, assim como o modelo numérico. O capitulo
3 apresenta os resultados obtidos incluindo uma discussao a respeito dos mesmos. O dia-
grama de bifurcacao variando a helicidade cinética é apresentado. O capitulo 4 apresenta

a conclusao.



2 Modelo de Dinamo de Campo
Meédio

2.1 Teoria do Dinamo

A principal ideia da teoria do dinamo é que um campo magnético pode ser amplificado
através de um processo de auto-sustentagao. Campos magnéticos existem através do
processo de magnetizacao permanente ou através de correntes elétricas em movimento. No
primeiro caso, tem-se um campo magnético estacionario, porém a estacionaridade é uma
caracteristica raramente observada em corpos astrofisicos. Portanto isso leva a acreditar
que os movimentos de particulas carregadas sao os principais responsaveis por campos
de corpos astrofisicos, abrindo, dessa maneira, a porta para o problema da geracao e
sustentagao dessas correntes e dos campos magnéticos induzidos por elas (BRANDENBURG;
SUBRAMANIAN, 2005).

Ernst Werner Von Siemens (1816-1892) em 1866 propos a ideia de que uma matéria
condutora pode transportar correntes elétricas quando colocada em movimento, amplifi-
cando, dessa forma, os campos pré-existentes. Esse mecanismo proposto é a origem da
chamada teoria do dinamo: a definicao de dinamo consiste, entao, em um processo que
converte energia cinética em energia magnética. Para descrever esse processo de conver-
sao de energia faz-se uso da chamada equacao de inducao demonstrada na proxima segao
(DEL SORDO, 2011).

O restante do capitulo é dedicado a descrever a formulacao matematica para processos
de dinamo no regime magnetohidrodinamico, e as ferramentas computacionais basicas
que sao necessarias para uma compreensao adequada dos campos magnéticos em corpos

astrofisicos.
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2.2 Equagoes da Magnetohidrodinamica (MHD)

Estrelas, planetas e galaxias, entre outros corpos astrofisicos, apresentam gas parcial-
mente ou totalmente ionizado (conhecido como plasma) e transportam correntes elétricas,
gerando campos magnéticos. O emprego das equagoes de Maxwell da teoria eletromag-
nética com as equagoes da dinamica de fluidos (hidrodinamica) descreve os fenémenos de
plasma de um ponto de vista conhecido como teoria Magnetohidrodinamica (MHD). A
abordagem do estudo da MHD teve inicio com Hannes Alfvén, que utilizou o termo pela
primeira vez em 1942. A teoria MHD é o modelo matematico que estuda as interacoes de
baixas frequéncias entre fluidos eletricamente condutores em um campo magnético. Nos
gases ionizados densos, a frequéncia de colisao ¢é suficientemente elevada para que exista
uma ampla faixa de frequéncias, de modo que seja valida a lei de Ohm na sua forma
simples. Geram-se campos elétricos em virtude de movimentos do fluido que provocam
um fluxo de corrente. O movimento mecanico do sistema pode, entao, ser descrito em
termos de um unico fluido condutor com as variaveis hidrodinamicas usuais - densidade,
temperatura e velocidade (JACKSON, 1962).

A teoria MHD descreve o movimento de um fluido eletricamente condutor que esta
imerso em um campo magnético. Assim, a evolucao de um fluido MHD é descrita por um

conjunto de equagoes composto por:

(a) Equacao de estado (Termodinamica);
(b) Equacao dos campos eletromagnéticos (Eletrodinamica);

(¢) Equagao de Navier-Stokes (Hidrodinamica).

Reunindo as equagoes fundamentais de Maxwell, expressas pelas leis de Ampére-
Maxwell, lei de Faraday, lei de Ohm generalizada, lei de Gauss elétrica e lei de Gauss
magnética (auséncia de monopolos magnéticos), tém-se o conjunto de equagoes em sua

forma diferencial. Em unidades SI, as equagoes de Maxwell apresentam a seguinte forma:

V x B = o, (
0B
VXE__§7 (
J=0(E+vxB), (
V'E:p/gm (
(

V-B =0,
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onde B é o campo magnético, E o campo elétrico, J a densidade de corrente elétrica,
to € a permeabilidade magnética no vacuo, €y a constante dielétrica, p a densidade de
carga, (v x B) ¢é a corrente induzida. O termo de corrente de deslocamento na lei de
Ampere-Maxwell Eq. (2.1) pode ser desprezada se a velocidade do plasma é muito menor
que a velocidade da luz (V < ¢).

2.2.1 Equacao de Inducao

Substituindo a Eq. (2.3) em (2.1) e aplicando o rotacional (Vx), obtém-se

VxVxB=po(VxE+VxwvxB), (2.6)

onde o primeiro termo do lado direito é dado pela Eq. (2.2). Aplicando a seguinte
identidade vetorial na Eq. (2.6)

V x (Vxa)=VV-a-— Va,

obtém-se

0B
V(V-B)—VQB:MOU(——nLVX'vXB). (2.7)
~—— ot
0
Reescrevendo a Eq. (2.7) tem-se
B
%—t—VX’UXB—nV2B:O, (2.8)

onde n = uTla é a difusidade magnética. Chegou-se a expressao Eq. (2.9) conhecida como
equacao de inducao. Ea equagao fundamental que governa a geracao e comportamento

dos campos magnéticos

0B

o = VX (vx B) +7V*B. (2.9)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (2.9) estd ligado ao movimento convectivo do

fluido, sendo que o segundo termo, representa o termo difusivo da equagao.

A partir da Eq. (2.9) pode-se analisar dimensionalmente para uma melhor compre-

ensao do significado fisico. Considerando t e [ como unidades de tempo e comprimento,

aRERE!

tém-se:
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Como visto anteriormente obteve-se os termos de conveccao e difusao na equacao
de indugao 2.9, a razao entre os termos % e # ¢ conhecida como nimero de Reynolds

magnético:

R, = —. 2.11
p (2.11)

Considerando o caso em que R,, < 1, o segundo termo a direita na equagao de indugao
Eq. (2.9), domina sobre o primeiro, logo a evolugao do campo magnético é governada pela

equacao de difusao,

%—]? =nV’B. (2.12)

Agora considerou-se o caso em que R, > 1, a evolugao do campo magnético é go-
vernada pelo primeiro termo da Eq. (2.9), V x (v x B), que é conhecido como termo
indutivo. Reescrevendo este termo, pode-se ter uma visao mais clara do mesmo, conside-
rando V - B = 0, tem-se:

Vx(vxB)=—-v-VB+B-Vv-BV.v. (2.13)

Analisando os termos da Eq. (2.13), tem-se que o primeiro termo tem efeito advectivo,
o segundo termo estica ou alonga as linhas de campo magnético, podendo até mesmo
amplifica-lo exponencialmente a uma taxa que depende do gradiente local do campo de

velocidades, o terceiro termo tem efeito compressivo (ERASO, 2009).

2.2.2 Equacao de Momento

A segunda lei de Newton para um elemento de fluido pode ser expressa

dv
P at

onde p é a densidade de massa (massa por unidade de volume), dv é a taxa de variagdo

—F, (2.14)

da velocidade do fluido e F é a forca que atua sobre o elemento de fluido 6V.

Considerando um volume fechado e as forcas que atuam sobre um elemento de fluido
0V com densidade de massa p 0V obteve-se a equagao de momento em MHD de forma
simplificada (heuristica). Considere uma particula de carga ¢; movendo-se com velocidade

v; através de um campo eletromagnético E, B sujeita a forca de Lorentz

B
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a forca que age sobre o fluido é a soma das forcas que atuam sobre particulas individuais
g E +0J x B/c, onde dq é a carga total e §J a corrente elétrica. Devido a quase-
neutralidade das cargas, onde a densidade de cargas positivas e negativas sao praticamente

iguais, apenas a parte magnética da for¢a de Lorentz Eq. (2.15) contribui,

1
§V-jx B, (2.16)
c
com 6J = j 0V, onde j é a densidade de corrente.

Condidere-se o movimento que resulta quando uma distribuicao nao uniforme de pres-
sao acelera um elemento de fluido de densidade p. A forga liquida que atua sobre um

volume ¢é dada pela integral de pressao sobre uma superficie dS que delimita o volume

F:_fp@. (2.17)

O sinal negativo da Eq. (2.17) indica que a for¢a atua na dire¢do oposta a normal
orientada para fora do elemento de superficie dS. A integral de superficie da pressao sobre
dS pode ser transformada em uma integral de volume do gradiente de pressao dentro de
dV através da relagao vetorial (teorema da divergéncia) (BISKAMP, 2003)

—j{p dS:—/Vp 0V = -0V Vp, (2.18)

onde Vp é o gradiente de pressao.

A forga gravitacional pode ser expressa como

F = pg, (2.19)

onde g é a acelarecao gravitacional e pode ser escrita em termos do potencial gravitacional

g

F=-Vg,. (2.20)

A forga viscosa é semelhante a forca de pressdo Eq. (2.18), onde a viscosidade atua

sobre a superficie do elemento de volume,

?{J” -dS =0V V.o" (2.21)
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onde o) = {JZ-(;‘ )} ¢ o tensor viscoso de stress,

2
Uz'(;L) = U {(aivj + 8jUi) — géwv -V, (2.22)

a viscosidade p é assumida como constante. Utiliza-se a viscosidade cinematica v = %. O

primeiro termo do lado direito da Eq (2.22) é chamado de tensor de tensao ou tensor de

deformagao

Wi; = &»vj + @%- (223)

Ao somar essas contribuicoes da forga, obtém-se a equacao de momento, ou equacao

de movimento,

1 1
p—zp(&ﬁ—v'V)v:—Vp—l—EjxB+pg+u(V2v+§VV~V). (2.24)

A equagdo de momento (2.24) representa a segunda lei de Newton. O lado esquerdo
da Eq. (2.24) é a acelaragdo de um volume unitario do plasma multiplicado pela sua
massa, os termos no lado direito representam a forga que atua nesse volume devido ao
gradiente de pressao (termo —Vp), a forca de Lorentz, forca da gravidade e a viscosidade
(BISKAMP, 2003).

2.2.3 Equacao de Continuidade

A conservacao de massa leva a equacao de continuidade para a densidade de massa.
Para expressar tal equacao, considere-se um volume fechado V' limitado através de uma
superficie fixa S contendo um fluido com densidade de massa p, onde a massa total contida

é

M= / pdV. (2.25)

A derivada de M em relacao a t é dada por

dM ap
- /V o av. (2.26)

A massa que flui através de um elemento de superficie dS = ndS é pV - dS, onde n

representa o vetor unitario apontando para fora do elemento. A integral de pV -dS é igual
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a —dM/dt:

/ ?dv - —j{pV dS. (2.27)
v ot S

A Eq. (2.27) representa que a variagao de massa dentro de V' é igual & massa que

entra ou sai da superficie.

Aplicando o teorema de Gauss ou teorema da divergéncia, tem-se que:

?{pV -ndS = / V- (pV)dV, (2.28)
s v
de modo que
dp
— 4+ V- (pV)|dV =0. (2.29)
v Ot

A Eq. (2.29) deve ser valida para todos os volumes possiveis. Portanto, se o integrando

for nulo, obtém-se

dp

— =-=V-(pV). 2.30
5 (pV) (2.30)
A Eq. (2.30) é chamada de equacao de continuidade. Ela expressa a conservacao de

massa no referencial Euleriano (BISKAMP, 2003).

2.3 Teoria de Campo Médio

As dedugoes mostradas nesta secao foram extraidas (MOFFATT, 1978; KRAUSE; RA-
DLER, 1980; DAL PINO, 2000). Durante a descrigao desta segao, admite-se que o movi-
mento alatoério seja caracterizado por uma escala de comprimento [, o qual é pequeno se

comparado com a escala global L de variagdo das quantidades médias (Figura 2.1).

Uma compreensao apropriada para o processo de dinamo pode ser obtida com a teoria
de campo médio (MOFFATT, 1978; KRAUSE; RADLER, 1980). A ideia fundamental sobre
a qual se baseia essa teoria é a abordagem das duas escalas, que consiste em uma de-
composicao das variaveis de campo em partes médias e flutuantes. Feita a decomposicao,

substitui-se os campos na equacao de indugao (2.9).

Definimos o operador de média como:

v=<v>+1v e B=<B>+B. (2.31)
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FIGURA 2.1 - Ilustragao do movimento aleatério do campo de velocidade v(z, t), variando
na pequena escala de comprimento [ e o campo magnético médio variando na escala global
L. A média é definida sobre a esfera S,, de raio a onde | < a < L (MOFFATT, 1978).

A decomposicao de (2.31) faz sentindo desde que < v/ >=< B’ >=0. A (2.31) pode
ser interpretada fisicamente da seguinte maneira. A velocidade e os campos magnéticos
caracterizam-se por uma componente que varia lentamente, < v > e < B > variam na
caracteristica de campos de grande escala L, além das partes que flutuam rapidamente,
< v >e < B >, que variam na escala muito menor. As médias do volume sao calculadas

em uma escala intermediaria a tal que

l<a< L, (2.32)

onde define-se o operador média de uma determinada quantidade localizada dentro de
uma esfera de raio intermedidrio a. Sendo assim, o operador média de ¢ (x,t) é definido

COIMo:

3
—
e’ Jigi<a

< p(x,t) > Y(x+ & t)dE. (2.33)

Nota-se que o tempo t permanece constante na média espacial. Pode-se igualmente
usar escalas de tempo em vez das escalas espaciais para definir escalas intermediaria 7.
Se T' é a escala de tempo de variacao de campos globais, ou seja, descreve como o sistema
evolui como um todo (por exemplo, o ciclo de 11 anos do campo magnético solar), entao
T tem que ser muito menor que a escala de tempo 7', e muito maior do que o tempo que

o fluido leva para atravessar uma tnica célula convectiva. Se v/ é a velocidade convectiva,
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entao a escala de tempo é dada por [/v'. Logo,

l

5 LTXKT, (234)

define-se a média no tempo como

((=, 1)), = % / Yz, t +t')dt, (2.35)

onde t tem sentindo somente em uma escala de tempo T' global. Assumindo entao que

< ip(mt) >o=<P(,t) >, (2.36)

obtém-se o valor de cada funcao 1, calculando a média sobre um conjunto de sistemas
(hipdtese ergddica), em um processo ergodico, supde-se que as médias no tempo sao iguais
as médias no espago. O operador média serd denotada por <> ou por uma barra (),

ambos possuem o mesmo significado.

Desvios da média sao flutuacgoes periédicas e podem ser denotadas por “linhas”:

¢/<w> t) - ¢($7 t) - @E(wﬂ t)a (237)

de forma que

<y >=0, (2.38)
ou seja, as médias das flutuacoes sao nulas.

Usando a Eq. (2.37), escreve-se e Equagao de indugao (2.9) como:

<%(]‘3 + B’)> =(Vx [(v+ V) x (B+ B)] +nV*(B+ B)). (2.39)

Como as médias das flutuagoes sao nulas devido a (2.38), supondo que (df/dt) =
d(f)/dt = d(0)/dt = 0, ou seja, a média da derivada ¢ igual a derivada da média, e a Eq.
(2.39) fica

oB

e V x (v x B+ <4 x B >)+nV’B. (2.40)

Observa-se que na Eq. 2.40 aparece um termo associado a um produto de flutuagoes
(< v x B >). Este termo é conhecido como forga eletromotriz média (FEM). A FEM

é importante, pois é a contribuicao dos movimentos em pequena escala em relagao as
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grandes escalas, e é representado como

E=<4 xB >. (2.41)

Calcula-se a forca eletromotriz por meio de um modelo estatistico de conveccao. Pri-
meiro, obtém-se uma equacao de evolugao para B’. Demonstra-se isso subtraindo (2.40)

de (2.39). Através dessa substituigdo obtém-se

0B _
E:Vx[\7><B'+v'><B}—|—7]V2B’+V><[v’xB’—<v’><B’>]. (2.42)
Considera-se uma aproximacao em que o campo de flutuagao magnético é muito menor

que a média, ou seja, B’ < B, entdo os dois tltimos termos da Eq. (2.42) sao despreziveis

em relacio a v x B. Escreve-se a Eq. (2.42) na seguinte forma

0

e — V2 -V x (vx)| B =V x (v x B). (2.43)

De forma que se tiver v e B, podemos obter B’ para qualquer campo de velocidade
flutuante v'.

O termo do lado direito da Eq. (2.43) atua como um termo fonte gerando o campo
flutuante B’. Se suposermos que o campo flutuante é estaciondrio, entao a linearidade
da Eq. (2.43) garante que os campos B’ e B estejam linearmente relacionados. A FEM
< v x B > e B sdo relacionados linearmente. Usa-se o fato de que se g(zx) depende
linearmente do valor local de f(x), onde g(x) é um campo arbitrério e f(x) representa

qualquer coordenada espacial, a forma mais geral da dependéncia é:

g=oaf + Bokf + 1ok f + ..., (2.44)

onde g =< v x B' > e f = B sio vetores, logo o é um tensor de segunda ordem, /5 um
de terceira ordem e v de quarta ordem. Fazendo f = B e expressando adequadamente as

ordens dos tensores, a Eq. (2.44) passa a ser escrita como
OB; 9B,
<t x B >=0a;B;+ 5% —l— Vigkl g~ O + .
x

ou

<V xB >,= aiij + BwkakBJ + %jklakalfij + ... (245)
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Se v/ for isotrépico, a e 3 devem ser:

Q5 = Oétsij. (246)

Bijk = —Beijks (2.47)

onde ¢;;;, é o simbolo de permutacao (tensor de Levi-Civita):

0 se i=j,75=kouk=1
gk =19 +1 se (i,7,k) €{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
-1 se (i,7,k) € {(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)}

e 0;; ¢ o tensor delta de Kronecker, Substituindo os tensores (2.46) e (2.47) em (2.45),

tem-se que

<V xB >=aB-VxB+.. (2.48)

O termo aB da Eq. (2.48) descreve o efeito a, onde o é um pseudo-escalar o — —a
para  — —x, e § é um escalar. Outros efeitos, tais como, o efeito v que é um termo
advectivo conhecido como bombeamento magnético e [ que é o tensor de difusidade

magnética (ERASO, 2009), nao foram considerados neste trabalho.

2.3.1 Modelo de Campo Médio para o Dinamo «?

Na secao 1.3 estudou-se como o efeito o é capaz de regenerar tanto o campo poloidal
e o campo toroidal. Pode-se encontrar solugoes para a equacao de inducao para o modelo
de dfnamo o? a partir de sistemas onde a rotagao diferencial (cisalhamento) ndo atua em
grande escala. O mecanismo de funcionamento deste tipo de dinamo ¢ devido movimentos

turbulentos. Esse modelo é chamado de dinamo «?.

Para obter o modelo matemdtico de dinamo o? combina-se a Eq. (2.48) com a
Eq.(2.40), tem-se

B _ _ _ _
af)_t = Vx (vxB)+9V?B+V x (aB -3V x B), (2.49)
9B = Vx (vxB)+VxaB+7nV’B-3|VV-B-V’B (2.50)
ot — ' ‘
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A equacao do campo médio agora assume a seguinte forma

B _ _ _
%—t:Vx(@xB)+anB+(n+5)V2B. (2.51)

Como 7 < [ costuma-se deixar apenas o coeficiente de difusao turbulenta 5 (BISKAMP,
2005).

Escrevendo a Eq. (2.51) em coordenadas cilindricas (r, ¢ e z), tem-se a seguinte forma

0A 1 _ 1

E + ;Vp -VrA = aB¢ + N <V2 - ﬁ) A, (2'52)
0B 1 _ _ 1\ -
a_; +7v,  V-By =7B, VO + & (V x aB,) +n, (V2 — ﬁ> By, (2.53)

com

B =B, +¢é&;B,, B,=V x 4¢,, v=v, +rQé,.

Se o efeito « for nulo, tem-se apenas adveccao e difusao na Eq. (2.52) e portanto, o
campo magnético poloidal tende a zero. A Eq. (2.53) possui apenas os termos de advecgao
e difusao e, portanto, o campo magnético toroidal também tende a zero. Assim para a
produgao de dinamo o efeito o deve ser nao-nulo. Na Eq. (2.53), o termo er -VQéo
efeito €2, o qual utiliza o campo magnético poloidal ]_3p para alimentar o campo magnético
toroidal By, ou seja, a rotagio diferencial atua esticando o campo magnético poloidal
criando o campo magnético toroidal (Figura 2.2). O termo V x aB,, ~ aJ é o efeito «, o
qual corresponde a um movimento de torcao das linhas de campo toroidal. Pode-se notar
que o efeito a é crucial para a geracao de campo magnético médio, sendo responsavel
por regenerar ambos os componentes de campo poloidal e toroidal, gerando dessa forma
o efeito a? (BISKAMP, 2005).
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v

4..:(>>

FIGURA 2.2 — Geragao do campo magnético toroidal através da rotacao diferencial (BIS-
KAMP, 2005).

2.4 Modelo Numérico

Diversos processos em plasmas astrofisicos tém sido investigados através da teoria
MHD (RUDIGER; HOLLERBACH, 2004; GOEDBLOED; POEDTS, 2004). Um dos t6picos de
interesse ¢é o estudo da geracao e evolugao de campos magnéticos nesses plasmas, contudo
as equacoes de MHD sao nao-lineares e suas solucoes sao obtidas através de solugoes

numéricas.

A aplicacao da teoria MHD em diversas areas da astrofisica tem fornecido excelentes
resultados e ajudado a elucidar sobre importantes fenomenos. Pode-se por exemplo, re-
alizar experimentos numéricos onde se testa teorias vigentes sobre processos astrofisicos.
Também pode-se usar as simulacoes MHD para interpretar dados observacionais. A esco-
lha do método numérico utilizado na obtencao das equagoes MHD depende da natureza
do fenomeno fisico a ser estudado. Por exemplo, no caso de um fluido turbulento é neces-
sario que o método escolhido seja de alta precisao e baixa difusao numérica. Um esquema
numérico que nao atende esses quesitos produz resultados que podem nao ser confidveis
para reproduzir as caracteristicas de interesse da turbuléncia. Nesta secao apresenta-se

os principais aspectos da metodologia numérica utilizada nesta dissertagao.

2.4.1 O Cddigo PENCIL

Desenvolvido especialmente para o estudo de turbuléncia em plasmas astrofisicos, o
PENCIL é um cédigo que resolve as equagoes MHD por meio de métodos de diferencas
finitas de alta ordem para derivadas espaciais. Para obter a maxima precisao as derivadas
espaciais sao aproximadas por um polinémio de sexta ordem e a marcha no tempo ¢ feita
pelo método Runge-Kutta de alta ordem. O cédigo esta disponibilizado ao ptblico em
geral, http : //pencil-code.nordita.org/ , e é constantemente melhorado por considerdvel
rede de colaboradores. O PENCIL ja foi usado em varios estudos de dinamo MHD.

Podemos citar por exemplo,
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e CATTANEO; HUGHES (1996) - nos estudos da saturacao do efeito o no regime nao-

linear,

e BRANDENBURG (2001) - em investigacoes sobre a transferéncia inversa de energia

no efeito a,

e REMPEL et al. (2009) - na avaliagdo de um novo tipo de intermiténcia do dinamo

com forgante ABC.

O PENCIL é escrito em FORTRANO90 e pode ser compilado para rodar em série ou
em paralelo. A paralelizacao é feita utilizando-se a biblioteca MPI (Message Passage
Interface) com o dominio particionado na dire¢ao z e/ou y de acordo com o nimero de
processadores escolhido. O codigo é altamente modular, permitindo a escolha do tipo de
dominio e de qual termos vao ser considerados nas equagoes MHD que regem a evolucao

do sistema.

2.4.2 Malha

O dominio usado nas simulagoes MHD deste trabalho consiste em um cubo com lados
L, =L, = L, = 2m, como mostrado na Figura 2.3. O dominio ¢ discretizado em uma
malha cartesiana uniforme em todas as direcoes. Nas simulacoes usou-se 643 pontos o que

deu um espagamento de malha Az = 27/64 = 0.098.

FIGURA 2.3 — Pontos do dominio computacional.
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2.4.2.1 Discretizacao Espacial e Marcha no Tempo

As equacoes MHD sao resolvidas pelo PENCIL por meio de métodos de diferencas
finitas. Primeiramente, as derivadas espaciais sao aproximadas por um operador de ponto.

No caso das derivadas espaciais de primeira ordem, o operador é

0 1

a7 0y = m[—()p—&q,r +90p-2.4r — 450 p-1,4r (2.54)

+45()p+1,q,7" - 9()p+27q77‘ + ()p+3,q,r]a

0 1
- R0y = M[—()p,q%m + 90 pg—2r — 450 pg-1,r (2.55)

+45(>p,q+1,r - 9()P7Q+2,r + ()p,q+3,r]a

0 1

Z ~6,

0z = 50az Upar-s+90par-2 = 45001 (2.56)

+45(>p,q,r+l - 9<)p7q,7“+2 + ()p,q,r+3]a

As equacgoes de diferencas ordinarias obtidas da aplicacao do operador de ponto, Eqgs

(2.61)-(2.65), sao entao avangadas no tempo pelo método Runge Kutta de terceira ordem,

1
Q) — o 4 g<7’1 + Ao+ 73) (2.57)

com

rn = F(on,tn),

At At
ro = F((pn—f_rl?atn—f_?)a

r3 = F(pn — 1At + 2rAt t, + At),
onde F(p,t) é o lado direito da equagao de diferengas obtida para uma variavel ¢,
I
— = F(p,t 2.58
22— Flet), (2.58)

e ¢" = (t,). Onde o passo no tempo é dado por

A
At = CFL=",
|
onde, CFL ¢ a constante de Courant-Friedrich-Lewy, mantida em CFL = 0.4, com passo

de tempo variavel.
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2.4.3 Condicoes Iniciais e de Contorno

Inicialmente, n(p) e a velocidade do plasma sao nulos. O potencial vetor magnético
inicial é modelado por um ruido com distribuicao gaussiana com média zero e desvio
padrao igual a 1073 que age como um campo semente. Nesta dissertacdo empregou-se
condicoes de contorno periddicas. Essas condicoes assumem que o valor da variavel no
ponto final da malha em uma dada direcao é igual ao valor da variavel no ponto inicial

da malha nessa direcao. Por exemplo, no caso 1D isso implica que

Pi=0 = Pi=Nuz; (2.59)

Pi=—1 = Pi=Na—1- (2.60)

Assim, as condigoes periddicas assumem que os lados opostos do dominio espacial sao uma
continuagao um do outro. As condigoes de contorno peridédica sao amplamente usadas em
estudos de dinamos (BRANDENBURG, 2001; REMPEL et al., 2016).

2.4.4 O Modelo Numérico de Dinamo ao?

O modelo utilizado neste trabalho é o protétipo do modelo de dinamo a? usado por
BRANDENBURG (2001), onde um gas compressivel isotérmico é considerado, com velo-
cidade do som constante c,, viscosidade dinamica constante pu, difusidade magnética
constante n e permeabilidade magnética constante py. O conjunto de equagoes MHD

compressiveis a seguir ¢é resolvido através do PENCIL CODE

OInp+v-Vinp+V-v=0, (2.61)
dv+v-Vo=-Vp/p+Ix B/p+ (u/p) (V’v+VV -v/3) + f, (2.62)
@A =vx B— T]/L()J, (263)

a Eq. (2.61) é a equagao de continuidade, a Eq. (2.62) é a equacao de momento, a Eq.
(2.63) é a equagao de indugao, onde p é a densidade, v é a velocidade do fluido, A é o
potencial vetor magnético, J = V x B/u é a densidade de corrente, p é a pressao, f é
um forgante externo e a partir de uma equacao de estado para um gas ideal e isotérmico,
Vp/p = AV Inp, onde ¢ = vyp/p é assumido como constante. As unidades nao dimensi-
onais sao adotadas definindo k3 = ¢; = py = 1, onde p = (p) é a média espacial de p e
ki1 € o menor nimero de onda na caixa, que tem lados L = 27 e condigoes de contorno
periddicas. Assim, a unidade de tempo é (csk:l)f1 , 0 espaco é medido k; ', v em unidades

de c,, B em unidades de (ugpo)'/%cs, p em unidades de py e a unidade de viscosidade
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v = u/p e a difusidade magnética n é c¢;/k.

2.4.4.1 Funcao Forcante

A energia ¢é injetada no sistema por meio de uma funcao de forcamento f que é definida
por (BRANDENBURG, 2001; REMPEL et al., 2013)

f(z,1) = Re {ka(t)exp [ik(t) - z + m)(m} , (2.64)

onde k(t) = (ks, ky, k.) é um vetor de onda dependente do tempo e & = (z,y, z) é a posicao.
¢(t) com |¢| < m é uma fase aleatéria. Em termos dimensionais, o fator de normalizagao
é escolhido para ser N = f,¢, (kc,/0t)"?, onde f, é um fator nao-dimensional, k = |k|, e ot
¢ o comprimento do passo de integracao no tempo. Concentrou-se no caso em que |k| esta
ao redor k¢ = 5 e um dentre 350 vetores sao selecionados aleatoriamente a cada passo de

tempo, com 4.5 < |k| < 5.5. O operador f, é dado por

f— ik x (kx e)—olk|(kx e)
VTt o2k (k- eR/k

onde e é um vetor arbitrario unitario necessario para gerar um vetor k X e que é perpen-
2

(2.65)

dicular a k. Tem-se que |f;|* = 1, para 0 = 1, e a densidade de helicidade cinética dessa

funcao forcante satisfaz

F-Vxf=|kf >0 (parac=1) (2.66)

que é uma condicao importante para a producao de um dinamo de campo médio. A funcao
forcante é delta-correlacionada no tempo, isto é, todos os pontos de festao correlacionados

em qualquer instante de tempo, mas sao diferentes no proximo passo.

2.5 Resolucao Numérica

Optou-se por escolher simulagdes de baixa resolugao numérica (64%), devido ao tempo
computacional. Comparou-se com simulagoes de alta resolugao (128 pontos na malha )
e observou-se que o mesmo comportamento é obtido para alta resolucao se comparado
com resolucao mais baixa. A Figura 2.4 compara as séries temporais para as energias
magnéticas (a) e cinéticas (b) com diferentes resolugoes. A série temporal para o campo
magnético exibe uma tendéncia de crescimento mais répido para a resolucao 642, porém
no intervalo de tempo em aproximadamente entre 400 e 1000 ambas crescem na mesma

velocidade e convergem para um mesmo valor de saturacao.
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FIGURA 2.4 — (a) Séries temporais para as energias magnéticas com resolugao numérica
64 pontos na malha (linha preta) e 128° (linha vermelha); (b) séries temporais para as
energias cinéticas para as mesmas resolugoes que (a).



3 Resultados e Discussao

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos através de simula¢oes numéricas,
utilizando o cédigo PENCIL!, para resolver as equagoes (2.61) a (2.65) por meio do
método das diferencas finitas de sexta ordem no espaco e o Runge-Kutta de terceira
ordem para a integracao no tempo. Sao adotadas condigoes de contornos periddicas e
uma caixa com lados L = 27, com condi¢oes iniciais In(p) = 0 (densidade de flutuagao),
u = 0 (campo de velocidade). Os parametros considerados nesta dissertagdo baseou-se
em (BRANDENBURG, 2001; REMPEL et al., 2013). Define-se os valores dos parametros de
controle como fy = 0.07 (amplitude do forcante), fixou-se a difusidade magnética 7 e a
viscosidade cinématica v, n = v = 0.005, com o numero de onda helicoidal periédica
k = 5 fornecendo uma injecao de energia. Utilizou-se este valor de £ = 5 em funcao
da resolucao numérica, o qual utilizou-se neste trabalho, observando dessa forma alguns
fenomeno descrito posteriormente neste capitulo, variando o parametro o que controla a

helicidade cinética, com resolucao numérica com 64 pontos na malha.

3.1 Inicio da Acao do Dinamo

A Figura 3.1 mostra a evolugao temporal do campo magnético (linha vermelha) B,.,,,s =
(B*)'/2 ¢ da energia cinética (linha preta) ., = (u2)'/2. Durante as primeiras unidades
de tempo até t ~ 120, a energia magnética é muito fraca para impactar significativamente
o campo de velocidade. Durante a fase cinematica, B,,,s aumenta exponencialmente, com
uma taxa de crescimento v ~ 0.055 obtida a partir da linha tracejada (linha azul). De-
pois de t ~ 120, a energia cinética u,,,s comeca a decair devido a contribuicao da forca de
Lorentz (segundo termo do lado direito da Eq. (2.24)). A seta indica o tempo em que ter-
mina a chamada fase cinématica do campo magnético, em que a energia magnética cresce
exponencialmente. Observa-se que a energia cinética decai enquanto a energia magnética
aumenta, até atingir seu valor de saturagao, ou seja, um campo magnético fraco (semente)
¢ amplificado devido a conversao da energia cinética em energia magnética, revelando a

acao do dinamo.

thttp://pencil-code.nordita.org/doc.php.
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FIGURA 3.1 — Série temporal para energia magnética B,,,s (linha vermelha) e energia
cinética ., (linha preta), através de simulagoes de dinamo MHD. Tém-se a amplificagao
de um campo magnético fraco (semente), através da conversao da energia cinética em
energia magnética, com helicidade cinética o = 0.95.

O diagrama de bifurcacao consiste em um grafico que revela as mudancas qualitati-
vas na estrutura do sistema, ao se variar um parametro de controle (ALLIGOOD et al.,
1996). A Figura 3.2 representa o diagrama de bifurcagdo em fungao da helicidade ciné-
tica (o) para a média de tempo das energias cinética ({E}), circulos pretos) e magnética
((Epm )¢, triangulos vermelhos). Para obtermos o diagrama de bifurcagao calculamos as mé-
dias depois que um transiente inicial é descartado. Observamos que para baixos valores
de o o campo magnético semente decai e nao ha agao de dinamo. No inicio da agao do
dinamo em ¢ = 0.3 acontece a bifurcagdo onde a energia magnética cresce a custa da
energia cinética, até o momento em que ela satura. Observamos que na na faixa entre
0 = 0.3 e 0.4 ha um aumento acentuado na energia magnética. Entre ¢ = 0.4 ¢ 0.6 a
energia magnética aumenta suavemente, entre ¢ = 0.6 e 0.7 a energia magnética decai e
entre 0 = 0.7 e 0.9 a energia magnética tem um aumento acentuado. A partir do dia-
grama de bifurcacao observa-se o papel da helicidade cinética para a geracao de campos

magnéticos de grande escala.

Um fendémeno interessante é observado na Figura 3.3. A linha vermelha é a mesma da
Figura 3.2 e mostra que a energia magnética média cresce a medida em que o é aumentado,
culminando com um salto (transigdo critica) em ¢ = 0.8. Curiosamente, ao se reduzir
o valor de o a partir desse ponto, tomando-se o estado de alta energia magnética como
condicao inicial, o sistema nao retorna aos estados anteriores com baixa energia. Em vez

disso, a solucdo segue por um “ramo” de energia mais alta (linha verde), que decresce



CAPITULO 3. RESULTADOS E DISCUSSAO 45

FIGURA 3.2 — Diagrama de bifurcacao mostrando a variacao das médias das energias
cinética (circulos pretos) e magnéticas (triangulos vermelhos) em fungao da helicidade

cinética o.

0,04 T T T T T T T T ;

<E>.

FIGURA 3.3 — Multiestabilidade no diagrama de bifurcacao para a energia magnética em

funcao de o.

até ¢ = 0.1. Para valores menores de o, nao ha dinamo em ambos os ramos. Esse

quadro revela a existéncia de multiestabilidade, ou seja, a coexisténcia de mais de um
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atrator para um dado intervalo de valores do parametro de controle. Cada um dos dois
estados atrai um conjunto diferente de condigoes iniciais. O atrator do ramo inferior perde
sua estabilidade por volta de ¢ = 0.8, quando o sistema é conduzido para o atrator do
ramo superior. Similarmente, para valores de ¢ inferiores a 0.1 o atrator superior perde
estabilidade e as dérbitas sao conduzidos para o atrator puramente hidrodinamico (sem
dinamo). Esse quadro se assemelha muito ao fenomeno da histerese descrito em (YADAV
et al., 2012), onde os ramos terminam em bifurcagoes de estados de equilibrio. A diferenca

é que aqui os atratores nao sao equilibrios nem movimentos periédicos, mas aperiédicos.

Durante a fase cinématica, o campo magnético exibe flutuacgoes de baixa amplitude
para as componentes B, By, B, para um instante de tempo t = 102, como mostrado
na Figura 3.4, com o parametro de controle ¢ = 0.95. Com a evolucao temporal do
campo magnético médio B,.,,s a velocidade em pequena escala e as flutuagoes do campo
magnético combinam-se para produzir um campo magnético robusto de campo médio de
grande escala (Figura 3.5). Para a componente B,, tém-se um campo magnético exibindo
flutuagoes de pequena escala, sem apresentar uma diregao preferencial (¢t = 10?); para as
componentes B, e B,, tém-se uma robusta estrutura coerente de grande escala que pode
ser observada através da caixa de simulacao. Observa-se que o campo magnético médio
possui uma direcao preferencial selecionada para o campo magnético para a direcao x. O
efeito a estd relacionado com a ascensao destas componentes do campo magnético médio
(KRAUSE; RADLER, 1980). Observa-se na caixa de simulagdo o campo de velocidade do
fluido (Figura 3.6) nas diregoes u,, uy, u,, para um tempo ¢ = 10* no qual o sistema estd

em um regime fracamente turbulento em todas as componentes consideradas.

Bx

0.05

By

0.05

0.00

—0.05 —0.05

y X

FIGURA 3.4 — Componentes do campo magnético, B,, B,, B,, no tempo ¢ = 102, para
o = 0.95. Pode-se observar flutuacoes de baixa amplitude formando-se nas respectivas
direcoes.
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FIGURA 3.5 — Componentes do campo magnético, B,, By, B, no tempo t = 10%, para
o = 0.95. Observa-se na simulagao que para a direcao B, tem-se um campo magnético
exibindo flutuagoes de pequena escala. Para as componentes By, B, tem-se uma robusta

estrutura coerente de grande escala.
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FIGURA 3.6 — Componentes do campo de velocidade, wu,, u,, u,, no tempo ¢ = 103, para
o =0.95.

-0.58

3.2 Estrutura do Campo Magnético em Funcao da

Helicidade Cinética

3.2.1 Helicidade cinética para ¢ =0

Para o parametro de controle o = 0, a helicidade cinética minima, no tempo t = 10°,
observamos que nao ha geracao de campo magnético em nenhuma das componentes, como
pode ser observado na Figura 3.7. A caixa de simula¢ao do campo de velocidade nas com-
ponentes g, Uy, U, mostra um campo com regime fraco e turbulento em todas as direcoes
como pode ser observado na Figura 3.8. A série temporal da energia magnética B,.,s e
cinética u,,,s mostra como a energia cinética mantém-se enquanto a energia magnética é

nula, como pode ser observado na Figura 3.9.
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FIGURA 3.7 — Componentes do campo magnético no tempo t = 10°.
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FIGURA 3.8 — Componentes do campo de velocidade no tempo ¢t = 10°.
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FIGURA 3.9 — Série temporal para energia magnética B,,,s (linha vermelha) e energia
cinética U, (linha preta), através de simulagoes de dinamo MHD.

3.2.2 Helicidade cinética para ¢ = 0.215

Para o parametro o = 0.215, no tempo t = 10°, tém-se as caixas de simulacoes do

campo magnético através das componentes B,, By, B, observadas através da Figura 3.10.
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Para a componente do campo magnético B, tém-se um campo apresentando oscilagoes
de baixa amplitude, sem apresentar uma direcao preferencial, para as componentes By e
B. o campo magnético comeca a formar um padrao coherente de campo médio de grande
escala. A caixa de simulagao do campo de velocidade para as componentes g, iy, U,
mostra um campo com regime fraco e fracamente turbulento em todas as dire¢des como
pode ser observado na Figura 3.11. Observou-se pela Figura 3.12 que as linhas de campo
magnético nao possuem uma diregao preferencial, ou seja, sao isotropicas. As séries
temporais da energia magnética B,,,s e cinética u,,,, mostram uma mudanca abrupta no
camportamento da energia no instante de tempo t ~ 4 x 10*, quando a energia magnética
aumenta depois mantém-se. Essa mudanga brusca pode ser observada na Figura 3.13,

onde para um tempo de 0 a 2 x 10* tém-se um campo magnético préximo de nulo.

By

0.53 0.53

B;

0.53

—0.03 —0.03 —0.03

—0.58 —0.58 —0.58

Y X

FIGURA 3.10 — Componentes do campo magnético, no tempo ¢ = 10°.
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FIGURA 3.11 — Componentes do campo de velocidade, no tempo ¢t = 10°, para o = 0.215.
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FIGURA 3.12 — Linhas de campo magnético.
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FIGURA 3.13 — Série temporal para energia magnética B, (linha vermelha) e energia
cinética ., (linha preta), através de simulagoes de dinamo MHD.

Para uma melhor compreensao do comportamento do campo magnético, é analisado
a dinamica espago-temporal calculando (B,) e (B,), as médias de zy de B. A Figura
3.14 mostra a evolucao espago-tempo de (B,), onde observou-se que o campo médio do
dinamo nao propaga-se nos instantes de tempo entre 0 e 2.5 x 10°. Depois tém-se um
padrao do campo médio formando-se, a direcao de propagacgao é arbitraria, podendo o
campo magnético médio se propagar em outras diregoes. O campo magnético assume
outra direcao de propagacao para a direcao yz, onde observam-se oscilagoes de grande

escala para o campo magnético médio, como mostra a Figura 3.15. A partir das médias
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calculadas obtém-se as séries temporais de (B,) e (B,) para a dire¢do xy, como pode ser
observado pela Figura 3.16 e yz (Figura 3.17) no ponto z = 0 e z = 0, ambas as séries

apresentam oscilagoes de grande escala.
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FIGURA 3.14 — Evolucao espago-tempo da média de (B,) no plano xy.
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FIGURA 3.15 — Evolugao espago-tempo da média de (B,) no plano yz.
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FIGURA 3.16 — Série temporal obtida a partir da média de (B,) no plano xy, no ponto
z = 0.

0.15
0.1 T
,-D 0.05
AaY . 7 .
S
I
0 -
N
A -0.05¢ 1
>\
0 0.1F .
V
0.151 n
_02 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t X 105

FIGURA 3.17 — Série temporal obtida a partir da média de (B,) no plano yz, no ponto
xz=0.

3.2.3 Helicidade cinética para ¢ = 0.95

A Figura 3.18 apresenta as componentes do campo magnético para ¢ = 0.95, no
tempo t = 10°. Pode-se observar que para B, nao ha uma direcao preferencial. Para as
componentes B, e B, tém-se um campo magnético de grande escala, a direcao preferencial
¢ x. Para uma melhor compreensao a respeito das linhas de campo magnético, observa-se
pela Figura 3.20 que as linhas de campo passam a ser alinharem na direcao x, ou seja,

passam a ser anisotrépicas. Tém-se o campo de velocidades para as componentes u, u,, u,
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na Figura 3.19, que mostra um campo irregular e s6 com estruturas de pequena escala. As
séries temporais da energia magnética B,,,s (linha vermelha) e cinética ., (linha preta)
sao exibidas na Figura 3.21, onde pode-se visualizar o crescimento da energia magnética
enquanto a energia cinética decai. Inicialmente, um campo magnético fraco (semente)
sofre um crescimento linear na fase de cinematica até o campo ser forte o suficiente para
impactar a velocidade do fluido. Observa-se que a energia magnética satura devido a

efeitos nao-lineares.

Assim como foi feito para ¢ = 0.215, calculamos as médias de (B,) no plano zy.
A Figura 3.22 mostra a evoluc@o espaco-tempo de (B,), onde observamos que o campo
magnético médio forma um padrao entre os instantes de tempo 10® ~ 4 x 10?, ampliando
a imagem podemos verificar o padrao do campo magnético médio (Figura 3.23), porém,
devido a dire¢ao de propagacao de B ser arbitraria, o campo magnético forma-se em outra

direcao, yz, e observamos um campo magnético médio de grande escala na Figura 3.24.

B, B, B,

X

FIGURA 3.18 — Componentes By, By, B,, no tempo t = 10°.
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FIGURA 3.19 — Componentes uy, u,, u,, no tempo ¢t = 10°.
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FIGURA 3.20 — Linhas de campo magnético.
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FIGURA 3.21 — Série temporal para energia magnética B, (linha vermelha) e energia
cinética u,,s (linha preta).
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FIGURA 3.22 — Evolu¢ao espago-tempo da média de (B,) no plano xy.
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FIGURA 3.23 — Ampliacao da evolugao espago-tempo da média de (B,) no plano xy.
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FIGURA 3.24 - Evolugao espago-tempo da média (B,) no plano yz.
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FIGURA 3.25 — Séries temporais obtidas a partir de (B,) nos planos zy e yz
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3.2.4 Helicidade cinética para o =1

Para a helicidade cinética maxima o = 1, no tempo ¢ = 105, (Figura 3.26), uma sélida

estrutura coherente de grande escala é observada ao longo da caixa de simulacao. Para as

componentes B, e B,, o campo magnético possue uma direcao de propagacao preferencial

ao longo de z, para a componente B, nao ha uma direcao preferencial e o campo magnético

exibe flutuacoes de baixa amplitude. As componentes u,, u,, u, mostram um campo com

regime fraco e fracamente turbulento em todas as diregoes, como pode ser observado na

Figura 3.27.

X

0.53

—0.03

—0.58
X

B
0.53

z

-0.03

—0.58

y

—0.58

4
0.53
-0.03

FIGURA 3.26 — Componentes B,, B, B, do campo magnético no tempo t = 10°, para

oc=1.
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FIGURA 3.27 — Componentes u,, u,, u, do campo de velocidadades no tempo t = 10,

para o = 1.
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3.3 Complexidade Espaco-Temporal

3.3.1 Informacao, Entropia e Dimensao

A teoria da informagao ou entropia de Shannon (1948), a qual foi criada para comprimir
e enviar dados, teve contribuicoes importantes para o estudo da mecanica estatistica,
ciéncia da computacao (complexidade algoritmica) e teoria da probabilidade. O conceito
fundamental desta teoria, baseia-se na entropia formulada por Boltzmann (1877), onde a

entropia é uma medida de aleatoriedade ou imprevisibilidade (SHANNON, 1948).

Considerando uma fonte que emite uma sequéncia de simbolos s; pertencentes a um
alfabeto A = {s1, $2, ..., Sy}, com probabilidade P(s;), Vs; € A. A incerteza associada a

cada evento depende de sua probabilidade.

- Se d tal que P (s;) = 1, a saida é totalmente previsivel.

- Se P (s;) = 1/b,para Vs;, a incerteza é méaxima.

A incerteza média sobre todas as saidas s; € A de um experimento é medida através

da entropia:

b

S==Y " P(s;) InP(s;), (3.1)

i=1
onde P(s;) é a funcdo de distribui¢do de probabilidade de um dado experimento, P é um

vetor {p1,pa, ..., Db }-

A entropia S possui algumas propriedades fundamentais, tais como:

(1) S = 0 se e somente se um dos simbolos tiver a probabilidade P(s;) = 1 (convenciona-
se que xlnx = 0 para x = 0) o que implica que a adi¢ao de termos de P(s;) = 0 nao

altera a entropia.

(2) h(z) = —zlnz é continua, nao-negativa e concava em [0, 1]. Entao, vale a desigual-

dade de Jensen:



CAPITULO 3. RESULTADOS E DISCUSSAO 59

b b
1
S=> h(p) < bh (5 Z@) : (3.2)
i=1 i=1
1
< bh| -
< (3),
1.1
< ——In—
b ( 2 nb> ,
1\
< In| -
< ;)
S < Inb.
Portanto o valor maximo de Inb é alcancado.
max(S) = In b. (3.3)

Vemos que o maximo ocorre se p; = 1/b, para V;. Nesse caso:

1.1

— — —1 —
bb nb, 3.6
= —(Inl —Inbd), (3.7)
S = Inb. (3.8)

Em teoria da informacao a aplicacao de S visa obter a quantidade minima de bits
necessaria para representar uma sequéncia de simbolos transmitidos para a formacao de
uma mensagem (BADIL; POLITI, 1997).

Com base na entropia de Shannon, pode-se caracterizar o grau de desordem espacial

através da entropia espectral (REMPEL et al., 2007; REMPEL et al., 2009),

M

S(t) =— Zpk(t)ln ()], (3.9)

k=1
onde M ¢é o numero de harmonicas utilizadas nos espectros de energia magnética ou

cinética e pi(t) é o peso relativo da energia Ej de cada harmoénica em um instante de
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tempo ¢,

Ex(t)
Pe(t) = =37 (3.10)
Zk:l Ek(t>
A entropia espectral é maxima para um sistema aleatorio com distribuicao uniforme

de energia entre os modos de Fourier, isto é, para todo k, px(t) = 1/M, caso em que

S(t)=1InS.

A Figura 3.28 mostra a entropia espectral (S,,(t)) para o = 0.215 obtida a partir da
média de (B,) no plano zy, onde observou-se que a entropia permanece erratica ¢ alta ao
londo do tempo. Como o campo magnético médio alinha-se em outro plano como visto
na Figura 3.15, obtém-se a entropia para o plano yz, (como mostra a Figura 3.29), onde
tém-se que para os instantes de tempo ¢ de 0 a 2.7 x 10°, a entropia permanece alta, para
os instantes de tempo t de 2.9 x 10° a 5 x 10, a entropia é menor, quando tém-se uma

reducao da complexidade espago-temporal.

Obtém-se a entropia espectral para o valor de parametro 0.95, calculada a partir
da média de (B,) na diregao zy (Figura 3.30). Ampliando a imagem observa-se que a
entropia permanece alta para os instantes de tempo ¢t ~ 10 e 20, para os instantes de
tempo t ~ 1200 e 4000 a entropia ¢ baixa, entre t ~ 4500 e 5 x 10° tém-se a entropia alta,
como pode ser observado pela Figura 3.31. Para a média de (B,) no plano yz obtém-se
a entropia como pode ser observada através da Figura 3.32, onde a entropia é baixa,

indicando uma ordem na complexidade espaco-tempo.

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
5
t x 10

FIGURA 3.28 — Série temporal da entropia espectral para ¢ = 0.215, obtida a partir da
média (B,) no plano zy.
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FIGURA 3.29 — Série temporal da entropia espectral para ¢ = 0.215, obtida a partir da
média de (B,) no plano yz.
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FIGURA 3.30 — Série temporal da entropia espectral para ¢ = 0.95, obtida a partir da
média de (B,) no plano xy.
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FIGURA 3.31 — Série temporal da entropia espectral para ¢ = 0.95, obtida a partir da
média de (B,) no plano zy.
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FIGURA 3.32 — Série temporal da entropia espectral para o = 0.95, obtida a partir média
de (By) no plano yz.
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3.4 Transferéncia Inversa de Energia

O dinamo de campo médio deve-se a transferéncia de energia magnética da escala
menor de injecao de energia para escalas maiores. Espera-se essa transferéncia em escoa-
mentos helicoidais, e na teoria do dinamo de campo médio essa transferéncia de energia é
atribuida ao efeito cv. Encontram-se o desenvolvimento de campos de grande escala através
de um efeito de transferéncia inversa de energia (BRANDENBURG, 2001). Esse efeito pode
ser melhor visualizado através da evolucao dos espectros de energia magnética e cinética.
A Figura 3.33 mostra os espectros de poténcia da energia cinética (Ex(k) linha preta)
e magnética (E,,(k) linha vermelha) para o dinamo de campo médio para a helicidade
minima com ¢ = ( para um tempo t = 10°. Tém-se que para ¢ = 0 ndo hd transferéncia
inversa de energia no espectro de energia magnética, pois as escalas grandes (k pequeno)
tém pouca energia em comparac¢ao com k = 5. Para obter os espectros de energia, o Pencil
code computa as integrais da energia espectral ao longo de conchas esféricas no espago de
Fourier tridimensional com raios definidos a partir do médulo de k. Uma vez que usa-se
a escala forcante k = 5, ocorre um pico de energia alto, pois é onde a escala esta sendo

injetada energia.

Para o = 0.215 visualizamos uma transferéncia inversa de energia devido ao efeito a.
A Figura 3.34 mostra os espectros de energia, onde pode-se visualizar que no espectro de
energia cinética hd um pico de energia em k£ = 5, mas no espectro de energia magnética o
pico maior estd em k = 1, devido a transferéncia inversa de energia magnética. Para o =
0.95 (Figura 3.35) e para a helicidade méxima o = 1 (Figura 3.36) tém-se os espectros de
energia onde claramente pode-se visualizar uma transferéncia inversa de energia de escalas
menores para escalas maiores. Como foi dito anteriormente, tal processo é resultado do
efeito . Nota-se que em torno de £ = 1 a energia magnética excede a energia cinética,
porém em k = 5 pode-se visualizar onde esta sendo injetado energia. A energia magnética

atinge a equiparticao com a energia cinética para k > 5.
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FIGURA 3.33 — Espectro de energia cinética (linha preta), para ¢t = 105, para o = 0.
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FIGURA 3.34 — Espectro de energia cinética (linha preta) e magnética (linha vermelha)
para t = 10°, para o = 0.215.



CAPITULO 3. RESULTADOS E DISCUSSAO 65

E (K

m

E

L
100

k

FIGURA 3.35 — Espectro de energia cinética (linha preta) e magnética (linha vermelha)
para t = 10°, para o = 0.95.
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FIGURA 3.36 — Espectro de energia cinética (linha preta) e magnética (linha vermelha)
para t = 10°, para o = 1.



4 Conclusao

A geracao e evolucao de campos magnéticos em plasmas astrofisicos permanece como
uma area de intensos debates. A simulagao de modelos MHD tem se mostrado particula-
mente 1til para se explorar os modelos existentes. Nesta dissertagao, investigou-se o papel
da helicidade cinética no modelo de dinamo a? por meio de variacoes do parametro de
controle . O diagrama de bifurcagao em fungao de o mostra a dependéncia da energia
magnética média em termos da helicidade cinética. Para certos valores de helicidade ciné-
tica nao foi possivel estabeler a acao do dinamo. A partir do diagrama de bifurcacao para
a energia magnética, obteve-se o fenomeno de multiestabilidade indicando a coexisténcia
de mais de um atrator. Nos casos em que houve crescimento consideravel da intensidade
do campo magnético médio, nota-se que a helicidade influi em alguns fatores chave. Pri-
meiramente, observou-se que para baixos valores de helicidade cinética, é necessario um
tempo maior para o estabelecimento do campo magnético. Valores mais altos de o forne-
cem linhas de campo magnético com alinhamento em uma direcao preferencial e campos

magnéticos mais intensos.

Verificou-se também a depéndencia da organizacao espaco-tempo através das médias
de (B,) nos planos zy e yz. Com isso, foi possivel observar que o campo magnético médio
tem direcao de propagagao arbitraria. A série temporal da entropia média para as médias
xy e yz ilustram a organizacao do sistema. No caso em que o = 0.215 o sistema se
organiza na direcao yz depois de um tempo consideravel de simulacao e nao se organiza
na direcao xy. Ja no caso em que o = 0.95, o sistema apresenta organizacao na dire¢ao
2y apenas por um curto periodo de tempo apds o estabelecimento da agao do dinamo. Na
direcao yz, a helicidade 0 = 0.95 garante uma baixa entropia mostrando um alinhamento
preferencial do sistema nessa direcao. Ou seja, a helicidade cinética influi na entropia
determinando assim, a existéncia da organizacao ou nao do sistema em uma dada direcao,

embora a direcao particular de alinhamento dependa, também, da condicao inicial.

Os espectros de energia indicam uma transferéncia inversa de energia. Isto é, a energia
é transportada das menores escalas do sistema para as maiores escalas em decorréncia do
efeito a. Para o parametro de controle ¢ = 0 ha um pico de energia cinética em k = 5,
porém nao ha espectro de energia magnética. O aumento da helicidade cinética no sistema

implica na transferéncia inversa de energia cinética para energia magnética em nimeros
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de onda cada vez menores.

Os resultados dessa dissertagao indicam que a helicidade cinética desempenha papel
crucial para o estabelecimento do inicio da agao do dinamo, na organizacao e alinha-
mento do sistema e também na transferéncia de energia. O préximo passo nesse estudo
é procurar a intermiténcia préximo aos pontos de transicao do dinamo. Além disso, em
trabalhos futuros almeja-se explorar a evolucao e dinamica do dinamo em funcao de outros
parametros como o numero de Prandlt magnético e helicidade negativa. Outro aspecto

interessante é um aprofundamento nos estudos do fenomeno de histerese observado.
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Apendice A - Deducao da Funcao

Forcante

Esse apéndice contém a deducao da funcao forcante descrita na secao 2.4.4.1. Para

facilitar a deducao , chama-se:

{ a = K[201- (k- e?)/FK] Y2, escalar,

fi = c+id— vetor complexo,

com isto, tém-se

fo=a'{ikx(kxe) —cl|k|(kxe}. (A.1)
flx,t) = Re{N (c+id)exp [ik(t) - &+ ip(t)]}, (A.2)

onde k = k(t).

Da Eq. (A.2), tém-se que:
flz,t) = Re{N(c+ id)(cost + isend)}, (A.3)

onde utilizou-se a relagao de Euler,

exp [i0] = cosf + isend.
0 = k(t) x+ (1),

entao,

fla,t) = NRe {c cost + ic senf) + id cosd + i*d sene} ,
flz,t) = NRe{c cosh + ic senf + id cosd — d senb} ,
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flz,t) = N(c cosh — d send). (A.4)

Logo da Eq. (A.4), obtém-se

flz,t) - flz,t) = F = N*(c cosh — d senb) - (c cost) — d senf). (A.5)
F = N*(c-ccos’d—2c- d_senfcosf+d- d sen*d). (A.6)

0

Tem-se que o segundo termo dentro do parénteses é nulo. De fato, da Eq. (A.1),

tém-se que

c=—a ‘o | k| (kx e) — parte real def,. (A.7)
d = a 'k(k x e) — parte imaginaria de f, (A.8)

onde k= k(t) - c=c(t) e d= d(1).

Das relagoes (A.7) e (A.8), tém-se que

Logo,

2

mo (k x c)senb cosb,

2c¢ - d senfcosf = —

utilizando a propriedade vetorial

u-(vXxw)=w-(uxv)=v (wx u), (A.10)

obtém-se

2
2¢ - d senficost) = —Wk:- (¢ x ¢) senflicost = 0; ja que ¢ x ¢ = 0. (A.11)
o
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Logo, mostrou-se que o segundo termo da Eq. (A.11) no parénteses é nulo. Portanto.

=N (] c|?cos’0+ | d|* sen®d) . (A.12)

Agora, calcula-se V x flx,t), da Eq. (A.4), tém-se que

Vx flz,t) = V x{N|[ccost —d senb|}. (A.13)
V x flx,t) = NV x (ccosd) — NV x (d send). (A.14)

Utilizando a seguinte propriedade vetorial

V x (gv) =gV x v+ (Vg) x v; g = g(x) = funcao, (A.15)

substituindo a (A.15) na Eq. (A.14), tém-se

V x fla,t) = N [cosOV x ¢+ (Vcost) x €] — N [senfV x d+ (Vsenf) x d]. (A.16)

Deve-se notar, das relagoes (A.7) e (A.8), que os vetores ¢ e d dependem apenas do
tempo, portanto, V x ¢ e V x d sdo nulos, visto que o operador V (nabla) atua nas

coordenadas espaciais. Entao,

V x fle,t) = N(Vcosh) x ¢ — N(Vsenb) x d. (A.17)

Ja as funcoes cosf e sen#, sao fungoes que dependem da posicao x e do tempo, ou
seja, 0 = 0(x,t). Para tal, faz-se o calculo apenas de Vcosf, sendo Vsenfl completamente

analogo. Utilizando o fato que 6 = k(t) - z+ ¢(t), tém-se que

Veosd = O,cos0i+ aycos@j + 0,cos02Z,
= —k,senli — kysenéj — k.senfz,
= —(kyi — kyj + k.2)senb,
= —k senf. (A.18)
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Similarmente, tém-se que

Vsenf = k cosb, (A.19)

substituindo (A.18) e (A.19) em (A.17), obtém-se
V x fle,t) = —Nsenf(kx ¢) — Ncost(k x d),
V x fle,t) = —N[senf(kx c)+ cost(k x d)]. (A.20)
Agora, fazendo uso da Eq. (A.20), pode-se calcular f-V x f. De fato,

f-Vxf = {Nleccosd —dsenbd|} - {—N [senf(k x c) + cosO(k x d)]},
f-Vxf = N?[ccost —d senb] - [send(c x k) + cosd(d x k)],

onde utilizou-se a propriedade vetorial (u x v = —v X u).

FVxf= N? |cosOsenfic- (¢ x k) +cos*0c- (d x k) — sen®0d - (c x k) — senfcosfd - (d x k)| ,

-~ -~

0 0
entao
f-V x f=N?[cos*fc- (d x k) — sen*d- (c x k)] , (A.21)
utilizando a propriedade vetorial (A.10) no primeiro termo dentro do colchetes da Eq.
(A.21) e, utilizando (u X v = —v X u) no segundo termo dentro do colchetes, obtém-se
-V x f=N?[cos’0k- (c x d) + sen*0d - (k x c)] (A.22)

utilizando agora a Eq. (A.9), obtém-se

f-Vxf=N? {00529k~ {cx (—ﬁkx c)] + sen®0d - [~ | k| d]}, (A.23)

cos>0
olk|

f-fo:NQ{— k-[cx(kxc)]—a|k:|sen20|d|2}, (A.24)
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utilizando a propriedade vetorial (A.10), obtém-se

, [ cos®0 ) )
fVxf=N —W(kxc)-(kxc)—a|k|sen€|d| , (A.25)
o
, [ cos®0 N ) N
f-Vxf=N=4— ’k’\kxcl—a\k\sen(ﬂd\ : (A.26)
o
k 2
f-fo:NQ{—a|k|cos29 a xec| —o|k|sen?d | d|2}, (A.27)
. 2
f'VXfINQ{—O' | k| cos®0 |k x c‘ —o | k| sen?d | d\z}, (A.28)
utilizando a propriedade (|u x v| = |u| - |v| sen®) no primeiro das chaves no termo da Eq.
(A.28), obtém-se
2
f-Vxf=N*{ —c|k|cos’d [| k|-|c| senq)] — o |k| sen®d|d|* 3 | (A.29)
1
onde ® é o angulo entre os vetores “B e “e.
Como “®” ¢é o angulo entre os vetores “k” ¢ “c = —a~' | k| (kx €)”, propositalmente

REMPEL et al. (2013) introduz o vetor “e”, tal que k x e seja perpendicular ao vetor k, de

modo que o angulo ¢ seja 90°, ou seja, sen® = 1. Logo,

f-Vxf = N{-c|k|cos’d|c|”—o|k|sen’d|d|*}, (A.30)
fVxf = —o|k|N*(|c|”cos*0+ | d|* sen’t), (A.31)

através da Eq. (A.17), tém-se que

f-Vxf=—cl|k|F (A.32)

Obteve-se a equacao necessaria para a producao de dinamos. Para o = 1, tém-se a

helicidade cinética maxima, ou seja,

£V xf=lk|f (A.33)

enquanto que para o = 0, tém-se a helicidade cinética minima, ou seja, nao hé produgao



APENDICE A. DEDUCAO DA FUNCAO FORCANTE

77

de dinamos, como constatou-se no capitulo de resultados e discussoes (capitulo (3)).
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