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Resumo

Neste trabalho realizou-se um estudo numérico em um modelo reduzido de conveccao
hidromagnética. A estabilidade assintotica do sistema foi investigada para um intervalo de
valores de parametros. Novos resultados quanto ao modelo foram apresentados. A dina-
mica caotica e hipercadtica foram investigadas em detalhes. Os expoentes de Lyapunov da
sela caotica foram calculados no interior das janelas periddicas e exibidos junto ao espec-
tro de expoentes de Lyapunov dos atratores do sistema. A origem da multiestabillidade

no sistema foi identificada.



Abstract

In this work a numerical study of a reduced model of hydromagnetic convection was
performed. The asymptotic stability of the system was investigated for an interval of
parameter values. New results about of the model were presented. The chaotic and hy-
perchaotic dynamics were investigated in details. The Lyapunov exponents of the chaotic
saddle were calculated in the interior of the periodic windows and plotted together with a
Lyapunov exponents spectrum of the attractors of the system. The origim multistability

in the system was identified.
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1 Introducao

O fenomeno de convecgao é comumente observado na natureza e trata do transporte de
massa por meio do movimento do fluido devido a uma diferenca de densidade, que por sua
vez é causada em virtude de uma diferenca de temperatura no ambiente. O problema de
conveccao em um fluido magnetizado é importante para plasmas de laboratério, plasmas
espaciais, geofisica e astrofisica (MACEK; STRUMIK, 2010). A superficie solar (fotosfera,
camada visivel da atmosfera solar) apresenta vérias granulagbes que correspondem ao
topo das colunas convectivas de gas quente que se formam na regido convectiva (abaixo
da fotosfera) devido ao processo de convecgao térmica. Tal processo é um dos responsaveis
pelo transporte de energia de camadas mais internas do Sol para sua superficie. As partes
mais internas do plasma solar sao aquecidas pela radiacao do nicleo e, consequentemente,
se expandem e sobem para a superficie, onde perdem energia e se esfriam. Como resultado
desse esfriamento, essas porcoes de plasma se tornam mais densas, voltando a descer
(PRIEST, 1982). Um processo similar também ¢é observado no interior do nosso planeta.
O campo magnético terrestre é gerado através de processos de conveccao térmica que
ocorrem no nucleo externo do planeta, onde um fluido condutor e de baixa viscosidade
se encontra em movimento devido ao resfriamento do nicleo. Ligas metélicas de ferro e
niquel sao mais densas que o fluido, logo estas descem em direcao ao centro da Terra,
enquanto que materiais menos densos como o ferro, niquel e enxofre, sobem para regices
mais elevadas do ntcleo externo (GUBBINS, 1991). Na Terra, o movimento de placas
tectonicas, terremotos e erupcoes de vulcoes também possui uma relagao com a convecgao

térmica.

Convecgao térmica na presenca de um campo magnético pode ser observada em pla-
netas e estrelas em diferentes formas. Todo conhecimento das regides mais internas desses
corpos celestes foram alcancados através de estudos tedéricos. Como ainda nao se pode
obter observagoes diretas da dinamica desse fenomeno que ocorre no interior desses astros,
o estudo de modelos convectivos apresenta grandes contribuicoes para o entendimento do
mesmo (GLATZMAIER, 2014).

Vérios fenomenos da natureza sao descritos por modelos de Equacoes Diferenciais.
Equacgoes diferenciais nem sempre podem ser resolvidas analiticamente, sendo necessario

a solucao numérica. A Fisica da Dinamica Nao-Linear emprega métodos ja conhecidos
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e estudados para investigar fenomenos numericamente. Mesmo que sejam feitas aproxi-
macoes, estes experimentos de cunho numérico podem trazer compreensoes basicas da
natureza dos problemas (VILLATE, 2007).

Nos ultimos anos a teoria de caos tem fornecido ferramentas poderosas para a interpre-
tagao fisica de sistemas dinamicos de baixa dimensao (REMPEL et al., 2006). Discussoes
quanto a dinamica cadtica em modelos reduzidos de fluidos e plasma, como o modelo de
Lorenz (LORENZ, 1963), equacao de Schroedinger nao-linear derivativa e (REMPEL et al.,
2006) e modelos de dinamo (e.g. Covas e Tavakol), etc., vém se intensificando a medida
que novas dinamicas sao identificadas. Recentemente Macek e Strumik (MACEK; STRU-
MIK, 2010) apresentaram um modelo reduzido para convecgao hidromagnética, propondo
investigar o comportamento de convecgao considerando um campo magnético imposto
no processo. Um comportamento hipercaético foi encontrado neste modelo (MACEK;
STRUMIK, 2014).

Este trabalho tem como objetivo estudar a dinamica cadtica e hipercaética no modelo
apresentado por Macek e Strumik, ponto importante para compreender a acao do campo

magnético no processo de convecgao.

1.1 Organizacao do trabalho

Esta Tese de Mestrado estd organizada da seguinte maneira: o capitulo 2 contém
uma introducao dos conceitos basicos de sistemas dinamicos. O capitulo 3 apresenta a
deducao detalhada para o modelo reduzido de convec¢ao magnética estudado na presente
Tese. O capitulo 4 apresenta os resultados obtidos ao se estudar o modelo. Novos atra-
tores sao apresentados, assim como diagramas de bifurcacao e bacias de atracao nunca
antes mostrados. O capitulo 5 apresenta a conclusao e trabalhos que ainda podem ser

desenvolvidos.



2 Sistemas Dinamicos

2.1 Introducao

Um sistema dinamico é um sistema que tem seus estados alterados com a evolucao do
tempo. Consiste de um conjunto de possiveis estados, junto a uma regra deterministica
que determina um presente estado usando um estado passado (ALLIGOOD et al., 1996).
Geralmente um sistema dinamico é descrito por um conjunto de equacoes diferenciais

ordindrias (EDOs) acopladas:

% = [ (), y2(t), .., yn(t), a),
% = falyn(8), y2(t), . yn(t), a),
dyN:

— = Inw®).5:0). . yn (). a),

onde as derivadas temporais, dy; /dt, dys/dt e dyy/dt !, representam as variaveis de estado
do sistema dinamico, y; (), y2(t) e yn(t) caracterizam o estado do sistema, o qual é definido
pelos valores das variaveis de estado para um tempo ¢, e a representa um conjunto de
parametros de controle, que sao responsaveis pela configuracao da regra dinamica do
sistema. Um conjunto de variaveis de estado, para um dado tempo ¢, representa um tinico
ponto de um estado fisico em um espago denominado espaco de fase. O espaco de fase
é um espaco abstrato onde sua dimensao é dada pelo nimero de variaveis de estado do
sistema dinamico. No caso do sistema de EDOs dado como exemplo, N é a dimensao
do espago de fase. A evolugao temporal de uma condigao inicial y(¢y) = yo representada
no espaco de fase é definida como trajetoria, orbita ou fluro. O comportamento de um
fluxo pode ser dividido em dois estagios: um transiente inicial e um regime. O transiente
inicial é uma regiao no espago de fase onde as solucoes da condicao inicial yo abrangem,

antes de convergir assintoticamente para um conjunto no mesmo espaco, denominado

!Também é comum a representacao por: 71 = dy; /dt, 72 = dyz/dt e yn = dyn/dt.
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regime. Sendo as caracteristicas deste conjunto dependentes de propriedades intrinsecas

do sistema.

Quando falamos de sistemas dinamicos, temos que atentar para algumas caracteristi-

cas:

e Comportamento;
e Fnergia total; e

o Modelos teoricos.

Um mesmo sistema dinamico pode exibir comportamentos diferentes simplesmente va-
riando um dos parametros de controle do sistema, onde este comportamento pode ser
periodico, quase-periodico e caotico. Quanto a energia total, o sistema dinamico pode ser
classificado como um sistema, conservativo? ou dissipativo. E os modelos teéricos podem
ser de Tempo Discreto e de Tempo Continuo. Os modelos tedéricos de Tempo Discreto
sao descritos por Equacoes de Diferenca Finita, ja os modelos de Tempo Continuo sao
descritos por Sistemas de Equagéoes Diferencias (ALLIGOOD et al., 1996), (VILLATE,
2007).

2.2 Mapas

Modelos tedricos descritos por Equacoes de Diferenca Finita sao denominados de ma-
pas. Se trata de um sistema dinamico de tempo discreto, ou seja, é um sistema que seus
estados s6 mudam durante os instantes {to,?1,ts,...}, sendo ¢t = 1,2,3,....,n (VILLATE,

2007). Este sistema é representado por uma equagao do tipo:

Yn1 = F(yn)7 (2'1)

sendo a func¢ao F'(y) uma fun¢ao conhecida. Dado um estado inicial y, é possivel obter
uma sequéncia de estados v, fazendo aplicagoes sucessivas da fungdo F(y) neste estado
inicial:

{yo, F(y0), F*(y0), F>(yo), -4 = F"(10)}, (2.2)

onde esta evolugao representa a evolucao de um sistema discreto de primeira ordem e o

indice n seria o nimero de iteracoes.

2Sistemas Hamiltonianos é um exemplo de sistemas conservativos.
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2.3 Equacoes Diferenciais

Como mencionamos na se¢ao anterior, os modelos tedricos de tempo continuo sao

descritos por Sistemas de Equacoes Diferenciais. Considere o sistema de EDOs:

dy _

¥~ F(y.a), (23

onde F = {F}, F}, ..., F,,} é uma fungao vetorial linear ou nao-linear, y(t) = {y1(¢), y2(t), ..., yn(t) }
¢ um vetor que caracteriza o estado do sistema e a simboliza um conjunto de parame-
tros de controle do sistema. Quando a funcao F nao depende explicitamente do tempo,
dizemos que este é um sistema auténomo, mas se F = F(y, a,t) o sistema é dito como
nao-autonomo. Um sistema de EDOs nao-autonomo pode ser reduzido a um sistema auto-
nomo introduzindo mais um estado no sistema para descrever o tempo, onde considera-se
o tempo como uma varidvel adicional® (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994). Neste tra-
balho foram abordados apenas sistemas autonomos. O fluxo continuo de um sistema de

EDOs pode dar origem & um mapa discreto utilizando a se¢do de Poincaré.

2.4 Mapas de Poincaré

O mapa de Poincaré é uma técnica classica para analise de sistemas dinamico. Esta
técnica substitui um fluxo de tempo continuo de um sistema com dimensao n em um
fluxo discreto de um sistema com dimensdo n — 1 (PARKER; CHUA, 1989). Seja ¢
a solucao da equacao 2.3 para uma condicao inicial xq5 com x € R" e considere um
conjunto de hipersuperficies ¥ = {¥, k € Z}, onde estas hipersuperficies possuem uma
dimensao n — 1 e sejam transversais ao fluxo de ¢;. Consideremos v a trajetéria do
fluxo ¢y, a qual cruza sucessivamente as hipersuperficies gerando um conjunto de pontos
Sy ={...%i1,2,%i1,...}. O mapa P : ¥ — X|P(z;) = ;41 é chamado de mapa de
Poincaré (ALLIGOOD et al., 1996), (MACAU; GREBOGI, 2001).

Na Figura 2.1 temos um exemplo de uma se¢ao de Poincaré. Os pontos {x1, 29, x3, ...}
sao chamados de pontos de Poincaré. O ponto x; demarca o inicio da trajetéria v, desta
forma x; é a condigao inicial que d& origem a 7, e esta condicao inicial esta exatamente
sobre a segao de Poincaré Y. A trajetoria ~ intercepta sucessivamente Y. Podemos
separar os pontos de Poincaré com base no sentido que v intercepta Y. No caso da
Figura 2.1 a trajetdria tem o sentido X~ — X — 3T, assim podemos dizer que os pontos
{1, 23,25, ...} sdo gerados pelo fluxo que estd saindo da se¢do de Poincaré, desde que
adotemos o sentido X — X1 o sentido da trajetéria que estd saindo da secao, e os pontos

{2, x4, ...} sdo gerados pelo fluxo ao entrar na se¢ao no sentido ¥~ — ¥ (PARKER; CHUA,

30 novo estado do sistema seria o tempo, de forma que t = y,,|dy, /dt = 1.
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FIGURA 2.1 — Tipica trajetoria interceptando uma secao transversal ¥ a um fluxo. A
sequéncia de pontos {1, z3,xs,...} é uma Orbita unilateral de um mapa de Poincaré P,
e {xy,x4,...} é uma 6rbita de P_. A drbita completa é a sequéncia {z,xq,x3,...} que
expressa uma orbita dos dois lados do mapa de Poincaré Py (PARKER; CHUA, 1989) (p.
34).

1939).

Devido a Henri-Poincaré, todo sistema descrito por equacoes diferenciais ordinéarias
pode ser reduzido a um mapa com dimensao n — 1, mantendo a dinamica do sistema
original. A vantagem deste procedimento é que trabalhar com mapas é mais pratico, pois
em geral, os mapas sao mais simples de se analisar que os sistemas de equagoes diferenciais
que lhe deram origem (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

2.5 Conjuntos Limite

Seja f um mapa e seja xy uma condicao inicial. O conjunto limite, ou o conjunto w-
limite, de uma 6rbita {f"(x)} é o conjunto:
w(zg) = {x : para todo N e € existe n > N tal que |f"(zo) — x| <€}.
onde n representa o numero de iteragoes para o mapa f, N simboliza um tempo de
transiente e € um comprimento formado a partir do ponto x. Por exemplo: em um
espaco R?, € representa um raio de um circulo, sendo que o ponto centrado na origem
do circulo é a localizacao do ponto = e a area deste circulo representa a vizinhanca de
x. Conforme a definicao acima, o conjunto limite é o conjunto de pontos para os quais a
6rbita retorna a vizinhanca infinitas vezes. Desde que €> 0, nao importa o quao pequeno

0 mesmo seja e quao longo seja N (ALLIGOOD et al., 1996).
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2.5.1 Atratores

Uma das caracteristicas de sistemas dinamicos dissipativos é a presenca de conjuntos
atratores. Um atrator A é um conjunto w-limite que atrai um conjunto de condicoes
iniciais com medida diferente de zero (medida nao-nula para comprimento, area ou volume,
dependendo se a dimensao do espago de fase for um, dois ou maior) (ALLIGOOD et al.,
1996). O conjunto de condigdes iniciais que sao atraidas para o atrator A é sua bacia de
atragdo (ALLIGOOD et al., 1996).

2.6 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov A representa a taxa de afastamento das trajetérias geradas
a partir de duas condicoes iniciais distintas e arbitrariamente préximas uma da outra, as
quais tendem a divergir ou convergir, fornecendo assim uma caracterizacao do sistema
(PARKER; CHUA, 1989), (KIM e CHOE, 2010). O ntdmero de expoentes de Lyapunov é
igual a dimensao do espacgo de fase, sendo que o valor de cada expoente de Lyapunov
representa a taxa de divergéncia ou convergéncia exponencial ao longo de uma direcao do
espago de fase (CHIMANSKI et al., 2015).

Consideremos inicialmente sistemas continuos (com dimensdo n). Imaginemos um
pequeno hipervolume esférico de teste de estados iniciais vizinhos yo (raio £¢(zg)) em

torno do ponto inicial xg de uma linha de fluxo, isto é,

Yo — @o| < eo(w). (2.4)

A medida que o tempo vai passando, a hiperesfera é deformada pelo fluxo transformando-a
em um objeto hiperelipsoidal, com eixos principais €x(t), k = 1, 2, ..., n, como mostrado
na Figura 2.2. Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento exponencial dos eixos
principais €, (t) e sao definidos por (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994):

1 (T
lim lim -=lIn eilt)
t—00 gg(x0)—0 t 80(1'0)

. di=1, .., n (2.5)

Podemos caracterizar um atrator calculando seus expoentes de Lyapunov no fluxo
(FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994). Imaginemos um sistema com dimensao de n = 4,
ao calcularmos os respectivos expoentes de Lyapunov e analisando apenas o sinal do

expoente, teremos:

1 Ponto fixo: (—, —, —, —), indica que o sistema sofre uma contragao em todas as

direcoes do espago de fase, Ay, Ag, A3 e Ay sao < 0;
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€9

€(t)

£.(0)

FIGURA 2.2 — Evolugao de um elemento de volume esférico de raio eo(zg) em torno de
um ponto inicial zyg. Depois de um tempo ¢ a esfera torna-se um elipsoide com eixos
principais €1(t) e €2(t). (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994)(p. 140).

2 Ciclo limite: (0, —, —, —), indica que em uma diregao do espago de fase o sistema
estd se conservando para A\; = 0, , enquanto nas demais esta se contraindo, \s, A3 e

Ay sao < 0

3 Toro - T?: (0, 0, —, —), indica que em duas diregoes do espaco de fase (A\; e Xy)o

sistema estd se conservando enquanto nas demais esta se contraindo, (Az e Ay);

4 Atrator cadtico: (+, 0, —, —), indica que em uma direcao do espago de fase o
sistema estd se expandindo (A; > 0), em uma outra diregdo estd se conservando

(A2 = 0) e nas demais o sistema esta se contraindo (A3 e Ag);

5 Atrator hipercadtico: (+, +, 0, —), indica que em duas dire¢bes o sistema estd
se expandindo (A; e Ag), em outra estd se conservando (A3) e em outra estd se

contraindo (\y).

Quando o expoente de Lyapunov A = 0 significa que este expoente foi calculado na direcao

do fluxo, sendo que para esta diregao o sistema se conserva.

2.7 Sela-Caotica

Sela cadtica é um conjunto cadtico nao-atrativo no espaco de fase, sendo formada pelo
cruzamento de suas variedades estavel e instavel. A variedade estavel da sela cadtica é o
conjunto de pontos que tendem a sela quando t — oo, e a variedade instavel é o conjunto
de pontos que tendem a sela quando ¢t — —oo. Devido a esta caracteristica, sistemas que
possuem uma sela cadtica costumam apresentar longos transientes cadticos. Isso porque,
condicoes iniciais aleatorias, costumam passar algum tempo vagando a vizinhanca da sela
cadtica antes de convergirem para os atratores (LAI; WINSLOW, 1995) e (REMPEL; CHIAN,
2005).
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Imaginemos uma linha unidimensional interceptando a variedade estdvel de um con-
junto cadtico Ag. Assuma que a dimensao da medida da variedade estavel de Ag seja
suficientemente grande para que uma linha escolhida aleatoriamente tenha uma probabi-
lidade nao nula para interceptar Ag. Geralmente pontos interceptando Ag com uma linha
formam um conjunto de Cantor com uma dimensao por box-counting d; (GREBOGI et
al., 1983). Seja A; > 0, o maior expoente de Lyapunov de uma trajetéria densa em Ag.

At

Considere intervalos na linha com largura € ~ e~** onde ¢ é grande (e existem aproxi-

madamente N (¢) = e intervalos) e condicoes iniciais sao distribuidas uniformemente na
linha unidimensional. O comprimento total de todos esses intervalos é aproximadamente
eN(e) =~ ¢!~ Entdo a fracdo de condicdes iniciais que caem nestes pequenos intervalos

é aproximadamente €' =%

A1

. No tempo t o comprimento desses intervalos sera aproximada-
mente ee” ! & 1, portanto, a maioria das condicoes iniciais distribuidas nestes intervalos

vai deixar a sela cadtica Ag para um tempo maior do que o t (LAI; WINSLOW, 1995).

Conjuntos cadticos nao-atrativos sao de fundamental importancia na caracterizagao
de sistemas de dinamica nao-linear,podendo ser usados para estimar médias dinamicas de
atratores cadtico, como entropia e expoentes de Lyapunov. As selas cadticas sao respon-
saveis por fenomenos nao-lineares em sistemas dinamicos além de transientes cadticos,
como fronteira fractal entre bacias de atragao e espalhamento cadtico (REMPEL; CHIAN,
2004).

2.8 Bifurcacao

Um sistema dinamico é dito estruturalmente estavel se para qualquer perturbacgao sufi-
cientemente pequena das equacgoes que o define, o fluxo resultante apresente o mesmo com-
portamento do fluxo inicial antes de sofrer a perturbagao (FIEDLER-FERRARA; PRADO,
1994). Por exemplo, se para um determinado valor do parametro de controle 7, o sistema
apresente um atrator periédico de periodo 2. Se apds pequenas variagoes em r as solugoes
ainda sao atraidas para o atrator de periodo 2, o sistema ¢ estruturalmente estéavel. Logo,
quando o sistema muda de comportamento assintético ao sofrer uma pequena perturba-
¢ao, significa que ocorreu uma perda de estabilidade e dizemos que o sistema sofreu uma
bifurcacao. Assim, podemos definir bifurcacao como mudancas qualitativas que ocorrem
no comportamento dinamico de um sistema ao se variar um ou mais parametros de con-
trole (PARKER; CHUA, 1989) e (REMPEL, 2006). Bifurcagdes podem ser classificadas

quanto a dois tipos: bifurcacao local e bifurcacao global.
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—- *tj_

(a) r<0 (b) r=0 (c) r>0

FIGURA 2.3 — Representacao do campo vetorial referente a bifurcacao sela-né para dife-
rentes valores do parametro r. (STROGATZ, 1994) (p. 45).

2.8.1 Definicao Bifurcacao Local

Bifurcagao local sao mudangas de comportamento do sistema que ocorrem na vizi-
nhanca local de um ponto fixo, ocasionando a destruicao, criagao ou mudanca de estabi-
lidade do ponto fixo. (STROGATZ, 1994). Os tipos mais comuns deste tipo de bifurcagao

sao bifurcacao sela né, forquilha, Hopf e duplicagao de periodo.

2.8.1.1 Bifurcacao Sela-No

A bifurcagao sela-né é o mecanismo basico pelo qual pontos fixo sao criados ou des-
truidos. A medida que um parametro é variado, dois pontos fixo ou periédicos, sendo
um estavel e outro instavel, se movem em direcao um ao outro, colidem e mutuamente se

aniquilam (STROGATZ, 1994), como ¢é apresentado no esquema da Figura 2.3.

A bifurcacao sela-né é a forma mais simples de bifurcacao local, em que a mesma
requer apenas uma dimensao no espaco de fase, um parametro de controle e apresenta
apenas termos de baixa ordem (THOMPSON; STEWART, 2002). O diagrama de bifurcagao
para este tipo de bifurcacao é apresentado na Figura 2.4. A linha tracejada na Figura 2.4
representa uma Orbita periddica instdvel (SNB) e a linha continua uma érbita periédica

estavel.

2.8.1.2 Bifurcagao Forquilha

Outro tipo de bifurcacao local é a chamada de bifurcacao forquilha. Este tipo de
bifurcacao é comum em sistema fisicos que apresentam simetria. Por exemplo, alguns
problemas fisicos apresentam uma simetria espacial entre o lado direito e lado esquerdo.
Em alguns casos, pontos fixo tendem aparecer e desaparecer em pares simétricos (STRO-
GATZ, 1994). A bifurcacdo forquilha é alterada qualitativamente por uma perturbacao
critica (THOMPSON; STEWART, 2002). Esta bifurcagao tem uma equagdo com a forma
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unstable - . _

stable

FIGURA 2.4 — Representacao do diagrama de bifurcagdo da bifurcagao sela-né. (STRO-
GATZ, 1994)(p. 46).

(@) r<0 (b) r=0 () r>0

FIGURA 2.5 — Representagao do campo vetorial referente a bifurcagao forquilha super-
critica para diferentes valores do parametro r. (STROGATZ, 1994) (p. 56).

normal dada por:

i =rz—a2° (2.6)

Uma caracteristica notavel da bifurcacao forquilha é sua ocorréncia em duas formas dis-
tintas (a bifurcagdao forquilha supercritica e a bifurcagdao forquilha subcritica), dependendo
do sinal do termo ctbico na forma normal. A equagdo 2.6 descreve uma bifurcacao for-
quilha supercritica, sendo que apds o ponto de bifurcacao, tem um par de atratores com
uma érbita periddica estavel, como um subproduto necessario para separar a bacia recém-
dividida (THOMPSON; STEWART, 2002). O campo vetorial para diferentes valores de r
¢ demonstrado na Figura 2.5. A mesma configuragdo geométrica da Figura 2.5 ocorre
quando o sinal de 2 é alterado; no entendo, atratores e selas sao trocados, passando a ter
uma bifurcagao forquilha subcritica, uma vez que o atrator colide com um par simétrico
de selas caoticas e desaparece, deixando apenas um unico ponto de sela para r > 0. O

diagrama de bifurcagao para a bifurcagao forquilha supercritica é apresentado na Figura
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FIGURA 2.6 — Representagao dos diagramas de bifurcacao para: a) bifurcacao forquilha
supercritica e b) bifurcacao forquilha subcritica. (STROGATZ, 1994)(p.56 e p.59).

2.6-a) e a Figura 2.6-b) é a representacao do diagrama de bifurcacdo para a bifurcagao
forquilha subcritica. Na Figura 2.6, as linhas tracejadas representam uma orbita periddica

instavel (SNB), enquanto que as linhas sébrias representam uma érbita periédica estével.

2.8.1.3 Bifurcacao Hopf

A bifurcacao de Hopf pode ser supercritica e subcritica. A bifurcacao de Hopf su-
percritica é a bifurcagao continua de um ponto atrator para um ciclo-limite estavel. Um
espaco de fase bidimensional é um requisito para esta bifurcacao e a forma normal envolve
um par de equagoes de primeira ordem. O ponto de equilibrio perde estabilidade quando
o complexo conjugado de um par de expoentes de Lyapunov caracteristicos cruzam o
eixo imaginario no plano complexo. A condicao de transversalidade afirma que, como

o parametro de controle varia de maneira uniforme, os expoentes devem cruzar o eixo
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com velocidade diferente de zero (THOMPSON; STEWART, 2002). A bifurcagdo de Hopf
supercritica contém a designacao genérica do inicio gradual de um 1nico modo de osci-
lacao periddica. A partir da forma normal pode-se deduzir que a amplitude de oscilagao
inicialmente cresce como a raiz quadrada de um parametro de controle tipico. Como um
sub-produto inevitavel do aparecimento do novo ciclo limite estavel, instavel e o ponto
de equilibrio é deixado no lugar do equilibrio anteriormente estavel. No espaco de fase
bidimensional, o equilibrio instavel aparece como um repulsor espiral. Nas bifurcagoes
subcriticas, um ponto de equilibrio instavel torna-se estavel e um ciclo limite instavel é
criado (PARKER; CHUA, 1989), (THOMPSON; STEWART, 2002) e (REMPEL, 2006).

2.8.1.4 Bifurcagao de Duplicacao de Periodo

Em uma bifurcagao de duplicagao de periodo uma orbita periddica estavel de periodo
k existe para r < r., onde r. denota o ponto de bifurcacao. Para r > r., esta érbita perde
estabilidade e uma drbita estavel de periodo 2k é criada (PARKER; CHUA, 1989).

2.8.2 Definicao Bifurcacao global

Bifurcagoes globais sao caracterizadas por mudancas de estabilidade envolvendo gran-
des regioes no espaco de fase. Tais bifurcagoes ocorrem quando grandes conjuntos inva-
riantes, tais como Orbitas periddica, colidem com o equilibrio. Isto causa mudancas na
topologia das trajetérias no espaco de fase que nao podem ser confinadas em uma pequena
regiao, como no caso da bifurcacao local (STROGATZ, 1994). Exemplos de bifurcagoes

globais sao as crises.

2.8.2.1 Crises

Crises sao ocasionadas pela colisao entre um atrator cadtico e um ponto fixo ou érbita
periddica instavel coexistente, ou equivalentemente, com sua variedade estdvel (GREBOGI
et al., 1983) e (REMPEL, 2006). As mudangas ocorridas apds uma crise podem ser de trés
tipos.

e C'rise de fronteira: Na crise de fronteira o atrator cadtico e sua bacia sao destruidos
imediatamente apds r > r.. Neste caso, o atrator cadtico colide com uma érbita
periddica instavel que encontra-se sobre a fronteira entre a bacia de atracao do
atrator cadtico e a bacia de outro conjunto atrator. As orbitas que pertenciam ao
atrator habitam caoticamente ao redor da velha regiao do atrator durante um certo
tempo transiente, e em seguida convergem para um outro conjunto atrator no espaco
de fase (GREBOGI et al., 1982) e (REMPEL, 2006).



CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS 28

e (Crise interior: Na crise interior, a colisao do ponto fixo instavel com o atrator
cadtico ocorre no interior da bacia de atracao do atrator quando o parametro de
controle r ultrapassa um valor critico r.. Consequentemente, uma expansao do
atrator cadtico ocorre uma vez que as orbitas sobre ele sao repelidas pelo ponto fixo
instavel, e passam a habitar regides do espaco de fases que ainda nao eram habitadas
(GREBOGI et al., 1982).

e (C'rise de juncgao de atratores: Na crise de juncao de atratores, para um parametro
r < r. existem dois atratores cadticos, sendo que cada um apresenta sua prépria
bacia de atracao. A medida que aumentamos r, os dois atratores aumentam de
tamanho. Para r = r., temos o ponto da crise, onde ambos tocam simultaneamente
a fronteira que separa as duas bacias resultando na juncao dos atratores, dando
origem a um unico atrator maior (GREBOGI et al., 1987), (REMPEL; CHIAN, 2005)
e (REMPEL, 2006).



3 Modelo de Lorenz Generalizado

3.1 Introducao

O sistema de Lorenz tradicional consiste de um modelo extremamente simplificado
para estudar o comportamento da atmosfera, onde simula-se o comportamento de um
fluido contido entre dois planos retangulares, sendo que a temperatura do plano superior
¢ menor que a temperatura do plano inferior. Quando esta diferenca de temperatura ultra-
passa um valor critico, gera-se uma corrente de convecgdo no interior do fluido (LORENZ,
1963), (CHANDRASEKHAR, 1981).

3.2 Instabilidade de Rayleigh-Bénard

O modelo de Lorenz (LORENZ, 1963) descreve o movimento de um fluido sob condigoes
da instabilidade de Rayleigh-Bénard. Esta instabilidade refere-se a um fluido contido
entre duas placas horizontais separadas por uma altura h, onde a placa inferior apresenta
uma temperatura 7, maior que a temperatura Ty da placa superior (FIEDLER-FERRARA;
PRADO, 1994). Este esquema é apresentado no diagrama da Figura 3.1.

Este sistema apresentado na Figura 3.1 possui extensao infinita na direcao horizontal

h or

W W

X

FIGURA 3.1 — Diagrama da geometria da instabilidade de Rayleigh-Bénard.
Fonte: Hilborn (HILBORN, 2000).
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e na direcao para dentro e fora da pagina (HILBORN, 2000). Quando o gradiente de
temperatura 07 é suficientemente grande, um pequeno volume do fluido que se desloque
um pouco para cima uma quantidade Az, experimentara uma forca de empuxo ascendente.
Isso devido ao mesmo ter se deslocado para uma regiao de densidade mais alta devido a
temperatura nesta regiao ser mais baixa, onde podemos expressar a taxa de variacao de

temperatura em func¢ao do deslocamento em z como (CHANDRASEKHAR, 1981):

_ (0T)
AT = = 2A. (3.1)

Para um 07" pequeno, a transferéncia de calor interna do fluido, contido entre as duas
placas, ocorre por conducao térmica. Isto porque se o gradiente de temperatura é pe-
queno, a forca de empuxo ascendente é relativamente fraca e portanto a temperatura
da pequena unidade de fluido se dissipara antes que ela possa se deslocar por uma dis-
tancia significativa. Se o gradiente de temperatura for grande, significa que a forca de
empuxo ascendente pode ser suficientemente alta de forma que o pequeno volume de fluido
desloque para cima mais rapidamente do que perde temperatura para o meio e gerando
assim as correntes de convecgoes. A instabilidade Rayleigh-Bénard esta relacionada com
a transferéncia de calor interna do fluido contido entre as duas placas ocorre e para isso
temos como parametro o nimero de Rayleigh R,. Para cada sistema existe um ntmero
de Rayleigh critico R,. que delimita a forma como a distribuicao de energia térmica é
realizada. Quando R, < R,. significa que a transferéncia de calor se da por conducao,
mas se o nimero de Rayleigh for maior que o niimero de Rayleigh critico a transferéncia
de calor se d4 inicialmente por convecgdo (CHANDRASEKHAR, 1981).

Para deduzir o nimero de Rayleigh, temos que analisar um pequeno volume de fluido
que sofre um pequeno deslocamento Az para uma regiao que possua uma temperatura
inferior a do mesmo. Primeiramente vamos considerar que a transferéncia de calor interna
do fluido se déd por meio de condugao térmica, sem convecgdo (CHANDRASEKHAR, 1981).
Conforme a equacao de difusao térmica de energia, a taxa de mudanca de temperatura
dT/dt, do pequeno volume de fluido para o meio, é igual ao coeficiente de difusao térmica

x multiplicado pelo Laplaciano da funcao da temperatura V2T

dr 9
— = T 3.2
=T, 32
onde,
ar or
—_— = -VT.
i o VY

Para manter o estado de nao-convectividade, a temperatura do pequeno volume de

fluido tem que se equilibrar com a temperatura do meio antes que o mesmo sofra um
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deslocamento significativo no interior do fluido. Vamos denominar o tempo que o pequeno
volume de fluido leva para dissipar sua energia térmica para o meio como tempo de repouso

térmico ot e por meio das equagoes 3.1, 3.2 e 3.3 (HILBORN, 2000), temos:

AT = 5tTCil—::, (3.3)
(5—5)Az = 0trrV2T. (3.4)

A variacao da temperatura ocorre apenas na direcao z, assim o Laplaciano é dado, apenas

em uma dimensao, como:

d*T(z)

2
T=—-—+.
v dz?

(3.5)

Usando a aproximagao do Laplaciano apresentada por Hilborn (HILBORN, 2000),

temos:

A2 h?’ (3:6)

Substituindo a equacao 3.1 na equagao 3.6 temos:

d*T(z) 6T Az
2 R (3.7)

e substituindo a equacao 3.7 na equagao 3.5 encontramos:

0T Az
T — 2, .
\V4 W2 (3.8)

Agora podemos substituir a equagao 3.8 na equacao 3.4, assim temos:
(0T) 0T Az

TAZ = (StT/‘iﬁT, (39)

fazendo a simplificagao dos termos encontramos que o tempo de difusao térmica é dado

por:

h?
Oty = —. 3.10
T= (3.10)

Quando a temperatura da placa de baixo é muito alta se comparada com a temperatura
da placa superior, apenas a condugao térmica nao é suficiente para difundir toda energia

térmica no interior do fluido. Acima de uma diferenca de temperatura critica 07, parte
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do fluido mais proxima da placa inferior sofre uma variagao de densidade significativa
e desta forma uma forca de empuxo ascendente atua sobre o pequeno volume fazendo
com que o mesmo se desloque mais rapido do que consegue dissipar sua energia térmica
(CHANDRASEKHAR, 1981). A forga de empuxo que atua sobre o pequeno volume é dada
por (HILBORN, 2000):

F. = apygAT, (3.11)

onde a é o coeficiente de expansao térmica, p, ¢ a densidade média do fluido e g é a

aceleracao gravitacional.

A forca de empuxo varia conforme o fluido varia sua temperatura. Substituindo o
AT da equacao 3.1 na equacao 3.11 encontramos a forca de empuxo que atua sobre um

pequeno volume de fluido que sofre um pequeno deslocamento Az:

T
F. = apog (%) Az. (3.12)

Vamos considerar que apds iniciado o movimento de conveccao, o fluido se movimente
com velocidade constante. Com isso, podemos encontrar o tempo de deslocamento 74 que

o pequeno volume leva para percorrer uma distancia Az como:

_Az

P ; 1
v - (3.13)
o= ﬁz. (3.14)

Considerando que o fluido se movimente com uma velocidade constante, estamos pre-
sumindo que haja uma equilibrio entre as forgas relacionadas ao movimento de convecgao.
Isto significa que a for¢a de empuxo F, equilibra a for¢a viscosa do fluido F,, (CHANDRA-
SEKHAR, 1981). A forca viscosa é dada pelo produto entre a viscosidade do fluido p e o

Laplaciano da velocidade V?v,, como se segue:

F, = uVuv,. (3.15)

Fazendo uma simplificacao no Laplaciano da velocidade por meio de andlise dimensi-

onal, encontramos que:

Vz
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Fazendo a igualdade entre as duas forcas (eq. 3.12 e eq. 3.16), temos que:

0T v,
apog (7) Az = ot (3.17)
Desta forma, encontramos que a velocidade é dada por:

hoT
v, = PO A (3.18)
1

Substituindo esta velocidade na equacao 3.14 temos que:

Ty = W%. (3.19)

Desde que o tempo de difusao térmica, equagao 3.10, seja menor que o tempo de
deslocamento do fluido, equacgao 3.19, o sistema permanecerd em seu estado normal de
nao-convectividade, e se o tempo de difusao for mais longo que o tempo de deslocamento,
entao o pequeno volume de fluido continuara a sentir uma forca ascendente, e a convecgao
continuard (CHANDRASEKHAR, 1981), (HILBORN, 2000). Assim, o importante é a razao
entre o tempo de difusao térmica e o tempo de deslocamento, a qual é denominada de

numero de Rayleigh R, e é dado por:

R, = (3.20)
Td
3

R, = M. (3‘21)
KL

O nimero de Rayleigh é um parametro critico para a conveccao de Rayleigh-Bénard

e um dos parametros de controle que sera estudado.
Numericamente, usamos o numero de Rayleigh reduzido r:
R,

(1+a?)3(m?/a)?’

onde a é o quociente entre a altura h que separa as duas placas e a largura dos rolos

r =

de conveccao gerados. O nuimero de Rayleigh reduzido representa o nimero de Rayleigh

normalizado por um numero de Rayleigh critico,

sendo o nimero de Rayleigh critico R, para este modelo:
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R, = (1+a*)?*(7*/a)’.

Desta forma, quando variamos o parametro r, de fato estamos variando a diferenca de

temperatura entre as duas placas tendo em vista que as demais variaveis sao constantes,

apogh®
Fp

1+ @) (w/a)?

T =

ST (3.22)

3.3 Modelo de Lorenz Generalizado

O modelo de Lorenz tem sido intensamente investigado para a teoria do caos nas
ultimas décadas devido a riqueza de sua dinamica (WU; CHEN, 2009). Nos tltimos anos,
varios pesquisadores tém apresentado modelos generalizados para aplicagoes especificas
com base no modelo de Lorenz, onde podemos citar (JONES et al., 1985), (RYPDAL;
GARCIA, 2007), (WU; CHEN, 2009), (GOTODA et al., 2013), dentre outros. O modelo de
Lorenz generalizado deduzido por Macek e Strumik (MACEK; STRUMIK, 2010), consiste
no modelo de Lorenz tradicional, mas com a adi¢cao do campo magnético. Esta diferenca
entre os dois modelos advém da forma como os mesmos sao deduzidos. O modelo de

Lorenz tradicional provém das equacoes da hidrodinamica:

dv

pg = —Vp+ Vv + f, (3.23)
T
i kV?T, (3.24)
0
a—j LV (pv) =0, (3.25)

onde a Equacao 3.23 é a equacao de Navier-Stokes, a Equacao 3.24 é a equacao para
conduc¢ao de calor e a Equacao 3.25 é a equacdo da continuidade. Sendo que p é a
densidade do fluido, v é sua viscosidade, p é a pressao interna, x é o termo de difusao
térmica e f representa as forcas externas. ApOs representar as variaveis dependentes
usando modos de Fourier e realizar mudangas de varidveis apropriadas (LORENZ, 1963),

encontramos o modelo de Lorenz tradicional dado como:

dx

i oy —x), (3.26)
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—= = —xz+rr—UY, (3.27)

— =y — bz, (3.28)

onde os parametros de controle geralmente tém como valores r = 28, ¢ = 10 e b = 8/3.
Usando estes valores de parametros encontramos o famoso atrator de Lorenz apresentado

na Figura 3.2.

T T T T 1T T1TT1T T

FIGURA 3.2 — Atrator de Lorenz com r = 28, 0 = 10 e b = 8/3.

Enquanto o modelo de Lorenz tradicional consiste de um modelo de convecgao térmica,
o modelo de Lorenz generalizado consiste de uma convecgao térmica na presenca do campo
magnético. Quando um fluido condutor se movimenta na presenca de um campo magné-
tico, campos elétricos sao induzidos gerando um fluxo de corrente. O campo magnético
exerce forca sobre estas correntes que podem modificar consideravelmente o fluxo. Entre-
tanto, as préprias correntes podem modificar o campo magnético (LANDAU; LIFSHITZ,
1984). Assim, nds temos uma complexa interagao entre fenomenos magnéticos e fluido de
campo, e o fluxo deve ser examinado pela combinacao das equacoes de dinamicas de fluido
(equagoes 3.23-3.25) com as equagoes de campo, descritas pelas equagoes de Maxwell na

seguinte forma:

V-E = 4mp, (3.29)

V-B=0, (3.30)
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0B

E = —cV x :E7 (331)

4
V xB= %J, (3.32)

onde a equacao 3.29 é a Lei de Gauss elétrica, a equacao 3.30 é a Lei de Gauss magnética,
a equacao 3.31 é a Lei de Faraday e a equacao 3.32 é a Lei de Ampére. Sendo que E é
o campo elétrico, ¢y é a permissividade do vacuo, ¢ é a velocidade da luz, B é o campo

magnético, o é a permeabilidade do vacuo e J é a densidade de corrente.

O campo elétrico E em um referencial em repouso do fluido pode ser obtido a partir
da Lei de Ohm, dada por:
J =0E, (3.33)

isolando o campo elétrico na Lei de Ohm, encontramos que:

E = (3.34)

J
—-
Em um fluido com uma velocidade v, o campo elétrico é obtido por uma transformacao

Galeliana:

B
E-E=E+vx-—, (3.35)
C

Logo E' corresponde ao campo elétrico no referencial se movendo com velocidade v (BIS-
KAMP, 2003). Assim temos que:

B
E+vx —=

J
bl 3.36
b7 (3.36)
J B
E=—-——-—vx—. (3.37)
o c
Substituindo a equacao 3.37 na equacao 3.31, temos:
0B J B
E——CVX (;—VX€>, (338)
0B J
— =—cV X (—>+V><(v><B). (3.39)
ot o

Isolando J na Lei de Ampére (equacao 3.32) e substituindo na equagao 3.39:

0B 1 ¢
E——CVX (;EVXB>+VX(VXB), (340)
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Aplicando a propriedade do rotacional VXV x B =V -B+V?Be V x (vxB) =
v(V-B)+ (B-V)v—-B(V: v)— (v:V)B, sabendo pela equacao 3.30 que V-B =0e

considerando um fluido incompressivel onde V - v = 0, encontramos:

%—? —(B-V)v+nV’B—(v-V)B, (3.42)
 —(B-V)v VB, (3.43)

onde 7 representa a resistividade magnética, dada por:

= — 3.44

n=— (3.44)

A combinagao do conjunto de equagoes de hidrodinamica com o conjunto de equacoes

de Maxwell, obtemos as equagoes de magnetohidrodinamica (MHD), sendo que o modelo

de Lorenz generalizado é deduzido a partir destas equagoes:

d 1 B? B-V)B
B B BYR oy, (3.4
P Mo Hop
dB
T
%—t = kV2T —v- VT, (3.47)

onde a equacao 3.45 é a equacao de conservacao de momento, a equacao 3.46 é a equacado
de inducao magnética e a equagao 3.47 é a equacao de difusao térmica, ja apresentada
anteriormente. Sendo que v é a viscosidade cinética. Na equacgao 3.45, os termos do lado

direito da igualdade que possuem campo magnético vém da forca de Lorentz.

O processo de convecgao ao qual este novo modelo é submetido segue o cenario
Rayleigh-Bénard comentado na segao anterior (segao 3.2), mas agora é imposto um campo
magnético By horizontalmente. Um fluido confinado entre dois planos horizontais infinitos
separados por uma altura h, onde o fluido é aquecido de baixo para cima devido ao plano
de baixo possuir uma temperatura mais alta que a do plano superior e as temperaturas

destes dois planos permanecem fixas, este esquema é apresentado na figura 3.3:
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FIGURA 3.3 — Diagrama da geometria da instabilidade de Rayleigh-Bénard considerando

um campo magnético By imposto horizontalmente.

Na equacao 3.45 o primeiro termo apéds a igualdade:
1 B?
o )
P

o qual é denominado como termo de pressao e consideramos a pressao interna do fluido
e a pressao magnética. Vamos aproximar este termo para uma pressao total p,. Outra

aproximacao que devemos ¢é na equacao 3.46, o primeiro termo apds a igualdade é dado

CO1mo:

(B-V)v.

Vamos inserir nesta equacao o campo magnético imposto horizontalmente By, desta forma
vamos fazer uma aproximagao como segue:

(B-V)vx (By:-V)v.

Temos que introduzir um parametro de controle que serd proporcional a forga inicial do
campo magnético By aplicado ao sistema, que é difinido aqui como uma frequéncia de
base magnética adimensional (MACEK; STRUMIK, 2014):

Va
W = —,
Vo

onde v, é equivalente a velocidade de Alfvén com uma constande de permeabilidade

Bo (3.48)

magnética pg:
(Hop)'/?”

Vypg =
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e 1y € uma velocidade de normalizacao dada por:

A7k

abh’

Vg =

onde k ¢é o termo de difusao térmica, a é o quociente entre a altura h que separa as duas
placas e a largura dos rolos de conveccao gerados e b é a relacao entre a altura e a largura

do retangulo.

Vamos inserir um potencial vetor de A de forma que a equacao 3.30 seja satisfeita:
B=VxA, (3.49)

sendo que:
A

(MOPO)1/2

O campo magnético imposto horizontalmente é dado como:

={0,a(z,2,t) —va,,0}. (3.50)

B, = {B,,0,0}. (3.51)

Como estamos tratando um fluido incompressivel, temos uma relacao semelhante a da
equacao 3.30, ou seja:
V.v=0, (3.52)

assim podemos definir uma func¢ao potencial da mesma forma da equacao 3.49 de modo
que satisfaca a equacao 3.52:
v=VxWU, (3.53)

onde V¥ é dado como:
U ={0,V(z,z,1t),0}. (3.54)

O perfil da temperatura é descrita por:
O(x,z,t) =T(x,z,t) — (T1 + (Ty — T1)z), (3.55)

onde T3 é a temperatura na placa inferior e 75 na superior.

Os modos de Fourier para este problema ja sao conhecidos (SALTZMAN, 1962), (LO-
RENZ, 1963), (HILBORN, 2000), (MACEK; STRUMIK, 2010) e (MACEK; STRUMIK, 2014),

sendo:

U(x,z,t) = \/51 ZCLQ kx(t)sen <%> sen (%) : (3.56)
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que descreve o campo de velocidades (varidvel z(t));

0(z, 2, 1) = R;gTO {ﬁy(t)cos (%%) sen (gz> —z(t) (2%2)] . (357)

a

que descreve o gradiente de temperatura (variaveis y(t) e z(t)); e

1+ a?

afz, z,t) = V2 rw(t)sen (%x) sen (%z) ; (3.58)

a qual descreve o campo magnético induzido (varidvel w(t)).

Substituindo a equacao 3.56 na equacao 3.53 para o potencial, temos:

1+ a?
a

v=Vx{0V2

rx(t)sen <%> sen (%) 0}, (3.59)

v (= (VI S rx(tyeos (5) sen (5 ) 0, (VER S mox(vyos (4F5) sen (5) ) 1
(3.60)

Para o campo magnético temos:
B 1+ a? na m
- 2 __ 720 -7 = Z
A = {0, (popo) ( YLE +2 - rw(t)sen < h .zc) sen <h2>) .0}, (3.61)
substituimos a equacgao 3.61 na equacao 3.49 para o potencial vetor, obtemos:

By, 1+ a? Ta T
B =V x {0, (uopo)*? (_WE)W + \/Eme(t)sen <7x> sen (—Z)) .0},

aBoh — 2'2(1 + a®)mrw(t)(popo ) *cos (42) cos (22) 0

ah Y )

B={

212(1 + a®)mrw(t) (popo) '/ *sen (4£) sen (Z2)
- ; 1. (3.63)

Substituindo as equacoes 3.60 e 3.63 na equacgao de momento, 3.45, e aplicando rotacional

na mesma, apos algumas simplificagoes obtemos:
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212 (1+a®)? 1% K
ah*fiopo

{0,

(a Bo h m(110p0)""* w(t) + popo (L +a®) 7 (x(t) — y(t) + W*'(1)))

ksen (?) sen (%) ,0}=0. (3.64)

Normalizando a equacao 3.64 com um tempo t’ dado por:

(1+ a?)km?

t = 2 , (3.65)
e substituindo z(t) — z, y(t) — y e w(t) — w, encontramos que:
a w 1/2
dx B —Tv+yv - ( ?ﬂa%ﬁongw > (3.66)
dt K ' '
Sabendo que o nimero de Prandtl é dado por o = v/k, temos:
d Boh 1/2
2o o+ yo — aBoht(jiopo) : (3.67)
dt (14 a®)uopomk
A equacao 3.67 pode ser reescrita como:
d
S ort oY — Wow, (3.68)
dt
onde wy é dado como:
h 1/2
wo = [ ah(ptopo) . ] Bo, (3.69)
mkpiopo(l + a?)

sendo que a, h, g, po, ™ € Kk sao constantes; onde a é o quociente entre a altura h que
separa as duas placas e a largura dos rolos de conveccao gerados, pg ¢ a constante de
permeabilidade magnética, py é densidade do fluido e k é o termo de difusao térmica.
Desta forma, ao variarmos o parametro wy, estamos de fato variando o campo magnético

By imposto horizontalmente na equacao 3.51.

Agora, substituindo a equacao 3.63 na equacao na equacao 3.45 e aplicando rotacional

na mesma, apés algumas simplificacoes obtemos:

1/2 a2)? 72 ke
{o, 2 —th;) ((1+a®)7® n(popo)*w(t) + h(—a By wa(t) + h(popo)'* w'(t)))

((Iﬂ'l’)
xcos | — ) sen
h

(5) 01=0. (3.70)
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Normalizando a equacao 3.70 com o t’ da equacao 3.65 e fazendo a substituicao de

z(t) — z, y(t) = y e w(t) — w, encontramos que: encontramos

aBohx 1/2
dw —wWh rETT (3.71)
dt K ’

Sendo o nimero de Prandtl magnético dado por o,, = /K e lembrando wy é dado pela

equacao 3.69, podemos obter uma forma simplificada da equacao 3.71, descrita como:

dw
— = Wk — T W, 3.72
" (372

De modo similar ao processo realizado para obter as equagcoes 3.67 e 3.72, substituindo
a equacao 3.57 na equagao 3.47, aplicando o rotacional, normalizando pela equacao 3.65
e apés realizar mudangas de varidveis apropriadas (LORENZ, 1963), (HILBORN, 2000),
obtemos as duas ultimas equacoes que completam o modelo, sendo estas idénticas as do

modelo de Lorenz tradicional (LORENZ, 1963):

dy

o = 4% +rz —vy, (3.73)

dz
22—y — .74
ik bz, (3.74)

onde r é o numero de Rayleigh reduzido e b a relacao entre a altura e a largura do

retangulo, dado como:

4
b= ——. 3.75
(14 a?) (3.75)
O conjunto de equagoes acopladas formado pelas equagoes 3.67, 3.73, 3.74 e 3.72
corresponde ao modelo de Lorenz generalizado de Macek (MACEK; STRUMIK, 2010),

dado por:
dr_ +oy— (3.76)
o = 0T+ oy~ wow, :
% =—zz+rT—Y, (3.77)
% = zy — bz, (3.78)
dw
W iz = (3.79)

onde a equacao 3.76 descreve o fluxo convectivo, a equacao 3.77 descreve a distribuigao
de temperatura por convecgao, a equacao 3.78 descreve a distribuicao de temperatura

linear e a equacao 3.79 descreve o perfil do campo magnético em um fluido convectivo
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magnetizado (MACEK; STRUMIK, 2014).

Quando nao hé um campo magnético imposto ao fluido, temos wy = 0, onde a equacao
3.76 passa a ser:

d
== —olr+y). (3.80)
desacoplando com a equacao 3.79. Neste caso, o modelo formado pelas equacoes 3.76 -

3.79 volta a ser o modelo de Lorenz tradicional, apresentado nas equacoes 3.26 - 3.28.



4 Resultados e Discussao

4.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos numericamente para o modelo
de Lorenz generalizado, onde foi usado como integrador numérico o método Runge-Kutta
de quarta ordem com um passo de tempo ot = 0,005. Iniciamos a andlise numérica veri-
ficando a estabilidade assintotica das solugoes das equacoes 3.76-3.79. Para isso, fizemos
a construgao do diagrama apresentado na Figura 4.1 que mostra o valor dos dois maio-
res expoentes de Lyapunov A\; e Ay em funcao de dois parametros de controle do sistema.
Através deste diagrama é possivel investigar o comportamento assintético do sistema para

um intervalo de r = 0 até r = 500 e wy = 0 até wy = 20.

O diagrama apresentado na Figura 4.1 foi obtido como se segue: primeiro se define a
regiao em que os parametros serao variados, desta forma se define uma grade de valores
para os parametros de controle a serem variados. Apods feito isso, calcula-se o expoente de
Lyapunov para cada valor de parametro da grade fazendo o sorteio de condigoes iniciais
aleatérias e desprezando o transiente necessario. Neste caso, desprezamos o transiente
contando o tempo referente a secao de Poincaré. Para a Figura 4.1 o parametro r foi
variado de r = 0 a r = 500 com passo de 0,1, mesmo passo usado para wy, o qual foi
investigado em um intervalo de wg = 0 a wg = 20. Com esses passos para os parametros
adotados, tem-se uma grade de 5000 x 200 valores para os parametros de controle r e
wp. Os demais parametros dos sistemas foram mantidos fixos sendo o = 10, b = 8/3 e

om =0,1.

As Figuras 4.1-(a) e 4.1-(b) apresentam as projec¢oes do maior expoente de Lyapunov A
e do segundo maior expoente de Lyapunov Ay, respectivamente, em fungao dos parametros
r e wp. Conforme vimos na segao 2.6, quando o expoente de Lyapunov de um atrator
é A > 0, significa que o sistema apresenta um comportamento cadtico. Regides que
apresentam um comportamento cadtico foram plotadas em escala amarela, tendendo para
vermelho dependendo do valor do expoente de Lyapunov. Esta variacao é mostrada na
escala de cores ao lado de cada um dos diagramas. Regides onde A < 0, foram plotadas

em escala cinza, tendendo para branco as regioes em que o expoente de Lyapunov é
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FIGURA 4.1 — (a) Maior expoente de Lyapunov A; e (b) segundo maior expoente de
Lyapunov As. Ambas em fungdo dos parametros r e wy, e com o = 10, b = 8/3 e

om =0,1.
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FIGURA 4.2 — Convergéncia dos quatro expoentes de Lyapunov com o = 10, b = 8/3,
om=0,1, wyg=2er=>50.

mais negativo. A convergéncia para os quatro expoentes de Lyapunov é apresentada na
Figura 4.2, que mostra um exemplo da convergéncia dos expoentes conforme os parametros
adotados no cédigo usado na construgao do diagrama da Figura 4.1. O cddigo usado
para calcular os expoentes de Lyapunov foi uma adaptacgao do cédigo apresentado por
Chimanski (CHIMANSKI et al., 2015) do método linearizado (WOLF et al., 1985). Para
mais detalhes quanto ao cédigo vide Referéncia (CHIMANSKI et al., 2015) e (WOLF et al.,
1985).

Fazendo uma ampliacao na Figura 4.1 é possivel perceber uma “ilha” de solucoes cadti-
cas, cercada por regioes com solugoes periodicas. Esta ampliacao é apresentada na Figura
4.3-(a). Outras estruturas interessantes sao apresentadas na Figura 4.3-(b), as quais con-

sistem em estruturas auto-similares, demonstrando um padrao de comportamento.

Em um primeiro momento, estudamos o intervalo de valores do parametro de controle r
adotado por Macek e Strumik (MACEK; STRUMIK, 2014) para uma janela periddica. Novos
resultados quanto ao comportamento deste sistema com relacao a esta janela periddica
sao apresentados neste capitulo. Outro intervalo de valores de parametros é estudado
para uma nova janela periddica, fixando o valor do parametro de controle r e variando o

wo-
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FIGURA 4.3 — Dependéncia do maior expoente de Lyapunov \; em funcao dos parametros
wper,como=10,b=8/3eac,=0,1.
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4.2 Variando o Numero de Rayleigh: Intermiténcia
Induzida por Crise de Juncao de Atratores, Sela

Cadtica e Hipercaos

O numero de Rayleigh R, representa a razao entre o tempo de difusao térmica e o
tempo de deslocamento (HILBORN, 2000). Numericamente, usa-se o nimero de Rayleigh

reduzido r, este que ¢é a razao entre R, por um nimero de Rayleigh critico R.:
r=—. (4.1)

Conforme discutido no capitulo 3 o nimero de Rayleigh reduzido é um parametro de con-
trole do sistema o qual é proporcional ao gradiente de temperatura §t (MACEK; STRUMIK,
2010), (GOTODA et al., 2013), (MACEK; STRUMIK, 2014). Essa discussao foi apresentada
na se¢ao 3.2. Fixamos a secao de Poincaré em = = 0 e variamos o parametro de controle
r por um intervalo de r = 430 até r = 480, com um passo de interacao de 74550 = 0, 005.
Adotando os demais parametros controle como o = 10, b = 8/3, 0, = 0,1 e wy = 5,95,

obteve-se a janela periédica apresentada na Figura 4.4.

A Figura 4.4-a) apresenta o diagrama de bifurcagdo (na se¢do de Poincaré z = 0)
encontrado ao se observar o comportamento assintotico do sistema dinamico variando o
parametro r. M C denota uma crise de juncao de atratores e SNB uma bifurcacgao sela-no.
Estas duas regioes no espaco de fase, marcam os valores do parametro de controle r em
que o sistema altera seu comportamento assintotico de maneira brusca. Para estes valores
de parametros adotados, observou-se que o sistema apresenta multiestabilidade. Existe
dois atratores coexistindo no espaco de fase, sendo estes apresentados com cores distintas.
A Figura 4.4-a) é formada por pontos na cor vermelha, verde e cinza. Os pontos da cor
vermelha representam o comportamento assintético para o atrator denominado A; e os
pontos em verde o comportamento assintético para o segundo atrator As, onde os mesmos
sao simétricos. Os pontos cinza representam a sela cadtica Ay, a qual é onipresente para
todos os valores de r na figura. A Figura 4.5 é uma ampliacao da Figura 4.1 mostrando
apenas a regiao no espaco de fase dos diagramas apresentados na Figura 4.4. Lembrando

que na Figura 4.4, foi adotado wy = 5, 95.

A Figura 4.4-b) é a representacdo do maior expoente de Lyapunov A\; e do segundo
maior expoente de Lyapunov \; em fungao do parametro r. Para valores de parametros em
que o sistema apresenta pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, significa que este
sistema apresenta uma dinamica caética (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994), (ALLIGOOD
et al., 1996), (STROGATZ, 1994). Quando o sistema apresenta dois expoentes de Lyapunov

positivos, dizemos que o sistema apresenta uma dinamica hipercaética (MACEK; STRUMIK,
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FIGURA 4.4 — (a) diagrama de bifurcagao z(r) com o = 10, b =8/3, 0, = 0,1

e wo = H,95. Os pontos cinza representam a sela cadtica A,, em vermelho o atrator A; e
em verde o atrator A;. MC denota uma crise de juncao de atratores e SNB denota uma
bifurcagao sela né. (b) variagdo dos dois maiores expoentes de Lyapunov \; e Ay em
funcao do parametro 7.
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FIGURA 4.5 — Dependéncia do maior expoente de Lyapunov \; em funcao dos parametros
woer,como=10,b=8/3eac,=0,1.

2014), (WU; CHEN, 2009).

Primeiro, identificamos a rota para caos variando o parametro r no intervalo de r = 445
até r = 435. Estudamos a dinamica do sistema no interior da janela periddica, fixando
o parametro de controle r em r = 453. Por ultimo, identificamos a rota para caos e

posteriormente hipercaos para o intervalo r = 454 até r = 480.

4.2.1 Intermiténcia Induzida por Crise de Juncao de Atratores

Na Figura 4.4-a), para o parametro r = 445, tem-se dois atratores periédicos simétricos
coexistindo no espaco de fase, estes que sao apresentados na Figura 4.6, sendo esta a
representacao dos dois atratores no fluxo para diferentes tipos de projecoes. Ja a Figura

4.7 é a projecao bidimensional dos dois atratores simétricos em = — z.

Usando a se¢ao de Poincaré por meio do método de Hénon, reduzimos a dimensao do
sistema de n = 4 para n = 3. A representagao dos dois atratores na se¢ao de Poincaré é
apresentada na Figura 4.8. Adotando apenas um sentido em que o fluxo corta a segao,
para um mapa os dois atratores sao representados no espaco de fase como 2 pares de
pontos. Isto porque para estes valores de parametros de controle, o sistema apresenta

uma orbita peridédica. Assim tem-se dois atratores peridédicos de periodo 2.

Indo de r = 445 até r = 435, para o valor de r =~ 442, 35 o sistema sofre uma bifurcacao
do tipo flip, iniciando uma cascata de duplicagao de periodo. A Figura 4.9-(a) mostra
os dois atratores apds sofrer a primeira duplicagao de periodo, passando de atratores de
periodo dois, como mostrado na Figura 4.8 com r = 440, para atratores de periodo quatro.
Apoés a primeira bifurcagao flip, inicia-se uma sequéncia de bifurcagao de duplicagao de

periodo. Sendo que a segunda duplicacao ocorreu para r =~ 439,56, onde os atratores
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FIGURA 4.6 — Atrator A; em vermelho e atrator A; em verde, com os parametros o = 10,
b=28/3, r=445 0, = 0,1 e wy = 5,95. (a) Projecdo em = — y — z; (b) projecdo em
x —y — w. Os dois atratores sao simétricos sendo um o espelho do outro.
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FIGURA 4.7 — Projecao em x — z do atrator A; em vermelho e atrator A em verde, com
os parametros ¢ = 10, b =8/3, r =445, 0, = 0,1 e wy = 5, 95.
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FIGURA 4.8 — Atrator A; quadrados em vermelho e atrator A, circulos verdes na secao
de Poincaré, com os parametros o = 10, b = 8/3, r = 445, 0, = 0,1 e wy = 5, 95.
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passam de periodo quatro para atratores periddicos de periodo oito, como mostrado na
Figura 4.9-(b) para r = 439. Esta sequéncia de duplicagdo conduz o sistema para uma
dindmica cadtica. A Figura 4.10-(a) mostra os dois atratores cadticos em duas bandas
com r = 437,805, sendo que o atrator A; é apresentado em vermelho e o atrator A, em

verde. A Figura 4.10-(b) é uma ampliagdo da banda de A; demarcada com o circulo na
Figura 4.10-(a).

Chegando ao fim da janela periédica da Figura 4.4-(a), tem-se uma mini janela pe-
riédica dentro desta maior. Mostramos que para r = 437,805 o sistema passa de uma
orbita periddica para uma orbita cadtica, devido a uma sequéncia de bifurcacoes de dupli-
cagao de periodo. Este comportamento cadtico perdura até r ~ 437,775. Para este valor
de parametro o sistema passa novamente por uma perda de instabilidade ao sofrer uma
bifurcagao sela-né (SNB). Devido a SNB o sistema deixa de ter dois atratores cadticos,
com duas banda cada, e passa a apresentar dois atratores periddicos de periodo seis. Esta
mini janela periddica deixa de existir para r &~ 437,735, ponto em que os atratores voltam
a serem caoticos, mas com varias bandas. A rota para o caos dentro desta mini janela,

novamente é uma cascata de duplicacao de periodo, iniciando em r & 437, 755.

O comportamento cadtico dos dois atratores permanece o mesmo até r = 437, 7323.
A partir deste ponto, o sistema passa novamente por uma perda de instabilidade, mas
desta vez causada por uma bifurcacao global. O comportamento do sistema é alterado
de um caos fraco para um caos forte. Com base na Figura 4.4-(b), consideramos caos
fraco quando A\; < 0,5 e caos forte para A\; > 0,5. A rota para caos forte no sistema se
trata de uma intermiténcia devido a uma crise de jungao de atratores. Crise de jungao
de atratores é quando dois ou mais atratores se juntam e formam um tnico atrator maior
(REMPEL; CHIAN, 2005), (GREBOGI et al., 1987).

Na crise de jungao de atratores, ha um valor critico r. para o parametro de controle r,
onde os atratores pré-crises tocam simultaneamente a fronteira que separa ambas bacias
de atracao e colidem com uma ou mais érbitas periddicas instaveis sobre a fronteira das
bacias (REMPEL; CHIAN, 2005). A Figura 4.11-(a) apresenta A; e Ay para r > 1., onde
r = 437,7323. Na Figura 4.11-(b) é apresentado o atrator A parar = r.. Sendo as Figuras
4.12-(a), 4.12-(b) e 4.12-(c), ampliagoes da Figura 4.11-(b). A Figura 4.13 apresenta o
atrator cadtico que surge apds a juncao dos atratores A; e A, para r < r.. Na Figura
4.13 r = 437,73215.

Podemos observar o comportamento do sistema na crise de juncao de atratores ob-
servando as séries temporais para diferentes valores de parametros. As Figuras 4.14-(a)
e 4.14-(b) apresenta a série temporal na se¢ao de Poincaré de x(t) com r = 437,7323,
caso em que r > r,., para o atrator A; e A, respectivamente. A série temporal demonstra
um comportamento cadtico, onde os atratores caodticos apresenta duas faixas. A Figura

4.14-(c) apresenta a série temporal para r = 437,73225. Através da mesma podemos ver
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FIGURA 4.9 — Atratores A; e Ay com os parametros o = 10, b = 8/3, o, = 0,1,
wo = 5,95, e (a) com r =440 e (b) com r = 439.
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FIGURA 4.10 — (a) Atratores A; e Ay com os parametros o = 10, b = 8/3, o, = 0,1,
wo = 5,95 e r = 437,805. (b) ampliagdo da banda do atrator A; demarcada com o circulo
em (a)
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FIGURA 4.11 — (a) Atratores A; e Ay para r. < r = 437,7323 e (b) tinico atrator gerado
a partir de condicoes inicias distintas com r = r.. Ambas com os demais parametros como
o0=10,b=28/3,r =445, 0, = 0,1 e wy = 5, 95.



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSAO

57

-7,7491

-7,7492

©-7,7493

71,1494

-7,1495

6,5

I

()

[ 1 . | . [ l o \ . | . |
6,8258 6,826 6,8262 6,8264 6,8266 6,8268 6,827

FIGURA 4.12 — (a) atratores A para r. = r ~ 437,7322 e com os demais parametros
como o = 10, b =8/3, 0, = 0,1, wy = 5,95. (b) ampliagdo da regido demarcada com o

circulo em (a). E (c), ampliagao da regido demarcada com o circulo em (b).
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FIGURA 4.13 — Atrator A para r. > r = 437,73215 e com os demais parametros como
0=10,b=8/3, 0, =0,1 e wy = 5,95.

|
150

um comportamento intermitente, sendo que as solugoes do sistema visita as regioes no

espaco de fase onde antes habitava os atratores.

A Figura 4.15-(a) apresenta a série temporal para r = 437, 7322, caso em que r < re.
Ja a Figura 4.15-(b) apresenta a série temporal para r = 437, 73215, caso em que r < 7.
Para o valor de parametro adotado na Figura 4.15-(b) observamos caso apés a crise de
juncao de atratores, passando o sistema a ter apenas um atrator cadtico ocupando uma

regiao maior no espaco de fase.

4.2.2 Longos Transientes, Bacia de Atracao e Dimensao Fractal

Como ja mencionado, o comportamento de um fluxo em sistemas dissipativos pode ser
dividido em dois estdgios: o regime, quando as solucoes de uma condicao inicial aleatéria
Yo convergirem assintoticamente para um atrator, e o transiente inicial que é uma regiao
no espago de fase que as solugoes, da condicao inicial aleatdria 1o, percorrem antes de
convergirem assintoticamente para o regime. O tempo que o fluxo de y, leva para conver-
gir para o estado de regime varia de sistema para sistema, mas em certos sistemas este
tempo pode ser demasiadamente longo. Transientes cadticos sao comumente observados
em sistemas dinamico e ocorrem devido a presenca de uma sela cadtica. Quando ha uma
sela cadtica no espaco de fase, é comum trajetérias geradas a partir de condigoes iniciais
aleatorias passarem algum tempo vagando na vizinhanga da sela antes de convergirem

para o atrator (LAI; WINSLOW, 1995). O tempo que uma condi¢ao inicial leva vagando
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FIGURA 4.14 — Tipica evolugao temporal no mapa de Poincaré para (a) atrator A; e (b)
atrator Ay, com r > r., e (¢) com r < 1,
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FIGURA 4.15 — Tipica evolugao temporal no mapa de Poincaré para (a) r < r. e (b) para
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FIGURA 4.16 — Tempo de vida de uma grade de condigoes iniciais em fungao das variaveis
wey,como=10,b=8/3,r=453, 0, =0,1 e wy = 5,95.

a vizinhanga de uma sela cadtica antes de convergir para o atrator dentro de uma janela
periédica é denominado como tempo de vida (MUNOZ et al., 2012). A Figura 4.16 de-
monstra o tempo de vida de uma grade de condigoes iniciais em y — w, com resolucao
de 800 x 3000, demonstrando o tempo que cada condicao inicial leva para convergir para
o atrator em funcdo da cor, onde os valores dos parametros foram o = 10, b = 8/3,
om =0,1, wyg = 5,95 e r = 453 correspondendo a um valor de parametro dentro da janela

periddica do diagrama de bifurcacao apresentado na Figura 4.4.

Para os valores de parametros adotados na Figura 4.16, o sistema apresenta dois
atratores periddicos de periodo 2. Estes dois atratores sao apresentados na Figura 4.17,
que é a representacao dos atratores na secao de Poincaré. Os quadrados em vermelho

demarca o atrator A;, enquanto os circulos em verde o atrator A,.

Para encontrarmos o tempo de vida de uma condicao inicial yy, devemos evoluir o
sistema até que o mesmo convirja para o atrator. Mas, pela definicao de atrator, sabemos
que se trata de um conjunto invariante para o qual o fluxo gerado por uma condicao inicial
aleatéria converge quando o tempo tende a co. Como nao deixamos o sistema evoluindo
infinitamente, usando a distancia FEuclidiana é possivel construir uma esfera em torno
de cada coordenada dos atratores apresentados na Figura 4.17. Apés definido a esfera
iteramos uma condicao inicial yg até que o fluxo gerado pela mesma entre dentro da esfera,
quando isso acontece, assumimos que o fluxo convergiu para um dos atratores e adotamos
como o tempo de vida o niimero de iteragoes feitas. Para a Figura 4.16 adotamos o raio

da esfera como ¢, = 0,001. Na Figura 4.16, condic¢oes que convergem com menos de 5000
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FIGURA 4.17 — Atrator A; quadrados em vermelho e atrator A, circulos em verde na
segdo de Poincaré, com os parametros o = 10, b = 8/3, r = 453, 0, = 0,1 e wp = 5, 95.

iteracoes foram plotadas na cor preta. Ja condigoes que possuem um tempo de vida maior

que 5000, foram plotadas na cor cinza.

O tempo médio do tempo de vida, o qual corresponde ao tempo médio do transiente
7 dentro de uma janela periddica é obtido da seguinte forma: Definimos uma grade de
condicoes iniciais Ny com resolugao de 500 x 100, com isso, para um tempo inicial ¢ = 0
temos Ny = 50000. E seja N(t) o niimero de trajetérias que nao convergiram para um dos
atratores apds um tempo t. Devido a natureza cadtica da sela cadtica Ay, N(t) decaem
exponencialmente com o tempo (LAT; WINSLOW, 1995):

N(t) = Noexp(t/T), (4.2)

O tempo médio ¢é obtido através do coeficiente angular o do gréfico de In(N(t)) x t.

A Figura 4.18 apresenta o grafico de In(N(t)) x t. O coeficiente angular encontrado é
dado por a = —0, 000888+ 8 x 10—6, assim encontramos que o tempo médio de transiente

cadtico é dado por:
a=-1/7

T~ 1126

Para mapas bidimensionais o tempo médio pode ser relacionado com a medida da

dimensao fractal da variedade estdvel da sela cadtica (LAT; WINSLOW, 1995), pela seguinte
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FIGURA 4.18 — Plot semi-logaritmo do ntimero de érbitas que nao convergiram para o
atrator N(t) em fungao do tempo, com os parametros o = 10, b = 8/3, r = 453, 0, = 0, 1
e wo = 5,95. O coeficiente angular encontrado é dado por a ~ —0,000888 =8 x 1076 ¢
obtemos o tempo médio 7 ~ 1126.

0

equacao: .

TR —(1 N (4.3)
onde dy; ¢é a medida da dimensao fractal da variedade estavel da sela cadtica e A\ é o
maximo expoente de Lyapunov da sela cadtica. Podemos encontrar a dimensao fractal da
variedade estavel da sela cadtica calculando a dimensao fractal da fronteira entre as bacias
de atracao. A fronteira fractal entre as bacias de atracao é a variedade estavel da sela
cadtica (REMPEL et al., 2004), (CHIAN, 2013). Cada um dos atratores, A; e Ag, possui
sua propria bacia de atracao. Podemos encontrar a bacia de atracao destes atratores
usando a distancia Euclidiana, como usado na construcao do diagrama apresentado na
Figura 4.16. A bacia de atragao de um atrator A é o conjunto de todas condigdes iniciais
cujo fluxo convirja para A quando o tempo tende a infinito. Para encontrarmos as bacias
de atragao definimos uma grade de condigoes iniciais e iteramos cada condicao até que
convirja para um dos atratores, escrevendo a condicao inicial de cada atrator em arquivos
distintos. Consideramos que o fluxo de uma condicao inicial aleatéria convergiu para um
atrator quando sua érbita entra dentro da esfera, sendo que para encontrar as bacias de
atracdo usamos uma esfera de raio 045, = 0,005. A Figura 4.19 apresenta a bacia de
atragao com projecao y — z — w, lembrando que a dimensao do sistema foi reduzida para

n = 3.

Observando a bacia de atragao apresentada na Figura 4.19 é possivel perceber o quanto

o sistema é complexo devido a sua alta fractalidade. Para tentar uma visualizacao menos
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FIGURA 4.19 — Bacias de atracao dos atratores A; e As com os parametros o = 10,
b=28/3,r=453, 0, = 0,1 e wy = 5,95.

complexa das bacias, tracemos um plano neste volume. Para ser mais especifico, esco-
lhemos um plano que passa exatamente sobre a coordenada do atrator A;. O atrator
Ay, apresentado na Figura 4.17, é um atrator periédico de periodo 2. Adotando ape-
nas coordenadas de um dos periodos temos: y = 46,2713175083, z = 408, 9409853032,
w = —24,9613511180 e x = 0 devido a secao de Poincaré. Escolhendo um plano em
z = 408, 9409853032 temos uma nova projecao da bacia de atracao em y — w, a qual é

apresentada na Figura 4.20.

Com base na Figura 4.20 a dimensao fractal da fronteira entre as bacias dos atratores

Aq e Ay pode ser encontrada por meio da equacao:
ds =n— a, (4.4)

onde n é a dimensao do espaco de fase e a é o valor da inclinacao do grafico da fracao de

condigoes iniciais incertas pela incerteza.

Podemos encontrar o valor de a por meio do algoritmo do expoente de incerteza.
Fixando y = —20 nos resta apenas a dimensao de w, onde o espago fase passa a ser
um espaco de 1D com dimensao de n = 1. Apds feito isso, sobre esta linha, sorteamos
N, = 10000 condicoes iniciais aleatorias para encontrar condigoes que sejam incertas. Uma
condicao inicial é considerada incerta quando ao aplicarmos uma pequena perturbacao na
mesma faz com que ela passe a pertencer a bacia de atracao de um outro atrator. Ao
sortear uma condicao inicial w = yq verificamos a qual bacia de atragao a mesma pertence,

se corresponde a do atrator A; ou do atrator A,. Feito isso somamos uma pequena
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FIGURA 4.20 — Bacia de atracao w X y com o = 10, b =8/3, r =453, 0, = 0,1

e wp = 5,95. Na Figura 4.20-(a) os quadrados pretos representam o atrator A; de

periodo dois e os circulos em azul o atrator A, também de periodo dois em virtude da

simetria do sistema. A regiao em vermelho representa as condigoes iniciais que

convergem para A; e em verde as condicoes iniciais que convergem para As. A Figura
4.20-(b) é uma ampliagao da Figura 4.20-(a) para uma regiao mais préxima de um dos
periodos do atrator A;. As condigoes iniciais préxima ao atrator convergem diretamente

pra ele.
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FIGURA 4.21 — Plot logaritmo na base-10 da fracao de condigoes iniciais incertas versus
a incerteza €, com os parametros o = 10, b = 8/3, r = 453, 0, = 0,1 e wy = 5,95. A
inclinacao da reta tracada ao usar uma regressao linear é dada como a = 0, 0006+ 0, 0005.

pertubacao € a esta condigao inicial, w = gy + €. Se a condicao inicial nao for incerta
a descartamos e sorteamos outra, e caso seja uma condicao inicial incerta reduzimos o
tamanho da pertubacao. Para cada valor de € contamos o niimero de condigoes incertas
obtidas apds os 10000 sorteios. Com isso, podemos calcular a fracao de pontos incertos
f(e) que é dada pela razao entre nimero de condigdes incertas N(f(€)) e o nimero de

sorteio Ng:

O plot da fragdo de condigbes iniciais incertas em funcao da incerteza é apresentada da
Figura 4.21. A Figura 4.21 apresenta o plot logaritmo na base-10 da fracao de condigoes
incertas versus o tamanho da pertubacgao. Inicialmente foi usado uma pertubacao inicial
¢, = 107" até uma pertubagdo final de e; = 107'®. Adotando os parametros de controle
como o = 10, b = 8/3, r = 453, 0, = 0,1 e wy = 5,95, obteve-se a inclinagdo da reta

tracada ao usar uma regressao linear como o = 0, 0006 + 0, 0005. Pela equacao 4.4 temos:

d, = 1 — 0, 0006, (4.5)

e assim encontramos a dimensdo fractal entre as fronteiras das suas bacias sendo d, =
0,9994. O valor de ds proximo de 1 indica que a fronteira fractal tem dimensao préxima
a do espaco de fase, o que significa que a variedade estavel da sela cadtica ocupa quase

todo espago de fase, fazendo com que os transientes cadticos sejam muito longos (LAT;



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSAO 67

WINSLOW, 1995), (REMPEL et al., 2004), (CHIAN, 2013).

4.2.3 Sela Cadtica

Na Figura 4.4 a sela cadtica é demarcada com pontos cinzas, onde podemos ver a
variacao da sela cadtica em funcao do parametro de controle r. Para obter a sela cadtica
na Figura 4.4, calculamos as solucoes das equacoes 3.76-3.79 sem desprezar o transiente
inicial. Desta forma, os pontos cinza apresentados no diagrama de bifurcagao, sao uma
aproximacao da sela cadtica Ag. Podemos encontrar a sela cadtica dentro da janela
periddica pelo método Sprinkler da seguinte forma: Define-se uma grade fina de condigoes
iniciais em R, sendo gerada uma trajetoria para cada condicao inicial da grade. As érbitas
que permanecem em R apdés um certo tempo t. fornecem as aproximagoes desejadas. As
condigoes iniciais destas orbitas fornecem a aproximacao para variedade estavel de Ag, e
suas ultimas iteracoes sao uma aproximacao para a variedade instavel. Os pontos para
um tempo t,, é a aproximagao para Ag. Os valores para t. e t,, precisam ser escolhidos
apos um pouco de tentativa e erro, mas geralmente ¢ deve ser grande comparado com o
tempo médio de transiente 7, ou seja, o tempo que a trajetéria leva para abandonar R. A
Figura 4.22-(a) apresenta a sela cadtica e a Figura 4.23 a variedade estével encontradas

por meio do método Sprinkler.

A Figura 4.22-(a) é a projecao em y x w da sela cadtica encontrada no interior da janela
periédica apresentada na Figura 4.4 para r = 453 e a Figura 4.22-(b) é a projegdo em
y X w do atrator cadtico calculado para r = 455,48, o qual foi escolhido para uma regiao
na Figura 4.4-(a), em que o sistema apresente um atrator caético. Podemos observar que
a sela cadtica encontrada no interior da janela tem a mesma forma do atrator cadtico,
indicando que a sela é uma continuacao do atrator apés o mesmo perder a estabilidade
ao sofrer uma bifurcagao sela-né com r ~ 455,04. Para gerar a Figura 4.22-(a) define-se
uma grade fina de condigoes inicias distribuidas igualmente em R. A érbita para cada
condi¢ao inicial definida é calculada por um tempo critico t.. As oOrbitas de algumas
das condicoes inicias iram convergir rapidamente para um dos atratores apresentados na
Figura 4.17. Novamente estamos usando a distancia Fuclidiana para construir esferas
em torno das coordenadas dos atratores na segao de Poincaré. Para o método Sprinkler
usamos esferas com raio 6 = 0,1. As condigoes que convergem rapidamente para um dos
atratores sao desconsiderada. As condi¢oes que permanecem em R apds o tempo t. sao
selecionadas. Isto devido ao fluxo destas condigoes iniciais ficarem por um determinado
tempo vagando na vizinhanca da sela cadtica. Estas condigoes inicias que permanecem
em R sdo uma aproximacao para a variedade estavel da sela cadtica. As ultimas iteracoes
destas condicoes iniciais remanescente é uma aproximagao para o variedade instavel da

sela. Os pontos entre o tempo t. e o tempo adotado para as ultimas iteragoes fornecem
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FIGURA 4.22 — (a) Projegao em y x w da sela cadtica encontrada no interior da janela

y
(b)

periddica apresentada na Figura 4.4 usando o método Sprinkler e fixando os parametros
de controle em o = 10, b = 8/3, r = 453, 0,,, = 0,1 e wy = 5,95. (b) Projecao em y x w
do atrator cadtico encontrado usando os mesmos valores de parametros de controle com
excecao de r, que para este caso foi adotado r = 455, 48.
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FIGURA 4.23 — Projegao da variedade estavel da sela cadtica com o = 10, b = 8/3,
r =453, 0, =0,1 e wy = 5,95.

uma aproximagcao da sela cadtica. Para a Figura 4.22-a usamos uma grade com resolucao
de 800 x 3000 e adotamos o tempo t. = 3000, o qual é bem maior que o tempo médio
encontrado 7 = 1126. Estes tempo podem variar de sistema para sistema, e a forma de

escolher o melhor ¢, é por meio de tentativa e erro (REMPEL et al., 2006).

A Figura 4.23 é a projecao em y x w da variedade estavel da sela cadtica. A dimensao
fractal da variedade estavel da sela cadtica foi aproximada com a dimensao fractal da
fronteira entre as bacias de atracao, a qual tinha como medida d;, = 0,999420166. A
partir destas informacoes foi possivel encontrar o valor do maior expoente de Lyapunov

da sela cadtica usando a equacao 4.3:

TR ————— (4.6)

A1%

47
(1—0,999420166)1126 (4.7)

com isso encontramos o valor do maior expoente de Lyapunov da sela cadética como sendo
As = 1,5316. Podemos comparar este resultado com o valor do expoente de Lyapunov
calculado para o atrator cadtico apresentado na Figura 4.22-(b) e com base no espectro de
Lyapunov apresentado na Figura 4.4-(b). Para r = 455, 58 o maior expoente de Lyapunov
possui medida de A\, = 1,5101. As duas medidas dos maiores expoentes de Lyapunov
ficaram muito proxima uma da outra, validando a medida do maior expoente de Lyapunov

da sela cadtica e confirmando que ela encontra-se na fronteira entre as bacias.
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4.3 Hipercaos

Hipercaos é tipicamente definido como um comportamento cadtico complexo. que
possui no minimo dois expoentes de Lyapunov maiores que zero (MACEK; STRUMIK,
2014). Considerando um volume no espago de fase, quando em sistemas dissipativos com
3 dimensoes temos um expoente \; > 0, obrigatoriamente os demais expoentes sao Ay = 0
e A3 < 0. Isso significa que A; > 0 sinaliza uma direcao em esta havendo expansao de
volume. Para Ay = 0 o volume esta sendo conservado, sendo que sempre tem uma dire¢ao
em que o volume é conservado. E como o sistema é dissipativo, tem uma direcao em
que o o volume é comprimido, indicada por A3 < 0. Sendo assim, é impossivel observar
hipercaos em sistemas dissipativos que possuem menos de 4 dimensoes, nao sendo possivel

observar uma dinamica hipercadtica no modelo de Lorenz normal.

A Figura 4.4-(b) apresenta o espectro dos dois maiores expoentes de Lyapunov em
funcao do parametro r. O segundo expoente de Lyapunov passa a ser positivo para
r &~ 460, 82, mantendo-se assim até r ~ 462, 14, momento em que se tem uma pequena
janela periddica. Neste ponto o maior expoente de Lyapunov passa a medir A\; = 0 e o
segundo maior Ay < 0. Apods esta janela periddica, para r &~ 463, 34 ambos os expoentes se
tornam maiores que zero. O maior expoente de Lyapunov passa a medir \; ~ 1,4651. Ja
o segundo maior a medir \y =~ 0,0144, o qual passa por um aumento gradativo a medida
que r é variado. Estudando a estatistica do sistema, foi possivel comprovar a existéncia

de uma sela hipercadtica no interior dessa janela periddica (segao 4.2.3).

Uma das formas mais eficientes para verificar se um sistema tem a presenca de caos,
¢ por meio do calculo do expoente de Lyapunov. Outras medidas como a entropia de
Kolmogorov e a dimensao de correlacao dao uma medida da complexidade da dinamica,
enquanto que o expoente de Lyapunov fornece a medida da sensibilidade as condigoes
inicias (KIM e CHOE, 2010). Para verificar se a sela caética presente na janela periddica se
trata de uma sela hipercaotica, é necessario calcular pelo menos os dois maiores expoentes
de Lyapunov do sistema. Para calcular o expoente de Lyapunov da sela cadtica, tomamos
médias do expoente de Lyapunov de tempo finito calculados a partir das condigoes iniciais
selecionadas no método Sprinkler, antes delas convergirem para os atratores. Aplicando
este método para a janela periddica usando como valores de parametros o = 10, b = 8/3,
r =453, o, = 0,1 e wy = 5,95, obteve-se o resultado apresentado na Tabela 4.1 para o

maior expoente de Lyapunov da sela cadtica.

O resultado encontrado esta de acordo com o que ja havia sido encontrado, para o maior
expoente de Lyapunov da sela cadtica, usando a equagao 4.3. Usando deste método, é
possivel obter o valor de todos expoentes de Lyapunov do sistema. Para os valores de
parametros estudados o segundo maior expoente de Lyapunov esta muito proximo do

zero. Pelo diagrama apresentado na Figura 4.1-(b) podemos observar que o segundo
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TABELA 4.1 — Expoentes de Lyapunov Calculados

Método Parametro r Maior expoente \q
Equacao 4.3 453,00 1,5316
Atrator Cadtico 455,58 1,5101
Algoritimo Hibrido 453,00 1,5184

maior expoente de Lyapunov aumenta a medida que assumimos valores maiores para o
numero de Rayleigh. Assim, analisamos o comportamento assintético do sistema para um
intervalo de » = 500 até r = 1000, conservando os demais parametros e o intervalo usado

para wy. Este resultado ¢ demonstrado na Figura 4.24.

4.3.1 Variando o Campo Magnético By Imposto Horizontalmente

Na secao 3.3, assumimos wy como:

o — [ ah(popo) '’ }Bo
Thiopo(l+a?) |

(4.8)

onde a, h, 1, po, ™ € Kk sao constantes; sendo a o quociente entre a altura h que separa
as duas placas e a largura dos rolos de conveccao gerados, i é a constante de permeabili-
dade magnética, pg é densidade do fluido e k é o termo de difusao térmica. Desta forma,
a0 variarmos o parametro wy, estamos de fato variando o campo magnético By imposto
horizontalmente. Para o diagrama de bifurcacao apresentado na Figura 4.4, foi escolhido
um intervalo para o parametro r que abrangia uma regiao periédica com os extremos caé-
ticos, como mostrado na Figura 4.5. Para uma segunda regiao a ser estudada, buscamos
um intervalo em que se tem o segundo maior expoente Lyapunov em torno de Ay =~ 0.5,

caracterizando uma regiao em que se tem um hipercaos forte.

Na Figura 4.25-(a) temos um diagrama de bifurcagao demonstrando a evolugao do
sistema ao se variar o parametro wyp, correspondente ao campo magnético, com r = 640,
o =10,b=8/3e0, =0,1. Inicialmente o sistema apresenta apenas um atrator periédico
A demarcado em azul. Quando wy = 2,34 o sistema sofre uma bifurcacao forquilha do
tipo supercritico, apresentando a partir deste ponto, multiestabilidade. Os pontos em
vermelho demarcam o atrator periédico A; e os pontos em verde o atrator periddico As.
A Figura 4.26 apresenta o diagrama de bifurcacao da Figura 4.25-(a) com o acréscimo de

mais uma dimensao, melhorando a visualizacao para A,.

Para wy &~ 2,72 a dinamica passa por outra bifurcagao, desta vez uma bifurcacao do
tipo Flip, o que indicaria uma rota para caos no cenario de cascata de duplicagao de
periodo, mas quando wy = 3,89 o sistema passa repentinamente de dérbitas estaveis para

um comportamento cadtico. Apds sofrer a bifurcagao forquilha, além das duas orbitas
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FIGURA 4.24 — (a) Maior expoente de Lyapunov A\; e (b) segundo maior expoente de
Lyapunov A;. Ambas em funcao dos parametros r e wyp, e com o = 10, b =8/3 e g,,, = 0, 1.
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FIGURA 4.25 — (a)Diagrama de bifurcagao de z em funcao de wy com r = 640, o = 10,
b=28/3eo0, =0,1. A drbita em azul representa o atrator A, os pontos em vermelho
o atrator A;, os pontos em verde o atrator A,, os pontos em cinza representam a sela
cadtica Ag e os tridangulos pretos uma drbita periddica instavel (UPO). (b) espectro do
expoente de Lyapunov em funcao de wy, sendo em vermelho o maior expoente de Lyapunov
A1, em verde o segundo maior Ay e em azul o terceiro maior expoente A3. A linhas
tracejadas representam os espectros de Lyapunov da sela cadtica Ag encontradas por
meio do algoritmo hibrido, onde a cor violeta apresenta o maior expoente de Lyapunov
A1g e a cor preta o segundo maior Agg, com r = 640, 0 = 10, b=8/3 e 0, = 0, 1.
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FIGURA 4.26 — Diagrama de bifurcagao de z e y em fungao de wy com r = 640, o = 10,
b=28/3 e o0, =0,1. A drbita em azul representa o atrator A, os pontos em vermelho o
atrator Ap, os pontos em verde o atrator A,, os pontos em preto representa uma érbita
periddica instével (UPO).

periodicas estaveis, tem inicio a uma Orbita periddica instavel representada por pontos
pretos. Por meio do método de bissecgao, apresentado por Munoz (MUNOZ et al., 2012),
podemos calcular a mesma até o momento em que o sistema fica cadtico. Na Figura
4.25-(a) os pontos cinzas representam a sela cadtica Ag. A Figura 4.25-(b) apresenta o
espectro do expoente de Lyapunov em funcao de wy, onde o maior expoente de Lyapunov
A1 é demarcado em vermelho, o segundo maior A\ em verde e o terceiro maior expoente A3
em azul. As linhas tracejadas representam os espectros de Lyapunov da sela cadtica Ag,
onde a cor violeta apresenta o maior expoente de Lyapunov A\;g e a cor preta o segundo
maior \yg, com r = 640, 0 =10, b=8/3 e 0, = 0, 1.

Para wy ~ 3,89 o sistema muda seu comportamento bruscamente, passando de um
comportamento periédico para um comportamento cadtico. Essa mudanca de estabilidade
ocorre devido & sela cadtica presente no espago de fase. Pela Figura 4.25-(b) é possivel
notar que o expoente de Lyapunov da sela cadtica se torna positivo para wy ~ 2,46,
tornando-se maior a medida que o parametro wy aumenta. Ainda sobre a Figura 4.25-(b),

notamos que quando wy & 2,635, Ay e A3 possuem o mesmo valor.

4.3.1.1 Hipercaos no Interior da Janela Periddica

Investigamos o interior da primeira janela peridédica apresentada na Figura 4.25-(a).
A ampliagao do diagrama de bifurcagao e do espectro do expoente de Lyapunov para a

janela periédica sao apresentados na Figura 4.27:
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FIGURA 4.27 — (a)Diagrama de bifurcacao de z em funcao de wy com r = 640, o = 10,
b=238/3e0, =01 Ospontos em vermelho representam o atrator A;, os pontos em
verde o atrator A, e os pontos em cinza a sela cadtica Ag. (b) espectro do expoente de
Lyapunov em funcao de wy, sendo em vermelho o maior expoente de Lyapunov \;, em
verde o segundo maior \; e em azul o terceiro maior expoente A3. A linhas tracejadas
representam os espectros de Lyapunov da variedade estavel da sela cadtica Ag, onde a cor

violeta apresenta o maior expoente de Lyapunov A\;g e a cor preta o segundo maior Aag,
com r =640, 0 =10, b=8/3 e 0, = 0, 1.
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A Figura 4.27-(a) apresenta o diagrama de bifurcagdo de x em funcdo de wy com
r =640, c = 10, b = 8/3 e 0,, = 0,1. Sendo que os pontos em vermelho representam
atrator A;, os pontos em verde o atrator A, e os pontos em cinza a sela cadtica Ag. A
Figura 4.27-(b) apresenta o espectro do expoente de Lyapunov em fungao de wy, onde em
vermelho o maior expoente de Lyapunov \;, em verde o segundo maior A\, e em azul o
terceiro maior expoente A3. As linhas tracejadas representam os espectros de Lyapunov
da sela cadtica Ag, onde a cor violeta representa o maior expoente de Lyapunov \ig e a

cor preta o segundo maior \og, usando os mesmo valores de parametros da Figura 4.27.



5 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo principal desenvolver um estudo numérico sobre
caos e hipercaos em um modelo reduzido de convec¢ao hidromagnética para uma camada
de fluido viscoso magnetizada horizontalmente e aquecida de baixo para cima por um
gradiente de temperatura vertical submetida em um campo gravitacional. Os principais

resultados aqui obtidos foram:

e Apresentamos a analise da estabilidade assintética do sistema calculando os expoen-
tes de Lyapunov ao variar os parametros r e wy, referentes a diferenca de temperatura
e a0 campo magnético, respectivamente, e fixando os demais parametros do sistema.
O parametro r teve um intervalo de r = 0 até r = 1000 e wy variou de wy = 0 até
wo = 20. Foram mostrados os diagramas da estabilidade quanto aos dois maiores

expoentes de Lyapunov;

e Investigamos uma janela periddica encontrada ao variar o parametro r para um
intervalo de r = 430 até r = 480. Para esta janela, caracterizamos em detalhes uma

crise de juncao de atratores como uma rota para caos no sistema.

e No interior da janela periddica citada acima, observou-se longos transientes prove-
nientes de uma sela cadtica no espaco de fase. Fixando r = 453 caracterizamos o
tempo médio de transiente no interior da janela periédica, o qual foi usado para
encontrar a sela cadtica através do método sprinkler, e usando condicoes iniciais
selecionadas por meio do sprinkler, calculamos o expoente de Lyapunov da sela cad-
tica. Observando a bacia de atracao do sistema constatamos uma alta fractalidade
do mesmo. Calculamos a dimensao fractal da intersecao da fronteira com uma reta
no espaco de fase, onde obtemos como resultado ds = 0,999420166, este valor pro-
ximo de 1 indica que a fronteira fractal tem dimensao préxima a do espaco de fase,

rezao do sistema apresenta longos transientes.

e Constatamos que o sistema apresenta multiesbilidade, proveniente de uma bifurca-
cao forquilha supercritica que sistematicamente ocorre para r > 30 e wg > 3, 89.

Essa bifurcacao gera dois atratores periddicos.
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e Estudamos uma segunda janela periddica gerada ao variar wg. Para esta janela
identificamos uma sela hipercadtica e seus expoentes de Lyapunov foram calculados.

Caracterizamos um comportamento quase-periédico no interior da janela periddica.

Embora tenhamos investigado em detalhes a dinamica do sistema, ha ainda muito
a se descobrir. Uma possivel continuacao seria explorar outros valores de parametros do
sistema, tendo assim novos atratores, crises, etc. Outro ponto a se considerar é a identifica-
¢ao da origem de hipercaos no sistema. O modelo estudado é extremamente simplificado,
assim, desenvolver este estudo usando as equagoes completas da teoria magnetohidrodi-

namica seria importante para o aprimoramento do estudo de conveccao hidromagnética.
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